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Abstract. Chaotic saddles are non-attracting invariant chaotic sets originated
by the intersections of stable and unstable manifolds. The goal of this work is
to present two general methods that they reveal the space location of those sets,
the Sprinkler method [Kantz and Grassberger 1985] and the PIM-triple method
[Nusse and Yorke 1989]. Using the first method is also possible to obtain an
approach for the manifolds associated to these invariant sets. As application
example, these methods are implemented for the Hénon map.

Resumo. Selas cadticas sdo conjuntos invariantes cadticos ndo-atrativos for-
mados pelas intersec¢oes das variedades estdveis e instdveis. O intuito deste
trabalho é apresentar dois métodos gerais que revelam a localizacdo espa-
cial desses conjuntos, o método “Sprinkler” [Kantz and Grassberger 1985] e
o “PIM-triple” [Nusse and Yorke 1989]. Usando o primeiro método também é
possivel obter uma aproximagcdo para as variedades associadas a estes conjun-
tos invariantes. Como exemplo de aplicagdo, estes métodos sdo implementados
para o mapa de Hénon.

1. Introducao

Durante seu estudo, no final dos anos 60, Smale [Smale 1967] concebeu seu famoso
modelo topoldgico da “ferradura” que explica matematicamente a manifestacdo de um
movimento cadtico contido numa certa regido do espaco de fase (veja Figura 1).
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Figura 1. Construcao geométrica de um conjunto invariante (quadrados pretos)
do mapa da “ferradura” com iteracoes para frente e para tras.



Assim, facilitou a compreensao da dindmica complexa presente no sistema quando
ocorre intersec¢oes entre as variedades estdvel e instdvel associadas as selas cadticas
[Tyrkiel 2005].

A variedade estavel W¢ de um ponto periddico p é o conjunto de todos os pontos
que tendem para o ponto p quando o sistema dindmico evolui para frente no tempo, no
caso da variedade instdvel W* de p, este conjunto converge para o ponto p quando o
sistema evolui para trds no tempo (veja a Figura 2).
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Figura 2. Variedades estavel e instavel de um ponto p. Note que as trajetorias
préoximas a variedade estavel se aproximam da sela e depois se afastam dela
seguindo a direcao da variedade instavel.

No entanto, elas podem cruzar-se em outros pontos além de p, gerando
intersec¢des homoclinicas, que ocorrem quando as variedades estdvel e instavel de um
ponto periddico p se cruzam (veja Figura 3(a)), e intersec¢des heteroclinicas, que surgem
quando existem cruzamentos da variedade estdvel de um ponto p; com a variedade
instavel de um ponto p-, ou vice-versa, como mostra a Figura 3(b).
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Figura 3. Representacao dos cruzamentos entre as variedades. (a) Intersecgoes
homoclinicas e (b) interseccoes heteroclinicas.

As selas cadticas sdo conjuntos invariantes cadticos nao-atrativos formados pelas
intersec¢des de suas variedades estaveis e instdveis, onde estas variedades estdo em con-
juntos de Cantor [Hsu et al. 1988, Ott and Tél 1993].

2. Metodologia e Resultados

Neste estudo utiliza-se dois métodos para localizagdo de selas cadticas em sis-
temas de baixa dimensdo, o método “Sprinkler” [Kantz and Grassberger 1985], que € o



mais direto para localizacao de selas cadticas e suas variedades, e o método “PIM-triple”
[Nusse and Yorke 1989], cuja idéia principal € tentar obter uma orbita numérica que fica
nas imediacdes da sela cadtica por um longo periodo de tempo.

Para os experimentos realizados, utiliza-se as trajetdrias geradas pelo mapa de
Hénon,

2
Tpy1 = a — T, + by,
+1 Y (1

Yn+1 = Tn,
com alguns parametros de controle a = 1.441,1.66 e b = 0.3.

Ambos os métodos fornecem uma visdo aproximada do invariante cadtico ge-
rados através do mapa de Hénon. Por meio da andlise dos resultados carateriza-se
quando a utilizacdo de cada método é mais adequada, sendo que, embora possibilite uma
caracterizacao do invariante, o método “Sprinkler” possui uma resolu¢do pobre e nao
pode servir de base para calculo de medidas caracteristicas do conjunto invariante caético
(tais como, expoente de Lyapunov) [Hsu et al. 1988, Nusse and Yorke 1989].

3. Consideracoes Finais

Sabe-se que os métodos aqui apresentados ndo funcionam para sistemas de di-
mensdo elevada, que tem por conseguinte, mais de uma direcdo de expansdo. Assim,
modificagdes se fazem necessdrias para que os métodos possam ser usados nesses sis-
temas [Moresco and Dawson 1999]. Estas modificagdes estdao sendo estudas e implemen-
tadas, pavimentando o caminho que visa estender a aplicabilidade do controle de caos
a estes sistemas [Macau and Grebogi 2006], conseqiientemente, dando continuidade ao
trabalho de dissertagdo de mestrado.
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