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Resumo. Neste trabalho estendemos o conceito de vetor gradiente para definir
o vetor gradiente dilacional e apresentamos um novo método de otimizagdo es-
tocdstico denominado método do gradiente dilacional. Esse método é aplicado
em algumas fungoes teste e sdo apresentadas curvas do valor da funcdo obje-
tivo versus o niimero de avaliacdes da funcdo. Os resultados obtidos sdo pre-
liminares, porém mostram que as propriedades geométricas do vetor gradiente
dilacional permitem que o algoritmo escape de étimos locais, e que o método
vai ao encontro do minimo global de cada uma das funcoes teste analisadas.

1. Introducao

O método do gradiente dilacional ¢ um algoritmo estocdstico de busca global que
utiliza a dire¢do contraria a dire¢do do vetor gradiente dilacional como orientagdo para
a sua busca. Considerando uma fun¢do de n variaveis, o vetor gradiente dilacional € o
vetor composto pelas g-derivadas parciais de primeira ordem da fun¢do em relacdo a cada
uma de suas coordenadas. E a g-derivada € a generalizacdo do conceito de derivada no
contexto do g-célculo desenvolvida pelo reverendo inglés Frank Hilton Jackson no inicio
do século XX [Jackson 1908, Jackson 1909, Jackson 1910a, Jackson 1910b].

O célculo da ¢-derivada é baseado em dilatagcdes por meio de um parametro g,
e quando esse parametro tende a 1, a derivada de Jackson tende a derivada tradicional.
Dessa forma, quando ¢ = 1 o vetor gradiente por defini¢do é o tradicional e o método
se assemelha ao método da médxima descida. O parametro de dilatacdo ¢ € obtido de
forma estocdstica por meio da escolha de um niimero aleatério em um intervalo especi-
ficado. Essa escolha aleatéria implica em uma busca de carater global ao longo de toda
a execucdo do algoritmo. Um refinamento desse método foi possivel com a introdugdo
de caracteristicas do algoritmo de recozimento simulado. Com isso o cardter global é
controlado por uma func¢do de probabilidade dependente de 7', onde 1" € a temperatura.
No inicio muitas configura¢des sdo aceitas, mas a medida que a temperatura € reduzida
as configuracdes indesejaveis sao rejeitadas.

Neste trabalho apresentamos resultados preliminares do desempenho desse novo
algoritmo por meio de sua aplicacao em algumas funcoes teste, sdo elas Ackley, De Jong,



Griewangk e Rastringin. A seguir s@o apresentados a defini¢do do vetor gradiente dilaci-
onal para fun¢des de n varidveis (Secdo 2), o algoritmo (Sec¢do 3), os resultados obtidos
(Secao 4) e, por fim, algumas consideragdes finais (Secao 5).

2. Gradiente Dilacional
A derivada tradicional avalia o quanto uma dada fungao f(z) é sensivel a pequenas
translacoes em sua varidvel independente por meio da equacdo
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A generalizacdo do conceito de derivada desenvolvida por Jackson € baseada em
dilatagcoes na varidvel independente, ou seja, em vez da varidvel independente x ser trans-
ladada por uma quantidade Az, ela é dilatada por uma quantidade qz. Dessa forma, a
derivada de Jackson, ou g-derivada, ou ainda operador g-diferenca, de uma funcéo f(z) é

dada por
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e no limite quando ¢ — 1, a g-derivada tende a derivada tradicional
: _ df(x)
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Observe na Equacdo (2) que para x = 0 o denominador se anula. Dessa forma,
para fungdes diferencidveis em x = (0 uma definicdo para a g-derivada é dada por
[Koekoev and Koekoev 1993]
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A partir das Equagdes (3) e (5), podemos definir a g-derivada como
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Estendendo o conceito de derivada de Jackson de uma fungdo f(x) com x € R"™
diferencidvel em x = 0, denomina-se aqui o gradiente dilacional como o seguinte vetor
composto pelas n g-derivadas parciais
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em que, para qualquer j € {1,...,n}, a g-derivada parcial é dada por
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Note que o parametro q assume valores distintos para dilatar cada uma das n
coordenadas de x. Logo, para funcdes de n varidveis esse parametro € dado pelo vetor
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Para ¢ = 1 na Equacdo (5), a derivada tradicional é recuperada. Analogamente,
para qualquer ¢; = 1 em (6), a g-derivada parcial € igual a derivada parcial tradicional
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E quando todos os ¢; sdo iguais a 1, o vetor gradiente dilacional se torna igual ao vetor
gradiente tradicional
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Igualmente, para x = 0 na Equacgao (5) a g-derivada € dada pela derivada tradici-
onal aplicada no ponto zero. Logo, para qualquer x; = 0 em (6), a g-derivada parcial é
dada por
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3. Algoritmo

Nesta sec@o introduzimos o algoritmo do método do gradiente dilacional. Esse
algoritmo € inspirado no método da maxima descida, pois a cada iteracdo a direcdo de
busca € a dire¢do contrdria a direcao do vetor gradiente dilacional. Dessa forma, conside-
rando uma fun¢do de n varidveis, temos que a cada iteracdo k o parimetro qj € obtido de
forma estocéstica, a direcao de busca no ponto x; € dada por

dp = =V f () /[ Vaf (0]l (1D

e o tamanho do passo é
o = [|larxy — x| (12)

Lembrando que para fungdes f : R™ — R o pardmetro q, a dire¢do d e o ponto x; sdo
vetores de n posi¢cdes na iteracao k.

Note que o tamanho do passo é exatamente a dilatagdo exercida pelo parametro
q sobre o ponto x. A estratégia utilizada para a obtencdo desse parametro ¢ dada pela
geragdo de nimeros aleatérios uniformemente distribuidos em um intervalo [Gmin, Gmaz -
Seja r um niimero aleatério uniformemente distribuido no intervalo [0, 1] e r € R", entéo
o parametro q a cada iteracao € dado por

i = Qmin + 7T - (Qmax - Qmm) (13)



Logo, o novo ponto x;; da busca é

X1 = X + agdy. (14)

O ponto inicial x, € obtido de forma aleatéria no espacgo de busca vidvel. O critério
de parada pode ser dado pelo ndmero de avaliacdes da funcdo objetivo ou por um nimero
maximo de iteracdes. E o ponto de minimo serd o ponto x; que atingir o menor valor da
func¢do objetivo ao longo de todas as iteragdes.

A Figura 1 ilustra, geometricamente, como a propriedade de dilatacdo do vetor
gradiente dilacional permite que os pontos da busca escapem de minimos locais. Para
isso, considere a fung¢do f : R — R dada por

flz)=2— (e +2e- @97, (15)

As retas secantes passando pelos pontos (xy, f(xx)) e (xxy1, f(zrs1)) na Figura
1, fornecem uma interpretagdo geométrica para a derivada de Jackson dada pela Equacao
(2). Parax, = 1.0 e g = 0.5 (veja a Figura 1a) o proximo ponto da busca de acordo com
as Equacdes (11), (12) e (14) € x,1 = 0.5. Observe que a reta secante tem inclinacao
positiva e como se trata de uma fun¢@o unidimensional, podemos dizer que o vetor gradi-
ente dilacional em x;, aponta para a direita. Como a direc@o de busca € contraria a dire¢ao
do vetor gradiente, entdao o ponto x;+; = 0.5 encontra-se a esquerda de x;, = 1.0.

Analogamente, para g, = 2.0 o préximo ponto € z;; = 2.0 localizado a direita
de z; = 1.0, pois a reta secante tem inclinacdo negativa (veja a Figura 1b). Assim, o
ponto z,.1 pode se localizar tanto a direita quanto a esquerda do ponto z;. Observe
também que para g, = 0.5 0 ponto x4, se aproximou do minimo local da funcdo f. E
para ¢, = 2.0 o ponto x1 escapa da bacia de atragcdo do minimo local, e cai na bacia de
atracdo do minimo global dessa fungdo. E a dilatacio ¢z, que define a direcio do vetor
gradiente dilacional e que permite passos grandes ou pequenos nessa direcio. Portanto, ¢
€ o parametro de ajuste fundamental para métodos de otimizacdo que utilizem o conceito
de vetor gradiente dilacional.

(@ g =05 (®) g1 =2.0

Figura 1. Interpretacdo geométrica da derivada de Jackson e da direcao de busca
do algoritmo para a Fung¢ao (15) com z;, = 1.0 e diferentes valores de ¢;.

Nem sempre a dilatagdo leva o ponto atual x; para um novo ponto xj.; de tal
forma que o valor da fun¢do objetivo diminua. Porém permitir valores piores do ponto de



vista da minimizacao da funcdo objetivo pode evitar que a busca fique presa aos minimos
locais do espago de busca viadvel.

A estratégia proposta para o calculo do parametro q é simples: gerar nimeros
aleatérios no intervalo [¢in, Gmaz]- Com isso, a direcdo de busca e o tamanho do passo
podem variar muito de uma iteracdo para a outra. Ou seja, ao longo de toda a execucao
do algoritmo, a dilata¢do exercida por q pode levar o ponto x;; para qualquer lugar do
espaco de busca, sem considerar melhoras ou pioras no valor da funcao objetivo.

Um refinamento dessa idéias foi obtido com a introdu¢do de caracteristicas do
método recozimento simulado [Kirkpatrick et al. 1983] no processo de busca. A cada
iteracdo o parametro q € obtido de forma estocastica. Em seguida, verificamos se a
dilatacdo qixj gera uma melhora no valor da fungdo objetivo. Para isso, calculamos o
novo ponto X1 € fazemos Af = f(xx11) — f(xx). Se Af < 0, aceitamos o novo ponto.
Sendo (A f > 0), a probabilidade do novo ponto ser aceito é dada por exp(—Af/T), em
que 7' € a temperatura. Geramos um nimero aleatério r uniformemente distribuido no
intervalo [0, 1], e se r < exp(—Af/T), entdo o novo ponto é aceito e 7' é reduzido por
meio da relagdo 7' = 71" - 3. No inicio, o parametro de controle 7" possui um valor alto e
a busca assume cardater global, pois todas as configuracdes sdo aceitas, mas a medida que
T é reduzido com taxa [3, as configuracdes indesejaveis sao rejeitadas.

A seguir apresentamos um pseudo-cddigo para o método do gradiente dilacional.

Gere uma solucdo inicial x,

Faga X,neihor = Xo

FacaT' = Tj

Enquanto £ =0, 1, ..., até atingir o critério de parada
Calcule o parametro q; (Equacgdo 13)
Calcule a dire¢do d;, (Equagado 11)
Calcule o passo «aj, (Equagdo 12)
Calcule o novo ponto X1 = X + axdy
Calcule Af = f(xp41) — f(xx)
Se Af <Oour <exp(—Af/T)

Xk = Xp+1
Se f(xk+1) < f(Xmethor)> €NAO Xpneihor = Xkt1
T—T.3

Fim Se

k=k+1

Fim Enquanto

Apresente Xeinor © f(Xmeihor)-

4. Resultados

Consideramos as fungOes teste Ackley, De Jong, Griewangk e Rastringin, para o
caso unidimensional (veja a Figura 2).



(a) Ackley (b) De Jong
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Figura 2. Fungoes Teste - caso unidimensional.

A funcdo Ackley € definida como [Potter and Jong 1994]:

n

15~ o 1 1
— - - — 2mx; 2 : 16
- ;1 x exp (n 5 (2mx )) +20 + exp (16)

i=1

f(x) = —20exp | —0.2

em que n € a dimensdo e —30 < x; < 30. A funcdo De Jong é dada por [Pohlheim 1994]
fx)=> (17)
i=1

em que n € a dimensdo e —5.12 < x; < 5.12. A funcdo Griewangk é definida por
[Potter and Jong 1994]:

n

22
f<x>:1+24060_

=1

HCOS (%) , (18)

em que n € a dimensdao e —600 < x; < 600. E a funcdo Rastringin € dada por
[Potter and Jong 1994]:

f(x) =3.0n+ Z x7 — 3.0cos(27x;), (19)

i=1



em que n € a dimensdo e —5,12 < z; < 5, 12. Para todas essas fungdes o minimo global
€ zero no ponto x = 0.

Foram realizadas 50 execu¢Oes independentes do algoritmo para as fungdes teste
selecionadas com g € [1/2,2], T = 2.5, taxa de redugdo § = 0.9 e 100 mil avalia¢des
da funcao objetivo (NAFO). A Figura 3 ilustra os resultados para os melhores valores da
funcao objetivo versus o nimero de avaliagdes.
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Figura 3. Curvas dos melhores valores da funcao objetivo versus o nimero de
avaliacoes da funcao para diferentes funcoes teste.

A Tabela 1 sumariza os resultados obtidos para cada funcdo teste por meio da
média e do desvio padrdo dos melhores valores de f(x) ao longo de 50 execugdes inde-
pendentes do algoritmo.

Tabela 1. Resultados para as diferentes funcoes teste
Funcdes | Melhor Valor Médio | Desvio Padrao

Ackley 1.7027e-03 1.5059¢e-03
De Jong 2.8464e-08 9.4642¢-08
Griewangk 5.4227e-05 1.0367e-04

Rastringin 2.3751e-06 5.0157e-06




5. Consideracoes Finais

Neste trabalho estendemos o conceito de gradiente, definimos o vetor gradiente
dilacional para funcdes de n varidveis e apresentamos um algoritmo para o método do
gradiente dilacional. Verificamos que a estratégia de escolha aleatéria do parametro ¢
implica em uma busca de cdrater global ao longo das itera¢des do algoritmo. Assim, com
a introdugdo de caracteristicas do método de recozimento simulado foi possivel refinar
esse algoritmo e permitir que a busca assuma um carater global apenas no inicio, pois a
temperatura € alta e muitas configuragdes sdo aceitas, mas a medida que a temperatura
diminui mais pontos sao rejeitados e apenas configuragdes melhores sdo implementadas.

Para as fungdes teste analisadas a aplicagcdo do algoritmo exibe resultados que se
aproximam do minimo global de cada fun¢do, exceto para a fung¢do Ackley que apresentou
a pior precisao encontrada. Esses resultados sdo iniciais mas mostram que o algoritmo
vai de encontro ao minimo global de cada funcdo objetivo e para que a precisao aumente,
estratégias mais sofisticadas para o célculo de ¢ devem ser elaboradas.

Como vimos, para determinados valores do parametro ¢ um ponto localizado na
bacia de atracao de um minimo local pode dar um passo grande e escapar desse minimo.
E a dilatacdio exercida por esse parimetro que define a diregio de busca e também permite
passos grandes ou pequenos nessa direcdo. Portanto, g é o parametro de ajuste fundamen-
tal para métodos de otimizacao baseados no conceito de vetor gradiente dilacional.
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