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1. ENERGIA E MOMENTO DE ONDAS

Quer-se determinar a energia
ondas eletromagneticas num meio dispersivo
descrita pelas equacoes de Maxwell

- >
vxE+B=0,

-+ > > >
_ 2 - . .
v xB -E/c uo(J i+ Jext) ;

associada a propagacao de
. A evolucdao de tais ondas e

A energia da onda pode ser calculada a partir do traba

Tho realizado, pela fonte externa, no processo adiabatico de excitagao

da onda desde o passado remoto

t - -
——— 3 1 3
W(t) = d3 r dt’ J . - E -

-0

Pelo teorema de Poynting

ES - > >

¢ U +dey) - E 5

{
+
<
w
1]

>

onde U_. e a densidade de energia do campo e Sc e o vetor de Poynting

= 2 2

UC = eOE /2 + B /2uo .

- > -

SC =E x B/uO :
Portanto,

t R o - t - >
W(t) = | d3 r dt' (U, +J . E) + dt'Qd2r . S_ .

-0 00



Supondo que nao ha fluxo de energia atraves da  superfi
cie limitante, isto e, que o sistema esta isolado, exceto pela  fonte
externa j, ;. @ integral de superficie e nula

> -

t
W(t) = [ 3 r (U, + I dt' j . E) .

=00

Para uma resposta linear e causal, pode-se escrever

& & -1 t _ > > >
i(r, t) =V d3 r! dt' o(r, r'; t, t') . E(r', t') ,

-c0

indicando que a corrente e gradualmente induzida no sistema, devido a
evolucao do campo eletrico, a partir do estado nao perturbado em
t = -=. Supondo, mais ainda, que o estado nao perturbado tem simetria
translacional no espaco e no tempo, isto e, que as caracteristicas di
namicas do meio independem da origem do espaco e do tempo, tem-se

+ > >

o(r, Py t, t') =o(r-r';t-t")

As variaveis de campo podem entao ser representadas pe
las transformadas de Fourier

~

> > -1 “ > > -+ >
E(k, w) =V d3 r dt E(r, t) exp[ - i(k . r -wt) ],

-0

e [M[dmaz,w)expm:.t-m,
(2m)*™ "

onde o volume V do sistema foi introduzido por conveniencia. A  condi
cao de causalidade impoem a localizacao do contorno de Bromw1ch no
semiplano w superior, acima de todas as singularidades de E( s W)



Ainda como decorrencia da causalidade, pode-se definir a
transformada de Fourier unilateral no tempo

>

o(k; w) = v [ d3 r J dt ;(?; t) exp[ - i(E .r-wt) ],

o]

donde resulta

> > > >

j(k, w) = o(k; w) . E(k, w) .

A diada de resposta dieletrica e definida em termos da
condutividade por

onde I & a diada unidade e ; a suscetibilidade. 0 sistema completo de
equacoes de Maxwell pode entao ser escrito na forma

> - e
kXE-wB=0,

> > - > >
kXB+wK.E/C2=-'injext,
> >

k .B=0 ,

e

= >
k-K.E=-1pEXt/EO °

e a expressao da energia fica

e V2

N(t)=0 Jdak{ de dw'EXp[-'i(m-l-w')t]X
{2 B B'




> > > >

W/ : E(k, w) E(-ks »")

+
E

><
w e +

w+w

Utilizando-se a lei de Faraday e simetrizando com respei
to a k e y, esta expressao pode ser escrita como

W(t) : Jdak{ de dw' exp[-‘i(w-w')t]x
B B

- -+
= 2,2 <= % Fles o TR, o ot + >
X {HkC 1+ oxtksw) - x(kiw) }:Ew,m)Eﬂk,d),

onde foram empregadas as propriedades

> >

E* (ks w) = E(~ks -w)

> s

o*(k; w) =

|
al
—_—
|
P
e
1
e
S
-

> > > >

>
que decorrem da realidade de E(r, t), j(r, t) e, portanto, o(r; t). A
diada projetora sobre o plano transversal e definida por

It =1 - kk,

> >

onde k = k/|k| indica a direcao do vetor de onda, e a dada adjunta da
suscetibilidade e definida por

- o >

$Hks w) = X0 (ks w) = x(-ks -w) ,

onde o indice superior t indica transposicao. Para condicoes de contor
no periodicas num volume finito V, adota-se o somatorio

V| d3 Kk/(2m)3 -

3

)
K



podendo a densidade de energia ser exprimida como

2(2r)? ¢
= o = M 4 -
x| T+X T ex(se) me K (ksw') | . E () B
w w - o' r E

A diada suscetibilidade pode ser decomposta em suas
tes Hermiciana e anti-Hermiciana, conforme as definigoes

;h = (; + ;T)/Z s
Xy = (x - XN/,
obtendo-se

dw [ dw' exp[ - i(w - w') t ] x

B
- - _ ->
= 2.2 = w xp(ks w) = w' X (ks ')
X + k“c I, + h h +
0 t '
W w = W
_ > -
0 Xg(ks w) + o' xlks w') | > >
+ i , E_(6) E*(u')
w = w |'(

par

Agora, considere-se uma excitacao quase-monocromatica;
-

neste caso a transformada Eﬁ(w) apresenta um pico estreito

na



frequencia W da portadora. Escrevendo w = w ot se w' = W+ §', e
expandindo a suscetibilidade como

w x(k; w) T w ;(k; mo) + 6[ 3 W ;(k; w) ] 5

© B w

obtem-se
€o
u(t) = ; ) duw do' exp[ - i(w - w') t] x
2(2m) E B B!
— k2 9 = -> 12(_;_] — ->
X e [—m 2 (ks 0) ] P (ks ) +
wiw aw o w =-w
w+ w' - Zwo _ > > -
+ i —w x.(k; w) E (w) EX(w')
w - w dw a N E ﬁ

As integrais sobre as frequencias podem ser calculadas,
sem maiores problemas, atraves de deformagoes convenientes dos contor
nos de Bromwich. Os resultados sao os seguintes

L { du J do' exp[ - i(w - w') t] E (0) EX(w') = E_(t) EX(t),
(2m)2 g g k K K K
] .l . -> -
w w' — - (e - E (o) E*(u') =
(2m)2 [B d JB' d o exp[ - i( ) t] E( ) T<>( )

k

-0 =00

t t
-> -
- J dt' E_(t') { dt" E%(t") ,



yw Y
E—
n

L [ dw J dg' — exp[ - i(w - w') t] E+(w)
(27)2 B B! w = w' kK

Devido a hipotese de quase-monocromaticidade, a ultima
integral e aproximadamente nula (o termo entre colchetes fornece a ta
xa de variacdo lenta do campo). Se esta contribuicao for desprezada, a
expressao da densidade de energia fica

- = t - -
+ 20 xy(ks w ) dt' Ei(t') EE(t')



0 ultimo termo, proporcional a parte anti-Hermiciana da

dada suscetibilidade, representa a dissipacao ou absorcao de energia

pelo meio (excitacoes reais). Os demais termos correspondem as densida

des de energia eletrica, energia magnetica e energia cinetica associa
da ao movimento ondulatorio coerente das particulas (excitacgoes vir

tuais).

Quando as perdas sao despreziveis, isto e, ;a =0, a den
sidade de energia da onda, na representacao de Fourier, & dada simples

mente por
o
u(t) = . ¥ dw de' exp[ - i(w - w') t ] x
2(2m)% ¢ o g
- k2 o = a = - s - l
X { I + c| It + [— w Xh(k; w) ] } E+(w-) E:(w )
Ww 3w 0 k k

Neste caso, as variaveis de campo podem ser
das por series de Fourier da forma

>
E_cos(k . r - mct),

a que correspondem os espectros monocromaticos do tipo

-

E (w) = ) E+ [ 6, L 8(w-w)+s
k o K k, k' =

representa

e a densidade de energia fica especificada por sua media temporal




Se a frequencia de excitagao w_ for igual a irequéncia
w, de um dos modos de oscilacao do sistema, isto e, wp = mﬁ(k) e solu
cao da equagdo de dispersdo, a energia media associada a este modo e
dada por

€
< ==
U+

o - = = 3 _ > = =

N 2 - L o 5 .

: \ kk + 21, + (n 1) I + W xh(k, w) +E E ,
>

onde n” = kzcz/mé . Nesta expressao, os dois primeiros termos corres
pondem a energia do vacuo e os termos seguintes a energia de polariza
cao do meio material. Esta expressdo e atribuida a M. von Laue, fican

do reduzida, para o caso de ondas longitudinais, a

o
k 4 W K

€ 5 = R
<U >= — w K, (ks ©) | B | -
4

5
k
Considere-se, agora, o momento linear total que a fonte

externa confere ao meio, durante o processo de excitacao da onda; este
momento e calculado por

- t > > -
= - 3 ! i
P(t) 3 r | dt' (pgyy E + Jopp X B)

=00

Usando-se as leis de Ampere e de Gauss
> s - >
= Efc? = 4
VvXxB E/c UD(J + Jext) ’

V.E=(p+ pext)/so ’

obtem-se
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> - -+

t .
> -
= J d3 r I dt’ (GC +U LT o+ oE+ ] X B) ,

- >
SC/c2 e a densidade de momento linear do campo eletromagne

c @ diada de tensoes de Maxwell

ot

-

O

o

(1]
—iu

- .|= -> > .l .l= e i
T =¢ |- TE2-EE|+— |- IB2-BB
&3 0
2 u 2
o
Portanto,

t t
> -+ -+ -»> -+ - =
P(t)=Jd3r GC+J dt' (pE + j x B) +J dt'#}dzr.Tc

Para um sistema isolado a integral de superficie e nula,
ficando a densidade de momento linear definida por

E(t) =1 ) J dw [ de' exp[ - i(w - w') t] x
(2“)2 'k’ B B!
. o (6) EX(w') + () X BA(u") |
] (o) X BXW!) + 1 kR K =
? k wo-w'

As densidades intrinsecas de carga e de corrente sao da
das, no regime linear, por



ge)
—

£
—

1l

s,
L~
E
~—
1}

=TT =

e e >

- ek w(ks w) . E_E(m) ,

- iw soi(k; w) . Eﬁ(m) .

Assim, usando a lei de Faraday e a igualdade

> >

-
x (k x E*) = k

>l
m
m
*
I
e
>
m
m
*

= = =t - i >
L. ] 1+ x(ks @) - x (ks ml} E_(0) E*(w") -
w w' w - w' k K
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Supondo que as perdas do meio sao despreziveis, isto

e,

que a diada suscetibilidade e auto-adjunta, e utilizando-se novamente

a expansao quase-monocromatica, obtém-se

t
(kI-1K):ReE(t) J dt' EX(t') +
K K

+ K [ﬁ_ xp (ks m)] i E(t) EX(t)
i du K

K

o]

0 valor medio no tempo da densidade de momento Tinear,

para variacoes sinusoidais do campo, fica reduzido a

k

~ ¥
— ||
1
— |
RS -l R

= €
<G>=_0
2

. -+ > >
= xn(ks w) : E_E
59 D . kK K

=~} 1
£

Q

Para um modo do sistema, pode-se escrever

. £ - = = L - = = .
<6 >=2|lki-10)+ =V (k1-Tk)+
-)-
k 2 o c
E > - >
+= | = xplks w) E.E
2 | 2w " L RR
K

onde o primeiro termo corresponde a densidade de momento do vacuo.
ra ondas longitudinais, esta expressao fornece o resultado
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- l':o_)h 0 i i ?
<G>=—k——xh(k;w) IET{l

auw

Resta considerar o momento angular total conferido ao
meio durante a excitacao da onda; para isso e preciso calcular as inte
grais

-> t -+ = - >
J(t) = - | & r | dt' rx(pgq E+ Jayg X B) =

-—00

t -> > > >
=| d3r dt' rx (G + v . T +pE+jxB).

-00

A densidade de momento angular do campo eletromagnetico
e definida por

B - -
LC =r X Gc 5

e para a diada de tensao pode-se escrever

B > =

rxv. TC =y .rxT

onde o ndice inferior x indica o vetor da diada. A diada de tensao ele
tromagnetica e simetrica (TE = T.). portanto,

o = >
rxv. TC =V . r X

— 1l

c

-1l

— ->
Definindo-se o fluxo de momento angular Mc =r X
expressao do momento angular total fica

C!
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> > t > > + >
J(t) = | d3r | L.+ dt' r x (pE + j x B) | +

Novamente, a integral de superficie e nula se o sistema
for isolado. Introduzindo o potencial vetor atraves de

>

-
B=vxA,.

e usando a sequencia de igualdades

- > - ES - -
d3rrx (ExB)=|d3rrx [Ex (vxA)]=

+

- > -+

=[d3r[-Vx(:E.A)—(rva).A-

> - - >

> > >
-V . (ErxA)+rxAv.E+ExA] =
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resulta para o momento angular a expressao

3o - J i+ 1) s

onde
> - - t - >
Ls =€, ExA+ dt' j x A,
> -> -> > - -+ >
Lo=e, [-(rxvE) .A+rxAv.E]+
t - - + > - > -+ -
+ dt' [pr xE - (rxvj) . A+r xAv . j]

A primeira das definicoes acima corresponde a densidade
de momento angular intrinseco (spin) da onda e, a segunda definicao, a
densidade de momento angular orbital. 0 valor do momento angular  orbi
tal total depende da escolha da origem e, para um sistema com simetria
de translagcao no espacgoeno tempo, tem media temporal nula.

Na representacao de Fourier, a expressao do momento an
gular intrinseco total fica

- v .
J_(t) = Y [ dw J do' exp[ - i(w - w') t] x
S 2m?® ¢ Jg g
- B i3, (w) x A3(w")
k k
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onde
,j_E(w) = - maoi(k; w) Eﬁ(w) .

A conservacao de energia resulta da simetria de transla
cao no tempo e a conservacao de momento linear da simetria de transla
cao no espaco; estas duas condigoes de conservagao sao automaticamente
satisfeitas ao ser definida a transformada ;(E; w). Entretanto, para as
segurar a conservacao de momento angular e preciso fazer hipoteses adi
cionais quanto a forma da resposta do sistema. Especificamente, o siste
ma deve ter simetria rotacional, isto e, ; deve ser diagonal na  repre
sentagao

e T* e a diada unidade no plano perpendicular ao eixo de simetria z (a
helicidade A assume os valores + 1). Os operadores fk sao os projetores

(idempotentes e Hermicianos) das componentes circularmente polarizadas
de um vetor, pois

=il
.
—il
1
|l
(=]

A A! A At ?
Z. IA =0,

=+_:

IA N Ik

Estes projetores sao construidos a partir de vetores
unitarios circularmente polarizados conforme
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- & Ak
e e U

— |l

onde e, e e* satisfazem as condigoes

A A
er . e =8,
z.6e =0
A partir de um sistema cartesiano (;, 7 x ;, E), pode-se
escrever

;A = (e +in z x ;)/J7? ,

de modo que

. - -

e, x ef, TA8,,0 2
zxe =-1kie .

Assim, o vetor campo eletrico e dado em termos de suas
componentes circularmente polarizadas e axial por

+ - — + -— -
E=() IA +2z) .E= ) E, e, +Euz ,
A A
onde
E,=ef . E=(E//2) e,
- ->
E.=2z .E .

>
A componente E, do campo no plano perpendicular ao eixo

de simetria z forma um angulo & com o vetor unitario e.

Portanto, se o sistema tem simetria rotacional, a susce
tibilidade tem a forma
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=_: =_ ﬂ*
x=1l .3x.1= ; X, € € tx, 2Z »

onde

- -

BY « X+ €1 T Xy Sy s

e* Y .z72=27.5%.e. =

e . x-Z2=2Z.x-.8 0,

Estas condicoes indicam que o meio suporta modos circu
larmente polarizados. Alem disso, a condigao de simetria para uma rota
cao em torno de z requer o paralelismo do vetor de onda com o eixo de
simetria, isto e,

PSR-

Assim,
J_E(m) = - imeo[§ x)\(k; w) Ek}\(m) E)\ + )("(k; w) Ek’"(m) Z} "
500 % R = = e, [ T3 3065 0) By o) Ay ) 2 -

- 1A (ks w) B (u) A (') e, -

- ) A ky w) E w) A* (i *
2k o) By () Al (e) & |

Agora, o campo eletrico e dado em termos dos potenciais

Ef((w) = =i —IZ qb_lz(w) + i w K_E(m) .
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Se for adotado o jugo de Lorentz

e >

w) =c2k .A (0)/w,
¢ﬁ( ) =c TE( )/

resulta, com k = kz ,
wEkA(m) = 1m2Akl(w) 5
UJEk "(M) = 'i(u)2 - k2C2) Ak "(UJ)

Algumas observacoes sao necessarias neste ponto. A defi
nigcao do momento angular intrinseco envolve o potencial vetor K depen
dendo, aparentemente, da escolha do jugo. Entretanto, as componentes
longitudinais e transversais de E nao sao acopladas pelo meio material
em consideracao, pertencendo a modos diversos (de acordo com a forma
assumida para a suscetibilidade). Assim sendo, ao ser calculada a media
temporal de js’ as contribuicoes de E x E e 3 X K que envolvem componen
tes+d1ferentes se anulam. A conclusao e que somente a parte transversal
de A esta associado um momento angular intrinseco que e conservado (a
parte longitudinal nao contribui para < 35 >), e esta parte do poten
cial vetor e independente do jugo. Portanto, pode-se simplificar o res
tante do desenvolvimento limitando, desde ja, a discussao aos modos
transversais, isto e, escrevendo

-+

jr(m) X A%(m') = - duZe_ 2 § A (ks w) A, (u) AR, (u')

Apos simetrizacao, a densidade de momento angular in
trinseco fica

L (t) = 2 ) AJ de do' exp[ - i(w - ') t] x
kA B B!



+

2 . ~
W XA(k’ M)

w2
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xy(ks ')

w

Supondo perdas despreziveis (x¥

monocromatica, obtem-se

_m‘

[ Im A, (t) ———

NORNCR

X XA) e excitagao quase

3 A¥

 (t)

+
ot

L(t)=¢ z § A
s(t) = & 2 Q;
+ :]2- [ ai w2 Xl(k; w) ] Ak)\(t) Ai’z?\(t) :\ .

o]

Se o meio nao suporta modos circularmente polarizados, os
termos envolvendo acoplamento entre componentes resultam em
coes semelhantes aos termos de perdas associados a parte anti-Hermicia
na de x, isto e, dependem de toda a evolucao passada da onda

sao, nao ha conservacao de momento angular).

Considere-se uma onda circularmente polarizada com varia
cao sinusoidal do tipo (a onda de helicidade positiva corresponde

A=1)

Az, t) = E
Akl(m) = 2 'JTkZI Akll [
Aa(®) = é; :

Ay [ecos (kz -w,t) - Az x e sen (kz - w,t) ]

-

el Gk,kl 6(m - wo) + e; Sk,'kl 5(& + mo)

contribui

(conclu

a

]
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A media temporal fornece

v EOZ ] 3 2 2
<]_s>= ZA w. + — —mxl(k;w) Akk’
A
0

ficando o spin de um modo de helicidade A» definido por (EEA = mi Aﬁh)

<lyp>=—— r|1+ ] [ 2 w2 X, (K3 w) } E2
K Lo k

onde o primeiro termo e o spin do vacuo.

Introduzindo-se o numero de ocupagao

2
N = o K
K 2w+

k

as expressoes da energia e do momento linear de uma onda

podem ser es
critas na forma

24+1 T kk 138 = Eor
<U >=N_4 |2 I, + 2 4 1| 2 3 (ks w) EE,
ROk Kk| o2 ot 2[aw " N
K
- TR A il
<G >=N_k KI - Tk + k — | — x.(k; w) «+E E .
k k ? Bmh kK K

Para uma onda circularmente polarizada de helicidade 1,
a energia, o momento linear e o spin sao dados por
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2+ 1
R O +—[ika(k;w)] ;

P - 1 3
< LS,kA > = Nkk Az | 1+ E——-[ 2 2 Xl(k; w) ] »
UJk oW k

que fornecem imediatamente o resultado para fotons

<Ug > =Ny o

< GkA > = Nkk L7

v

s,kxn 7 * Nkh iz

Observe-se que um modo circularmente polarizado satis
faz a relacao de dispersao

n2=]+XA’

0 que permite escrever as expressoes do momento Tinear e do spin em
termos da energia, para tais modos, como

-

i =1
<GkA>=Nk;\kz[(NkAwk) <Uk)\>-(n2-1)],
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2. APLICACAO AS ONDAS EM PLASMAS FRIOS

As expressoes para a energia e o momento serao aplica
das, nesta segao, aos modos de propagacao em plasmas frios num campo
magnetico. A frequencia de plasma para a especie componente de carga q
sera denotada por

1/
- 2 2
uy (nq q /mq eo) s

e a girofrequencia por
-

->
Q = -qB/m .
q q B/mg

As autofrequencias para modos longitudinais sio calcula
das a partir de relacoes de dispersao da forma

. k=0,

~
-~

n

e, para modos eletromagneticos, a partir do determinante

As formas apropriadas da suscetibilidade estao listadas,
abaixo, para cada um dos modos do plasma frio. Em geral, o plasma e
considerado neutro, de modo que

para uma soma sobre componentes.
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2.1. PROPAGACAO PARALELA A0 CAMPO MAGNETICO (k. = 0)

2.1.1. OSCILACOES LONGITUDINAIS DE LANGMUIR

Estas oscilacoes sao descritas pela suscetibilidade

w2
= =P
Xy s
w2
onde ws = mé + w% g mé . A relagao de dispersao e simplesmente
2 o 2
w mp 5

2.1.2. ONDAS TRANSVERSAIS CIRCULARMENTE POLARIZADAS

A forma apropriada da suscetibilidade e

Para um plasma neutro de duas componentes, esta expres
sao fornece



= P5 _

2
_ P
XA"_ s
(w + Aﬂe)(w + Aﬂi)

a partir da qual se podem calcular as frequencias de corte (XA ==-1)
¥
Q.+ Q. 4(w2 - Q.Q.) 2
o, = e i 1+ p e - -
2 (o, + 0;)2
1
Qe 4 2 /2
= — ]+_‘E - A ’
2
2 Qg
e as frequencias de ressonancia %, € | 25 |. A ressonancia ciclotronica

dos eletrons ocorre para modos de helicidade negativa e a  ressonancia
dos Tons para helicidade positiva (observe-se que, de acordo com a defini
cao adotada para a girofrequencia, 2, > 0 e, <0).

Os modos descritos pela suscetibilidade acima recebem di
ferentes denominagoes conforme a faixa de frequencias considerada.

i) Ondas eletron - ciclotronicas (w? >> 2%)

w2
Xec :
w(w + A2,)

A relacao de dispersao e




= Pf -

tendo por frequencias de corte as frequencias w, calculadas acima, e

ressonancia, para modos de helicidade negativa,lna girofrequencia  dos
eletrons. 0 modo ressonante (A = - 1) propaga-se para frequencias aci
ma de w_, ou abaixo de Qg 0 modo nao ressonante (A = + 1) somente se
propaga para frequéncias acima de W, , (enquanto nao for incluido o movi

mento dos jons).

A energia, o momento linear e o spin sao dados por

, Aﬂe/Z
< U >E‘C = Nec u)k 1 + (n - ]) —-:-—-;;2-— N
“k e
+ w, + AR /2
= k ¢
= - 2o = YL e
<G - NeC k2| 1=-(n 1) . 5
Wk [
> N melz
< LS o = Nec Az | 1+ (n 1)
wk + AQe

i1) Helicons ou assobios (0% << w? << 22)

2
= 2
Xh
wﬂe
A relacao de dispersao e (wé >> né)
k2 c?
wk = Qe s ’
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correspondendo ao modo eletron - ciclotronico de helicidade negativa no
regime de frequenciasmuitomenores que a girofrequéncia dos eletrons.

A energia, o momento linear e o spin de um helicon sao
dados por

2 -
< U 2™ Nh mk[ 1L 1 ] .

A
[P IS
\'a
=
n
=
~
N}
F—————
—_
]
=
N
]
—
| S —

iii) Ondas Jon - ciclotronicas (w2 < 2%)

Nesta faixa de frequencias o movimento dos Fons torna-se
importante, sendo a suscetibilidade dada por

w~2
= p
Me - o (0 + 2;)
et® T
A relagao de dispersao e
ke 2 2
n e _I _ (.Up ,
wﬁ g () + 25)

descrevendo um modo que se propaga para frequencias abaixo da  frequen
cia de ressonancia | 2 | (corresponde ao modo de helicidade positiva
que volta a se propagar devido a inclusdo do movimento dos Tons).



= Bf =

A energia, o momento linear e o spin sao dados por

m+29,i
< U >. = N. w “{+(n2'])——”—'—""_ )
ic ic Tk 2( + Qi)
<G> =N, kz|1- (n2 - 1) —2 >
1C 1€ n 2(m + Qi)
: Zs ic = Nic z |1+ (n2-1) i (A =+1)
2(w + Q)

iv) Ondas de Alfven (w? << %) .

A suscetibilidade para estas ondas e

2

om—B ¢
a 2
Re | L | VA

onde VA = B/V W, e a velocidade de Alfven, e a relacao de dispersao
fica

O Va

u (1 + Vi/Cz)llz

Neste 1imite de baixa frequencia as ondas de helicidade
positiva e negativa tem a mesma velocidade de propagacao e a onda de
Alfven resulta linearmente polarizada. A energia e o momento linear sao
dados por
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A
e
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A Fig. 1 mostra o diagrama de dispersao para os modos
que se propagam paralelamente ao campo magnetico.

2.2. PROPAGACAD PERPENDICULAR AO CAMPO MAGNETICO (k, = 0)

2.2.1. MODO TRANSVERSAL ORDINARIO

2
w
- q
X, = = L —
(o] q mz
A relacao de dispersao e
k2 c2 2
SR 3] = “p i
(1.)_2} |’JJ_2)_
k k

descrevendo uma onda Tinearmente polarizada na direcao do campo magneti
co que, para frequencias muito acima da frequéencia de plasma, se reduz
a uma onda eletromagnetica no vacuo (foton). A frequencia de corte para
este modo e a frequencia de plasma, e a energia e o momento linear sio
dados por

<U>0=N0w .
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2.2.2. MODO EXTRAORDINARIO

Este e um modo que tem componentes longitudinal e trans
versal, e polarizacao eliptica no plano perpendicular ao campo magneti

=4 - - - -
E =E k+E_zxk (k 1 2)

E =cos 8k +senozxk

A suscetibilidade tem a forma

X, = (S = 1) (kk + zz ¥ kk) + iD(z x kk - kz x k) ,

onde
W2
S=1-1 51—,
-9
w2
q Q
D=-7 9
q‘wz-Qa w
A partir da equacao de onda
= - e
(- n? I, +K) . E (w) =0 ,

obtem-se a razao entre polarizacoes
Ep ¢(©)/E, p®) = = i S(w)/D(w)
e a relacao de dispersao

n? = (S2 - DZ)/S )
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que pode ser escrita como

=1

ki c2 w2 w2
=1+ |1-7 d 1 -3 d %
w? q w2 - g2 q o (v, -92)
K a) | K k9
2
w
x[1 -]} 9
q w]{(wﬁ + szq)

A energia e o momento do modo extraordinario sao
por

2 .
<U> =N, w 1 4+2 sen? § - — cos? 6 + 1138 w(S -
X =
k 2 2 w
-+ . - - -
<G> =N k| k- (cos 8 k + sen 8 z x k) cos 8 +
~ WP
P e T IR L .
2 3w 5
k
onde

tan 6 = E, p/E, ¢ = S(w,)/D(w,) .
k k

(o d
-
oy
=
-
ko

Na obtencao dessa razao entre amplitudes foram
das as relagoes

S(- w) = S(w) »

dados

utiliza
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Para um plasma neutro, com duas componentes, tem-se

2 2
wp(m + Qeﬂi)

(w2 - 82) (0 - 03)

. ww%(ﬂe + Q)

(w2 - 2) (w? - 0f)

e, para a relacao de dispersao,

2032 - 2
ki R wp(mﬁ uy + Qeﬂi)
= 1 -
w2 (w2 - @2) (w2 - %) - w2(w? + Q_R.)
t v e T i p e

A partir dessa equacao calculam-se as frequencias de cor
te

2 1/

que sao aproximadamente iguais as frequencias de corte, w,, para os mo
dos ciclotronicos. As frequencias de ressonancia sao calculadas a par
tir de
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2 = . = w2
(w? - 02) (w? - Q%) wp(m +Q.0;) ,

sendo dadas aproximadamente por

N
n

2 402 4o HE = D
Ll.‘lp Qe +ﬂ,_| mhs .

w? = | 2l | (wé + | 64 I)/(mé + ng +/ﬂ?) = m%i .

e chamadas frequencias hibrida superior e hibrida inferior. 0 modo ex
traordinario propaga-se para frequéncias acima da frequencia de corte
w_, e na faixa entre a frequencia hibrida superior e a frequencia de
corte 0y, - Abaixo da frequencia hibrida inferior tambem ocorre propa
gacao com a participacao dos Tons.

0 modo extraordinario combina as oscilacoes ciclotroni
cas com as oscilacoes devidas a distribuicdo espacial de carga, porem,
nos limites, para frequencias muito altas ou muito baixas, reduz-se a
ondas puramente transversais ou puramente longitudinais. Assim, para
w? + = a relacao de dispersao fica

2R
ki ¢ (,u2
L e
=2y -2
w2 w?
[ K
descrevendo uma onda transversal Tinearmente polarizada. No lTimite

w2 << Q% , tem-se

Z g
kJ_ C 0.)2 2
=1+ =1 +5 |
2 2
MF ] 624 | Vi

Essa onda de baixa frequencia € longitudinal, 1linearmen
te polarizada, e recebe a denominacao onda magneto-acustica, ou compres
sional de Alfven.
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Em geral, a relacao de dispersao para o modo extraordina
rio pode ser escrita em termos das frequencias de corte e de  ressonan
cia como

g 2 (w2 - w2 ) (02 - w2)

k. c ) t -1 T +1
2 2 _ .2 _ 2 ’

m_I<> (mﬁ whs) (w% whi)

com duas faixas distintas de frequencias.

i) Modo hibrido superior (w? >> w?.)

mz.
il
w2 - Qe
2
pz. _ple
2 _ 2
w(w Re)
A relacao de dispersao
ki ¢ ) 13 P T e
w

m%(w% - wﬁs

descreve um modo do qual so participam os eletrons. 0 angulo 6 utiliza
do no calculo da energia e do momento linear & dado por

w(w?= wd)

2
mpﬂe
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i1) Modo hibrido inferior (w? = whi)

2 (2 2 2 o 2
e Lop(m + ﬂeﬂi) i “’hs(“’hi w*)

2(02 . 2 2102 o 42

ne(szi w?) Qe(Q_i w?)

“"”;(Qe "'ﬂ-i)

D= 2(02 2
Qe(Q_i - w?)
A relacao de dispersao
2002 - 2 2 . p2
K2t ety mwl) (57 - D)
N 2 (2. - y2) ’

inclui o movimento dos ons e, para w? << % , corresponde ao modo com
pressional de Alfven.

0 angulo & e dado por

A Fig. 2 mostra o diagrama de dispersao para os modos
que se propagam perpendicularmente ao campo magnetico.
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(k,=0)

w/ky=V, /(1 +V2/c?)?

Figura 1
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w/k=V, /(14 V2 /c?)2

EXTRA ORDINARIO (HI)

# _— COMPRESSIONAL DE ALFVEN

Figura 2
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