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RESUMO

Sao apresentadas as equacoes apropriadas a descricao de
sistemas de particulas carregadas em equilibrio, com simetria  rotacio
nal, num campo magnetico externo. E dada enfase especial a classe de
equilibrios diamagnéticos do tipo rotor rigido. As solugdes uni e bidi
mensionais, destas_equacoes, sao examinadas, considerando-se aneis ioni
cos em estado isotermico e em estado adiabatico.

ABSTRACT

The equations which describe the azimuthally symmetric
equilibrium of a system of charged particles in an external magnetic
field are studied. In particular, attention is focused on the rigid-
rotor type of diamagnetic equilibrium. The solutions of these equations
are discussed, in one and two dimensions, for ion rings in isothermal
and in adiabatic equilibrium states,
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ABSTRACT

The equations which describe the azimuthally symmetric
equilibrium of a system of charged particles in an extermal magnetic
field are studied. In particular, attention is focused on the rigid-
-rotor type of diamagnetic equilibrium. The solutions of these equations
are discussed, in one and two dimensions, for ion rings in isothermal

and in adiabatic equilibrium states.
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1. INTRODUCAO

0 estudo do equilibrio, de aneis intensos de particulas
carregadas, tem interesse no desenvolvimento de tecnicas para o confina
mento magnetico de plasmas quentes e para a aceleracao coletiva de Tons.T
0 presente trabalho trata, em particular, do equilibrio de aneis ionicos
caracterizados por fortes efeitos diamagneticos, capazes de produzir re
versao do campo magnetico aplicado externamente. Tais aneis oferecem al
ternativas interessantes na realizacao de um reator de fusao, pois produ
zem, de acordo com o conceito astron,2 configuragoes magneticas favora

veis ao confinamento de plasmas termonucleares.

Na secao 2 e feito um sumario das definicoes e equagoes
utilizadas na descricao microscopica (equacoes de Vlasov-Maxwell) do e
quilibrio de sistemas com simetria rotacional. Estas equagoes sao parti
cularizadas, na secao 3, ao estudo da classe de equilibrios descritos
por fungoes de distribuicao do tipo rotor rigido, com confinamento axial
(aneis propriamente ditos). Verifica-se, enon, que somente duas equacoes
macroscopicas, a de Ampere e a do equilibrio de forgas, resultam nao
triviais para a determinacao das solugoes de equilibrio, havendo comple
ta liberdade na escolha da equacao de estado para o gas de particulas,
equagao esta que completa o sistema. Esta indeterminacao e tipica da
descrigao de Vlasov, que admite, em geral, muitas solucoes de equilibrio
para uma dada configuracao de campo.

Para que se possa proceder a solugao do problema, & supos
to que o anel de particulas tem seu estado descrito pela equacao adiaba
tica P=nY, com a constante adiabatica assumindo valores compreendidos
na faixa 1 < y ¢ 2. E dada enfase especial ao caso isotermico (y=1) e

aos sistemas formados por particulas com tres (y= 5/3) e dois (y=2) graus
de 1iberdade.

As solugoes de equilibrio unidimensional sao examinadas na
secao 4, sendo o problema bidimensional tratado na secao 5. Na discussao
do problema em duas dimensoes, mostra-se a grande liberdade que ha na es
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colha da superficie limite de aneis em equilibrio adiabatico, isto & co
mo € possivel determinar a distribuicao de densidade, que satisfaz as
condigoes de equilibrio, para qualquer forma do catodo. Chama-se a aten
gao para o modelo descrito pelo coeficiente adiabatico y = 2, que re
sulta num problema inteiramente Tinear.

2. DESCRICAO DE VLASOV-MAXWELL

Considere-se a classe de equilibrios que apresentam sime
tria azimutal, isto e, que satisfazem a condigao 3/30 = 0, onde (r,8,z)
constitui um sistema de coordenadas cilindricas. 0 teorema de Jeans per
mite escrever a forma geral da funcao de distribuicao, que descreve o
equilibrio de cada especie componente, q, de sistemas deste tipo, como
r

f’

o Fe V) = F, (05 Pyy Pole

q

No limite nao relativistico, o Hamiltoniano e as componen
tes © e z do momento canonico sao dados por

H=mv2/2+q ¢(r.z) + g o,.(r.2),

O
i

r[ mvy +qA(r.z) + g Ay ext(T2) 1 s

0
It

mv, + g Az(r,z) + qA AR

z,ext(

Incluiu-se a dependencia no momento canonico P » entretan
to, sua invariancia somente & assegurada com a condicao ad1c1ona1 3/3 ;=
=0 (invariancia para uma translacao ao longo do eixo de simetria).

A densidade de carga e a densidade de corrente intrinse
cas podem ser calculadas, em termos dos potenciais ¢ e K, a partir das
fungoes de distribuicao fq e, entao, substituidas nas equacoes de

Maxwell para os potenciais



V2 = - o/es
(v2-r-2) Ae = - plgs
V2R, = - ugd,s

onde

_ 3
i, =) 9 fq ¥z &V
q b
2
v2 = 1 2 P 2 4 37 s d3y = dvr dve dvZ
r ar ar az?

0 campo elétrico e a densidade de fluxo magnetico sao cal
culados por

06 _ _ 9¢
E, = -3¢ : E, =-2 ,
" ar £ 9z
i aAe aAz
Br_"_ Y Be--_"— s
5z ar
5 o1 arA,
o p ap

As equacoes de Maxwell, acima, envolvem apenas as contri
buigoes intrinsecas dos campos elétrico e magnetico. A estas devem
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somar-se as contribuicOes externas; so assim ficam especificadas as cons
tantes do movimento das particulas. As equagOes para os potenciais  for
mam, em geral, um sistema de equagoes diferenciais parciais, nao Tlinea
res e acopladas. Podem-se introduzir algumas hipoteses simplificadoras
que permitem reduzir o numero de variaveis (nas secoes seguintes sera
utilizada a aproximagao (i) abaixo):

i) Se o sistema for eletricamente neutro, tem-se p=0. Isto ocorre,
. - - .
por exemplo, quando o feixe ou anel de particulas esta imerso
num plasma de fundo que pode suprir as cargas neutralizantes.
Se, alem disso, nao houver nenhum campo eletrico externo aplica
do, o potencial eletrostatico total € nulo.

i1) A aproximagao nao-diamagnetica consiste em desprezar o  campo
magnetico intrinseco do sistema de particulas, em comparagao
com o campo magnetico externo. Isto pode resultar da neutraliza
cao magnetica pelo plasma de fundo, no qual circulam correntes
que se opoem a corrente associada ao feixe ou anel de particu
las. Assim, no equi]Tbrio nao diamagnético, B = Eext'
0 metodo acima permite a determinacao de solucoes para os
campos eletrico e magnetico, consistentes com o equilibrio do sistema
de partTcu]as.3

Uma subclasse de fungoes de distribuicao, que depende de
He Pe’ exclusivamente atraves da combinacao linear H—QPG, descreve, pa
ra @ = constante, o equilibrio de rotores r?gidos.4 Assim, considere-se

-+

(r, v) = f(H-P, P),
com
H-0Pg = m [ vZ + (vg-r)2 + (v,-u )2 ]/2 +

vl ey ® _
+mu,v, m(r4q +uz)/2 rﬂqu,tot + Qdiot o



P, = mv, + gA

z z,tot °

Para simplificar a notacao, nestas expressoes e nas que se
seguem, eliminou-se o Tndice q indicativo da especie de particulas; os
resultados que serao apresentados no restante desta secao sao validos
para cada uma das componentes.

A normalizacao da funcao de distribuicao e definida por

n=|fd3v,

onde n(r,z) € a densidade. A velocidade media e calculada por

-> - - -
Uu=n fvddv=roe + u, Z ,

indicando que o movimento azimutal medio das particulas e uma rotacao ri
gida em torno do eixo de simetria, com velocidade angular 2 = constante.
Se 2 = o(r,z), a rotagao nao e rigida. Observe-se que somente o movimen
to medio e especificado pela velocidade acima; em geral a funcao f permi
te um desvio de velocidades em torno da media.

As densidades de massa e de momento linear, a diada de ten
soes e a triada do fluxo de tensoes sao definidas, respectivamente, por
v=n<m>=nm,

- ->
mv > = nmu,

o4
1

=

Fay

-
1]

= |
A

mvv =,

Fan Jll}
]

=

A

mvvy >,



-6 -

-1 _ - .
onde < ¢ > =n f f o d3 1indica a media de ¢ sobre o espaco de veloci

dades. Estas grandezas satisfazem a equacao de conservacao da massa
—_

av/at + v.G =0 ,

a equacao de conservacao do momento linear

> = -> "2' =

3G/t + v.T =pE + j x B ,

e a equacao de evolucao das tensoes

=1

= = L o = > >
oT/at + v.Q = Ej + JE + (q/m)(T xB -B xT) .

Observe-se que as densidades de carga p=qn e de corrente
- -
J=qnu, acima, correspondem somente a especie q.

A metade do traco da ultima equacao fornece a equacao de
conservagao da energia

al/at + v.g = E.E >

onde

U=1: ?/2 =n < mv2/2 >

e a densidade de energia, e

/2 =n< mv2;/2 >

w
1l

L B 1]
O

e o vetor do fluxo de energia (I & a diada unidade). Para uma funcdo de
distribuigao do tipo rotor, a diada de tensoes pode ser escrita como

= > > > S
T =n <m(v-u)(v-u) > + nmuu =

- o i — >
n < mvZrr + (ve—m)2 80 + (vz-uz)2 ZZ > + nmuu =

1}



s s e -
=n < mvﬁ(rr + 68) + (vz-uz)2 zz > + nmuu ,

onde foi utilizada a propriedade de simetria de f para uma permutacao

VY‘ e Vs-?"ﬂ

Definindo a pressac P, =n < mv% >=R < m(va-m)2 > no

plano perpendicular ao eixo de simetria, e a pressaoP, =n < m(vz—uz)2 >

ao longo do eixo, tem-se

= = i >
T=P, I, + Py zz + nmuu ,

onde I,= ¥r + 66. Portanto,

U=P, + P,/2 + nmu2/2,

e Up = Py + Pu/2 e a densidade de energia termica. Da mesma forma
= I . I

Q = n <m(v-u)(v-u)(v-u) > +

> > > > = >= e
+ n < m(v-u) u(v-u) > + Tu + uT - nmuuu

=n< mv%(vz—uz) > (rrz + vzr + Zrr + 86z +
+ 826 + z60) + n < m(vz—-uz)3 > 7227 +
2 - L
+no<mvi> (Fur + BuB) + n < m(v,-u,)? > Zuz +
->= e

=
+ Tu + uT - nmuuu

Definindo as componentes da triada do fluxo de calor

Q. =nc< mvﬁ(vz-u S

2)

n

Qu

n<mv,-u)d>,



pode-se escrever
Q = Q.(FrZ + ¥Zr + ZFr + 86z + 828 + 208) +
. —— e - -> _— o P
+ Quzzz + Py(rru + rur + urr + 86U + 6UB + uBd) +

o i L PN Eararal
+ Pu(zzu + zuz + uzz) + nmuuu ,

A g = (QJ. + QH/Z) E + PL(ZY‘QFG‘ + UZE) +

->
+ Pu(red + 3u,z)/2 + nmu?u .

Portanto, sendo especificadaa funcao de distribuicao,podem-
-se calcularas grandezas macroscopicas que descrevem a evolugao do siste

ma. Estas grandezas devem satisfazer as equagOes de conservacao indica
das anteriormente.

No calculo das integrais, que definem as grandezas macros
copicas, e, muitas vezes, conveniente fazer a mudanca de variaveis

3y =
d?v = JdK, dP, dP, ,

em que K, = mvf/2 € a energia cinetica da particula no plano perpendicu
lar, e o Jacobiano J e dado por

S 2K, P gA_ )2 1-1/2



@ r(qAg+/ 2mK,)
n=| dK, dP, J dP Jf(H-aP,, P)

=00

r(qu-f 2mK )

(a Fig. 1 mostra os Timites de continuidade de J). A transformacao
d3v > dK, P, dP, e particularmente Util no calculo de integrais envol
vendo distribuicoes concentradas (distribuigoes microcanonicas).

A funcao de distribuicao da forma geral f(H-QPe, P,) e
apropriada para descrever uma grande variedade de equilibrios com sime
tria fotaciona] (independentes do azimute 9).5 Na proxima secao sera
considerado o equilibrio de um anel de particulas, cuja simetria e do ti
po toroidal.

3. EQUILIBRIO DE ANEIS DE PARTTCULAS

Considere-se o estado de equilibrio (a/3t = 0) de um anel
de particulas com simetria azimutal (/38 = 0), conforme esquematizado
na Fig. 2. 0 anel esta confinado por uma garrafa magnetica, que pode re
sultar de efeitos diamagneticos do anel. Por simplicidade, supoe-se que
o anel e formado por uma so especie de particulas e que esta imerso num

plasma que constitui um fundo aproximadamen te estatico e uniforme
(ﬁp = 0, va =0). 0 plasma de fundo neutraliza a densidade de carga do
anel, de modo que $tot = 0, conforme a aproximagcao (i) da secao ante

rior. Como o equilibrio depende de r e z (confinamento radial e axial),
somente existem duas constantes do movimento, H e Pe’ isto e, a  fungao
f sera suposta da forma

f = f(H-QPe) :

A corrente axial media € nula (J, = 0), pois o anel esta
confinado axialmente; assim, a unica componente do potencial vetor
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intrinseco a ser determinada € a componente azimutal Ae' Na forma mais
geral, pode-se escrever

—)- - - -
A = Ag(r, z) 6 + Ae,ext{r’ z) 8 - (UOI/Zw) £n(r/r0) >

em que o primeiro termo corresponde ao campo diamagnetico gerado pela
corrente do anel, que e determinado a partir da equacao de Ampere

(v2 - r7?) Rg = = 1ydg = - u anra .

0 segundo termo, na expressao de K; corresponde a parte do
campo da garrafa magnetica que e produzido por correntes externas; e o
terceiro termo, que corresponde ao campo magnetico produzido por um con
dutor axial em que circula a corrente I, foi introduzido porque pode me
Thorar a estabilidade do anel, embora nao tenha efeito sobre o equili
brio. A densidade de fluxo magnetico & calculada, a partir de E, como

-> ~ aA _ arA _
B = 1—(VrA8) x 8- | 28Xt o 11 “eext |, (v 1/27r) 8
r 32 r ar 0

(Vv =7 afor + Z 3/3z).

Se a componente axial do campo externo for especificada,
tem-se

+ Bz,ext(r’ z) 7+ (uI/2mr) & .

Portanto, a determinacao dos campos do equilibrio fica re
duzida 3 solugao da equagdo de Ampére para A
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(1= =) A, == v, are J f(H-aP,) d3v ,
em que f ainda precisa ser especificado. Alem disso, ha que se levar em
conta as condigﬁés de contorno; pode haver, por exemplo, uma parede con
dutora cilindrica de raio a sobre a qual a componente radial da densida
de de fluxo magnetico intrinseco deve ser nula (isto se o tempo de vida
do anel e pequeno comparado com o tempo de difusao magnetica atraves da
parede condutora).

Com u, = 0, as grandezas macroscopicas que descrevem 0

equilibrio do anel tem suas expressoes bastante simplificadas:

> _ -

G = nmr@e = nmu ,

T = PI + nmr202§3 ,

U= 3P/2 + nmr2g2/2 ,

Q =re [ P(¥re + ror + Brr + 3866 + 228 + 26z + 6zz) + nmr2n2668 1.,
+ -

S = r(5P/2 + nmr2g?) § .

Assim, apenas quatro grandezas (2, n, P e Ae) caracterizam
o equilibrio do anel, sendo as equacdes de conservagao, mais a  equacao
de Ampere, suficientes para fornecer todos os vinculos independentes en
tre estas grandezas. Destas equagﬁeé, as da continuidade e de conserva
cao da energia sao trivialmente satisfeitas no equilibro. A equacao de
conservacao do momento, porem, fornece uma condicao envolvendo o gradien
te da pressao termica, o gradiente na densidade da energia cinetica de

rotacao, e a densidade da forga de interagao entre particulas e campo
magnetico

VP - nmro2¥ = ngav [ r(Ay + A

e,ext) ] ?

que, para Q = constante, pode ser escrita como
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-1 _ 2
n~vP =v [ mr202/2 + ara(A, + Ae,ext) 1,
ou, em forma integral,

(2)

(2) 202
[ &£ - {rnr Lot are(Ag + Ay oxt! } 3
¢ (1)

onde os limites de integracao sao dois pontos quaisquer na regiao ocupa
da pelo anel. Resta definir uma relacao entre n e P para que esta equa
cao possa ser integrada. Introduzindo-se a temperatura

-+ -
0 = < m(v-u)? >/3 ,
a pressao fica dada pela lei de Charles-Gay-Lussac para gases perfeitos

P=no-= ZUT/B s

e a condicao de equilibrio pode ser escrita como (nO e 0, sao valores
de referencia)

2 2
[( ! © 4 n { noe ] _ { mr2q? ara(Ag + Ag ext! }( )

L 2@0 By )

Esta equacao representa um vinculo a ser satisfeito pelo
parametro ©, que mede o desviortérmico da funcao de distribuicao. 0
outro vinculo conhecido entre as grandezas macroscopicas (reduzidas a n,
0 e Ay, pois a frequencia angular o foi suposta constante) & imposto pe
la equacao de Ampere. Falta conhecer a equacao de estado n = n (8) para
que a densidade de corrente intrinseca possa ser determinada em  funcao
do potencial total e, entao, substituida na equacao de Ampere. Obser
ve-se, porem, que as equacoes de equilibrio nao fornecem nenhuma informa

cao sobre a possivel equacao de estado, havendo liberdade na escolha da
funcao n (o). Alem disso, note-se que a forma detalhada da funcao de
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distribuicao f(H-QPe) é irrelevante para o equilibrio, bastando dela se
conhecerem os momentos n e ©.

0 procedimento que tem sido mais frequentemente adotado na
lTiteratura, para prosseguir na solucao do problema, e assumir-se a forma
canonica para a funcao de distribuigﬁo.s’

f = (m3/h3) exp [-— (H-ﬂpe)/el s

com o coeficiente de normalizacao h3/m3 (unidade de volume no espaco de
fase) dado por

h3/m3 = n_1(21r9/m)3/2 exp [ (ragAg + mr202/2)/e ] .

Esta & a distribuicao mais provavel para o estado macrosco

pico especificado por n, u. = ro e 0, isto e, a funcao que maximiza a

0
densidade de entropia termodinamica

o=-kg|f n(h3f/m3) d3v ,

sujeita as restricoes de invariancia, para uma variacao arbitraria de f,
dos parametros macroscopicos n, Ug e © (kB e a constante de Boltzmann).
A distribuicao canonica implica numnumero finito de particulas girando  em
sentido contrario a media (isto pode ser verificado, simplesmente,  trocan
do-seosina]dePe,operagéoesta que resulta numvalornaonuloda densida
de), o que esta em contradicao com os experimentos. Na realidade, esta dificul
dade nao tem importancia, pois, como ficou dito acima, nao @ necessario espe
cificar a forma de f para a determinacao do equilibrio macroscopico.

Outra hipotese, que normalmente e feita nos modelos para o
equilibrio, e que tem relevancia na sua solugao, e tomar-se a temperatu
ra © igual a constante 0,5 isto corresponde ao equilibrio isotermico, que
sera tratado na proxima secao. Porem, assumindo-se que a evolucao do
anel, para situacoes proximas do equilibrio, ocorra de acordo com as
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equacoes de fluido, isto &, que a pressao se mantenha escalar, obtem-se

a lei adiabatica

o)
_D_.Kn ......_._0_.___ :0,
Dt n/n0

em que D/Dt = 3/3t + 3 .V e a derivada convectiva (note-se que D/Dt=0

no equilibrio) e P = n o,

3f2
" n/n0 = (e/oo)

Esta equacao sera escrita como

1/(v-1)
o = (0/6,) ;

n/n
com a constante adiabatica Y =5/3; o equilibrio isotermico  corresponde
ao limite vy » 1.

A descricao de situacoes de nao-equilibrio pelas equagoes
de fluido (estagio hidrodinamico) pode constituir uma simplificagao dras
tica, pois deixa de levar em conta efeitos como os associados a dimensao
finita (grande) do raio de Larmor das particulas; a objecao e especial
mente valida no caso dos Tons. Entretanto, no regime de baixas  frequen
cias e uma aproximacao razoavel, o que justificaria, em parte, a adocao
de um modelo adiabatico para o equilibrio. A descricao de Vlasov-Maxwell,
estritamente, permite uma escolha arbitraria da equacao de estado.

Nas proximas secoes examinar-se-ao, em maior detalhe, as
solugoes associadas aos equilibrios isotermico e adiabatico; mas, antes,
serao introduzidas normalizacOes que permitem escrever as equagoes em
forma mais conveniente para a analise matematica. Introduzindo-se a esca
la de comprimento & definida por6

L _ 202
8 @O/Llonoq £ s
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as coordenadas podem ser normalizadas conforme (nao confundir a coordena
da radial normalizada p, utilizada daqui por diante, com a densidade de
carga)

p=r/s , r =2/68 .
Em Tugar do potencial vetor Ae’ sera introduzido o  fluxo

magnético total , que atravessa uma superficie de raio r com centro num
ponto z sobre o eixo de simetria,

> - - >
y(r, z) =0 B .d’r=0 A.dr-=

2m
= I r‘(iﬂ\5 + A ) do = ZTTY'(AB + Ae,ext)

g,ext
0

A equacao de Ampere para a fungao fluxo fica (lembrar que,
para o campo externo, a regiao ocupada pelo anel & livre de fontes)

v . (T—ZV) Py o= - 2ﬁu0qnﬂ .

Se o campo externo & uniforme, hipotese que sera mantida
nas proximas secoes, tem-se

= oyl
Yext = ™ B ext -
Pode-se entao introduzir a funcao fluxo normalizada
- 2
v = y/né Bz,ext "

ficando a equacao de Ampere reduzida a forma
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(v = b a/3p + T 8/ot) ,

e a condicao de equilibrio a

(2)

2
i dﬁn( L ]=J-[&-uﬂ)w]()

nOOO n (1)
0 coeficiente n e definido por

v
N S T D
le] V3¢

1/2 _ _ 1/2
onde wp = (noqz/meo) / e a frequencia de plasma e vy = (3e,/m) / a ve

Tocidade termica do anel (c € a velocidade da luz). O fator de reversao
s do campo magnetico (cujo significado ficara claro mais adiante) & de

finido por
T+s = Qq/n (s >0),
onde nq = - qBZ ext/m e a girofrequencia das particulas do anel no campo

externo uniforme. 0 coeficiente n mede a intensidade do anel, no sentido
que n -~ 0 constitui uma fonte intrinseca pouco intensa na equacao de
Ampere (neste limite a aproximacao de Born-Helmholtz e adequada para re
solver a equacao do fluxo). Efeitos diamagneticos apreciaveis, como re
versao do campo magnetico, sao mais interessantes, correspondendo a fon
tes intrinsecas intensas.

Como uma simplificacao adicional, pode-se introduzir a fun
cao

¢ = - p2/s + (1+4s) ¥/s ,

que satisfaz, com a densidade n, o sistema de equacoes

1 31 3 1 32| ,_n
p

N
op P 9p p2 3;2 S n0
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(2) ,
‘ ﬁ—dﬂn[ne]=—§-[®}(),
n.e (1)

ao qual se deve acrescentar a equacao de estado © = o(n).

Ha dois casos limites, de geometria simples, para os quais
a solucao deste sistema de equagoes e conhecida:

(i) para um anel alongado, quando e valido desprezar a variacao na
direcao axial (3/3z = 0), o sistema pode ser reduzido a quadra
turas;

(1) para um anel de grande razao de aspecto, isto e, em que 0 raio
medio do anel & muito maior que as dimensdes da secao transver
sal (num plano que contem o eixo), e possivel determinar uma
solugao geral da equacao diferencial para o fluxo.

A seguir, cada um destes casos sera considerado brevemen
te, antes da analise detalhada nas proximas secoes.

(i) ANEL ALONGADO (CAMADA)

Neste caso a condicao de contorno, sobre uma parede condu
tora cilindrica de raio a, e satisfeita trivialmente, poisa componente nor
mal, asuperficie condutora, da densidade de fluxo diamagnetico, & nula
(3/3z = 0). 0 fluxo deve satisfazer a condicao de contorno sobre o eixo

A segunda condicao implica que o campo diamagnetico decai
rapidamente, fora da regiao ocupada pelo anel. Alem disso, v e dy/do de
vem ser funcoes continuas, pois exclui-se a existéncia de correntes su
perficiais. Finalmente, verifica-se que a funcao ¢ deve satisfazer as
mesmas condicoes que o fluxo V.
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Multiplicando-se pelo fator de integragao
2 do/do

a equacao diferencial para ¢ pode ser escrita como

2
d |1 d| _,n n(e) do
= - ]
dp p dp S no dp

donde resulta

1/2

£ AP {'1 + L {,ﬂi?l do }
n

2
dp 25 -

A constante de integracao foi escolhida de modo que seja
satisfeita a condicao de continuidade de de/dp sobre as superficies Timi
tes do anel (ou no infinito), isto e, deve-se ter

de

— =%

do?

nas regioes em que a densidade e nula.

Uma segunda integracao fornece

-1/2
+ ( { 1+ I n(9) 4y } do = p2 + C ,

L 25 o

onde C & uma constante a ser determinada. A densidade precisa ser calcu
lada, em funcao de o, a partir da condicao de equilibrio, pois somente
entao & possivel resolver o problema das quadraturas. Porem, mesmo  sem
que a solucao exata seja conhecida, pode-se examinar algumas proprieda
des gerais desta solucao. Primeiramente, observe-se que a derivada
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do/do, alem de ser sempre nula sobre o eixo, também pode anular-se para
um valor de p = p, Que satisfaca a condicao

1+ 0| n(e) g, -9 .
2s n _
0 D"DO

Nesta posicao, pye OCOrre o maximo da densidade, pois

dn dn d

de p=p, do b J.,

= 0

0

0 valor de referencia i sera assumido igual ao valor maxi
mo da densidade, indo esta escolha produzir uma relacao entre os coefi
cientes n e s. 0 sinal da raiz quadrada e tomado negativo para P < pg
(regiao interna ao pico) e.positivo para p > p, (regiao externa), pois o
ponto Po corresponde ao minimo da funcdo ¢. Se as condicoes acima nao
sao satisfeitas para nenhum valor de o # 0, o maximo da densidade ocorre
sobre o eixo, isto e, Py = 0. Neste caso, certamente, nao ocorre rever
sao do campo magnetico, como se pode verificar a partir da expressao pa
ra a densidade de fluxo total

zotot _ 1 |,  do

B 14s dp?

Assim, a condicao para que ocorra reversao na regido inter
na limitada pelo raio IR e que

'|+_n_ n_(E)_d(I) >L
n

2s A o
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o que somente e possivel se o fator de reversao s for maior que 1 (pr de

fine o ponto em que B, , . =0, e a situacao mais favoravel corresponde
L]

apr=0).

(i1) ANEL COM GRANDE RAZAO DE ASPECTO

Aneis concentrados em pequenas regioes em torno do raio
medio, e suficientemente afastados do eixo, podem ser descritos por solu
coes da equacao simplificada

32 32 n(s)

sz 3(:2

em que o operador diferencial foi reduzido a forma cartesiana por meio
da transformagao p > o, + p € expansao para p, -~ «. Esta e a mesma equa
cao, obtida por Lagrange, para a funcao fluxo, que descreve o movimento
rotacional, estacionario e bidimensional de um fluido incompressivel.

Maiores consideragoes sobre o equilibrio bidimensional, in
clusive a solugao geral da equagao acima, para um equilibrio isotermico,

serao relegadas a segao 5.

4. EQUILIBRIO UNIDIMENSIONAL

A analise nesta secao sera restrita aos aneis alongados,
cujo equilibrio e descrito por solucoes da equacao diferencial ordinaria

que, como foi visto na secao anterior, pode ser reduzida a quadraturas.
0 estado do anel de particulas sera do tipo isotermico
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ou do tipo adiabatico

1/(Y=-1
n/n0 = (O/@o) /1) .

4.1 - EQUILIBRIO ISOTERMICO

Se o estado do anel e descrito pela lei de Boyle-Mariotte,
a condicao de equilibrio fornece

n =n(0) e 3% |

onde n(0) e o valor da densidade sobre o eixo. Neste caso, as integra
coes que resolvem a equacao de Ampere sao elementares, obtendo-se  (com

- _ .2
€ Po
2 2
L = i Sech2 _5_ (pz - pg
o e 2n

A escolha n/s = vV 2 faz com que o valor maximo da densi
dade, que ocorre no ponto p = Po* seja dado por Ny

o 2v 2
A densidade de fluxo magnetico total pode entao ser calcu
Tada como
B 2 _ .2
E1L S [-1 + s tanh [ E———jﬁzl
Bz,ext 14 L 2/ 2
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expressao esta que fornece, para p = 0,

B 1 - s tanh (pglz/fi)

Z 100

Bz,ext T+s

Verifica-se que, quando
s > 1/tanh (pg/zf‘i) s

ocorre reversao do campo magnetico. Para

S %M _
SH= >» (s = n/V 2)
Y2 |q| V3¢
e p, nao nulo, a reversao, sobre o eixo, e quase total.

A solucao unidimensional de equilibrio isotermico e conhe
cida ha bastante tempo,6 tendo sido discutida em detalhe na Titeratu
ra.7 0 presente trabalho Timita-se a apresentar uma ilustracao (Fig. 3)
das distribuicoes da densidade de particulas e da densidade de fluxo mag
netico, para um caso em que ocorre reversao.

4.2 - EQUILTBRIO ADIABATICO

Para este tipo de equilibrio a densidade do anel somente
difere de zero num intervalo radial finito, em que o poco de potencial
efetivo, criado pelo equilibrio entre forgas centrifugas e magneticas, e
suficientemente profundo para confinar as particulas. De acordo com es
tas consideracbes, a condicao de equilibrio sera escrita na forma

n
[ idzn[ﬂlhi(@-@o),
0o % N6% n
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onde Ry e o valor da funcao fluxo correspondente as superficies 1limites
do anel. Substituindo a equacao de estado adiabatico na integral acima,

obtem-se

1/(v-1)

-1 E(q,o_q,)]

Assim, a funcao ¢, na regiao em que a densidade do anel e
diferente de zero (p1 <p < pz), pode ser calculada a partir da integral

- 9) do = p2 +C ,

}Y/(Y‘l) =1/2

1+
Nr—————
pa—
|
™~
wn :jr\)
()
C|
—< ‘-<I
—)
= |w»
—
o
o

o =0 - (p2 - p2) para P <Py

L=
1

oy # (p* = 02) para p>p, -

As expressoes acima foram escritas de modo a satisfazer a
condicao de continuidade de ¢ para p = Py €p =p,. A condicao de conti
nuidade da derivada d®/dp sobre as superficies limites, que e decorrente
da nao existencia de correntes superficiais, € assegurada pela escolha
da constante de integracao, feita no item (i) da secao 3, como se pode

verificar a partir das expressoes seguintes:

a@ 1 para P < p. o,
dp? 1
: vy |1/2
@ _ _|q7.202 (0 para P, <P <Py
dp? 252 N, :



Yy |1/2
ds _ H_Z(L}
2 2
dp 2s L
O 1 para
dp?

0 ponto Po deve
que e verdadeiro se n/s = v/ 2
nientemente de modo que

o y |~1/2
o "o ) |

L]

Observe-se que, quando escrita na forma acima, a
para ¢ tanto descreve o equilibrio adiabatico de um sistema de
las com tres graus de liberdade (y=5/3), como o equilibrio

-~ P8 =

>

< <
Po P P

corresponder ao maximo n, da densidade, o

. A constante C pode ser escolhida

on

oM

conve
para P <Py s
> :
para P> Py
integral
particu
isotermico

(v=1), que corresponde a um numero infinito de graus de Tiberdade.

Introduzindo-se a variavel

X = (n/no)Y N

a integral para ¢ pode ser escrita como
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onde u = (y-1)/y. Esta integral pode ser resolvida em termos da  fungao
hipergeometrica ou da funcao associada de Legendre de primeira especie,
conforme

%" ,
== F(1/2, u; 1Hu; x) =
0 (1—:»()1/2 L

=1
J EE__JEL_z B(u, 1/2) = _mr(u)
0 (1_)()1/2 F(u+]/2)

onde B(a, b) e T(a) indicam as funcoes beta e gama, respectivamente.

Proximo ao maximo da densidade tem-se x

Sle
F(1/2, w3 T4u; x) & 7 I1(04u)
T(u+1/2)
y-1
; N p2 - p2 ~
.l — =1 - . para P =0,
n, V2 B(u, 1/2)
Na regiao proxima aos zeros da densidade (x > 0) utili

za-se a aproximacao

F(1/2. n; T+u: %) =1,

resultando
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Y=1 02 - o2
[ ll—] = uB(u, 1/2) | 1 - ‘ 2 I
n /—E'B(u, 1/2)

Portanto, a densidade cai a zero para
1/2
p = [ pg + v 2 B(u, 1/2) ] .

Obyiamente, o limite inferior somente & aplicavel se
pg > V2 B(u, 1/2), em caso contrario, a densidade e diferente de zero
em toda a regiao compreendida entre o eixo e o limite superior, determi
nado a partir da equacao acima. Observe-se que, para 1 < vy < 2, a deriva

da dn/dp e nula sobre as superficies limites do anel.

0 equilibrio isotermico (y=1, u=0) & um caso limite para o
qual a equacao em x fica reduzida a integral elementar

1 1/2 2 _ .2
( T ﬂn[uu-x)’ _____‘
1/2 1/2
s3] 11 - (1-x) a
2 x
p= =p
= sech? &
n, 2 V2

Neste caso a densidade nao e nula em nenhum ponto situado

a uma distancia finita do eixo, o que esta de acordo com a expressao as
sintotica.

B(u, 1/2) v 1/U
u -0

Outro caso particular, tambem resolvido por integrais ele
mentares, corresponde ao equilibrio de um anel formado por particulas
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com apenas dois graus de liberdade (por exemplo, restritas em seu movi
mento betatronico a um plano normal ao eixo ou a uma superficie cilin
drica). Para tal modelo o coeficiente adiabatico assume o valor y=2

(u=1/2) e

/v -1/2 1/2 > —
X P—1/2 { (1-x) } =/ 7 arcsen VX

2 ]
pe = p
Do s | —2
n 22
0
Esta distribuicao radial de densidade se anula nos pontos
1/2
p=[péi’nv’2] .

Para um anel formado de particulas com tres graus de liber
dade, o coeficiente adiabatico tem o valor y=5/3, e os valores de o, pa
ra os quais a densidade de equilibrio do anel se anula, sao calculados
por

1/2

- [pz . /2 1(2/5) }
°r(1/72) r(2/541/2)

1/2
= [ pg + 1,171 = /7?] R

de modo que as caudas da distribuicdo radial de densidade sio mais Ton
gas do que para y=2 (o pico da distribuicao € um pouco mais estreito).

Na regiao em que a densidade do anel & diferente de zero,
a densidade de fluxo magnético total e dada, em geral, por
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B Y 1/2
Z,tot _ 1 ] _T_ S |:1 _ [_’:‘_] j} ,
Bz,ext T+s nO

onde o sinal superior corresponde a p < Pp €0 sinal inferior a o > P -

As Figs. 4 e 5 mostram as distribuicoes radiais da densidade de particu
las e da densidade de fluxo magnetico, para y=5/3 e y=2, respectivamen
te.

5. EQUILTBRIO BIDIMENSIONAL

As solugoes para o equilibrio bidimensional, ate agora
apresentadas na literatura, sao aproximadas, sendo aplicaveis a feixes
finos em geometria toroidal.”*®? Estas solucoes tem sido obtidas atra

ves de expansoes em que o parametro pequeno & o inverso da relacao de
=] B v e .

aspecto (p, = 6/r0, onde ro € a distancia radial correspondente ao va

lTor maximo da densidade). Nas referencias acima indicadas, a funcio de

distribuicao foi suposta concentrada somente no momento cananico,5 ou

tanto no momento canonico como na energia.a’9

Como foi visto no Ttem (ii) da secao 3, as solucoes que
descrevem o equilibrio de anéis de grande razao de aspecto podem ser
obtidas a partir da equacao

2, 2 6 = 2 1 n(e)
%

3p2 ar2 fie

Para o equilibrio isotermico (o0 = 9,) s isto e, em que
a equacao de estado e a lei de Boyle-Mariotte
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a relagao entre a densidade e a funcao fluxo e obtida a partir da condi
cao de equilibrio como

n = n(0) e S%/n

A equacao para ¢ pode entao ser escrita na forma

2
.l 2= | 4+ be® = 5
392 BCZ
onde a =-5S/n eb=- pg n n(0)/sn,. Esta e a equacao de Liouville, cu

ja solucao geral el

[ (3g/30)2 + (ag/3z)2 ]

Q30 _ 8
A (1 + g2 + h?2)2
onde g e h sao as funcoes conjugadas (reais) obtidas a partir de uma

funcao F arbitraria, suficientemente diferenciavel, do argumento p + iz,
por

a(p> z) + ih(p, ¢) = F(p + i) .

De acordo com esta definigcao, g e h satisfazem as equacoes
diferenciais de Cauchy-Riemann

3g . 3h 3g _ _ 3h

s = - —

ap ar ac ap

A solucao acima foi escrita numa forma que assegura valo
res reais e positivos a densidade em todos os pontos. 0 processd de gera
cao de solucoes de equilibrio, a partir desta solugao geral, sera ilus
trado considerando-se uma fungéo do tipo
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(p +iz)% - p2
F(p + iz) = exp i
20§

onde P, € o, sao constantes. Para esta escolha de F, tem-se

2 _ 2 2
p2 - p2 - ¢
g(p, z) = exp = cos | &&= | ,
202 a?
[w]
2 2 _ .2
p2 - p2 - ¢
h(p, z) = exp 0 sen | 2| ,
252 g2
o] - o]

ficando a densidade do anel simplesmente dada por

2 2
.. p pP-. - C
n ot 2 252
0 o 0

EscoThendo og =y 2, n, Passa a ser o valor da densidade
no ponto p =p_,z = 0.

n p? 2/ 2

Observe-se a semelhanca entre esta solucao aproximada e
a solucao unidimensional exata obtida para o equilibrio isotermico na
secao 4.1; alias, a solucao unidimensional serviu como orientacao na es
colha da funcao F geradora do equilibrio bidimensional.

A funcao ¢ e determinada, a partir de n, utilizando-se a
condicao de equilibrio. As componentes da densidade de fluxo intrinseco,
por sua vez, sao calculadas por
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B 1 s 1 e
Bz,ext 2 T+s p 3oc
b2 s | e
2
Bz,ext T+s ap

Aplicando a condicao de decaimento rapido, para p + =, S0

bre a componente axial da densidade de fluxo diamagnetico, obtem-se a
relacao

nls = V2

A solugao para n, acima, obviamente nao e valida nas proximidades do
eixo, onde falha a aproximacao feita na equacao diferencial. Desta for
ma, o metodo apresentado permite gerar uma infinidade de solucoes apro
ximadas, para a distribuicao da densidade de particulas, no equilibrio
isotermico de feixes com grande razao de aspecto;

Em geral, a funcao ¢ deve satisfazer, na regiao de  densi
dade nao nula, a equacao diferencial nao homogenea

2

2 2
3p p 3p ag2

e, fora da regiao ocupada pelo anel, a equacao homogenea

2 . 2
_'é.._-li-i..a__. @:0_
3p? p ¥ ag?
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Quanto as condigoes de contorno, cada valor constante @0,
atribuido a funcao ¢, define uma possivel superficie limite para a den
sidade do anel em equilibrio adiabatico, isto e, um contorno (p,z) so
bre o qual a densidade cai a zero, conforme a condicao de equilibrio

. L1 s 1/(y-1)

A equacao eliptica quase-linear, satisfeita por ¢ na re
giao interna do anel, tem solucao unica para o problema de Dirichlet es
pecificado por LA desde que 1

o < @ para vy > 1.,

0 valor y =1 corresponde ao equilibrio isotérmico, para o qual 0
contorno do anel esta localizado no infinito, pois a densidade nao & nu
Ta em nenhum ponto situado a uma distancia finita da origem.

Sendo n, © valor maximo da densidade, o minimo valor

que pode ser assumido pela fungao ¢ e

(0] — 0] - Y _n._ "

min 0 =l <

que ocorre num ponto p = Port = 0 no interior do anel, onde
Br =0 e Bz,tot/Bz,ext 1/(14s).

Supondo que nao ha nenhuma parede condutora suficientemen
te proxima para influenciar o campo diamagnético, a solucao da equacao
homogenea pode ser escrita na forma

(=]

o(0sz) = p? + p| dk F(k) cos(kz) T (ke)) K (ke,),
0



=g

onde o primeiro termo e a solugao homogenea correspondente ao campo ex
terno uniforme. 0Os simbolos p. € p,, nos argumentos das fun
coes de Bessel modificadas, representam, respectivamente, o menor e o
maior dos valores p e Po-
E conveniente escrever a equacao para & em forma in
tegral, utilizando-se a funcao de Green em coordenadas esféricas

b =-p? = PL(n) IR12 5
:-—l—— Z R‘— QE—B-—-— d].l' ]'}J|4X
0 s 2=1,3,5...  a(e+1) Jo 83 ),
g
R'R )
x  Plu) = BRal
2 ' ol |
R n
> 0

onde R=/r2 + 22, tand =r/z, u cos & e P; e a fun
cao associada de Legendre de primeira especie. Agora, R, e R:> re
presentam, respectivamente, o menor e o maior dos valores R e R'.

Fora da esfera que envolve o anel, a equacao acima fornece, com R>R',

a expansao multipolar para o potencial vetor intrinseco, que & dado em
termos de & por

4r A _ 2msmQs ¢ - p?

Uo uoq P

Portanto, para R > R
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-] 1 o 1
4n A = 2wqQ E P2 (n) dR'R' 2 du' T-u'2 x
0 e=1,3,5... )

(8]
Pl 1 ISZ""1 1 1
X E(U ) R H(R s H )s

onde se utilizou a igualdade (A = c/mp)

)\2
(52

LI
2

A grandes distancias do anel, o campo diamagnético e
equivalente ao produzido por um dipolo magnético de momento

m = 2mqQ J dr r3 [ dz n(r,z) ,
o]

Jo

isto e, o potencial vetor intrinseco & dado por

7

i, W~ m _send r 3 [__l_ }
) z 2 ’
u R+ o R ar R

Esta condigao permite determinar o coeficiente F(k) da
expansao para ¢ a grandes distancias do anel

—_ - ) ( dk cos (kz) I, (kp{) Kl(kp>),
p ™ JO
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com a constante o definida por

u m
Y = - 1+ s 0 z (a > 0).
3

S 2T PO stext

A integral acima pode ser escrita em termos da funcao de
Legendre de segunda especie, QI/Z’ como

oS

p J dk cos(kz)  Iy(kp.)  Ky(ke)) =

O VO e .
- 3 J 1/2 Ep/po R->co EX¥(02+Z2)/O§ J5723

onde a ultima expressao corresponde ao 1imite apropriado para descre
ver o campo do dipolo magnetico. Esta solucao para @ corresponde ao
campo produzido por uma espira de raio ro = P> na qual circula

0
a corrente total do anel, I = m, / ﬁrg.

Em geral, os coeficientes da expansao multipolar, para
0 campo na regiao externa ao anel, sdo calculados a partir da distri
buicao de densidade. Porem, pode-se tambem proceder da maneira inver
sa, escolhendo a forma da solucdo externa, que deve satisfazer a equa
cao homogenea, e a partir dai calcular a distribuicao de densidade ca
paz de produzir tal campo. Por exemplo, e possivel determinar uma so
Tucao da equacao nao homogenea tal que o campo seja em todos os pontos
exteriores equivalente ao produzido por uma espira de corrente, isto
e, que a fungao & seja dada, em toda a regiao externa, por
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. ]1/2Q 1+ (r2 + 22)/r3
r

2r/r0

0 segundo termo desta equagao corresponde ao fluxo mag
netico intrinseco na regiao externa

A relacao entre o momento magnético, my, e a corrente
do anel, I, resulta da lei integral de Ampere, aplicada a densidade
de fluxo calculada a partir da expressao para o,

r B
e 0 Z,ext

onde o percurso de integracao envolve o anel; supoe-se que a densida
de e nula sobre o eixo, de modo que, para r =0,

z - o (B
B T+4s (1+22/ré )3/2

1l
o
N

A Fig. 6, que e uma representacao da solugao ¢ exte
rior, mostra como e possivel determinar, graficamente, a curva no pla
no (p,z) que define, para um dado valor Qo/pg e no caso parti
cular em consideragao, o contorno do anel. A figura ilustra uma situa
cao de forte reversao, para a qual a densidade sobre o eixo & nula. Ca
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da valor constante @ /p2 define, atraves das intersecoes com as cur
vas para a funcgao @/pg, um contorno possivel (a parte tra
cejada corresponde a regiao interior do anel, isto e, onde a densida
de e diferente de zero). Da mesma forma, as intersecoes das curvas pa
ra @/pg com parabolas especificadas por

[(4s) ¥, - 02 ] / 502

onde ¥, e um valor constante do fluxo magnetico, definiriam os  tu
bos do campo de inducao na regiao exterior (¥, = 0 corresponde a se
paratriz entre as classes de tubos que se fecham nas proximidades do
anel e tubos que se fecham no infinito).

Assim, resta resolver o problema interior, que consiste
em determinar uma solugao da equacao nao homogenea e nao linear, sujei
ta a condigao de continuidade de @, e de sua derivada normal, sobre
o contorno, e desta forma caracterizar completamente o equilibrio
macroscopico do anel.

Em geral, a equacao satisfeita pela densidade na regiao
interna e

V_p ——— \vi —_— :—--]__ VT
Y

que e valida inclusive na descricao do equilibrio isotermico (y= 1) em
duas dimensoes, caso em que a regiao interna € todo o plano (p,z). 0b
serve-se que o valor y =2, aplicavel ao anel constituido por parti
culas com dois graus de liberdade, resulta numa equacao linear para n
(ou ). Embora este modelo nao seja, talvez, realistico, as vantagens
matematicas sao enormes e, como se pode verificar a partir das solucoes
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unidimensionais obtidas na secao 4, a forma do anel nao depende drasti
camente do valor de y (essencialmente, a diferenca esta na rapidez
com que a pressgo varia com a densidade, pois P <« n', o que tem in
fluencia na espessura do anel).

Para o problema linear, correspondente a y =2, a den
sidade de particulas e dada, em geral, por uma expansao em funcoes de
onda de Coulomb, FO e Go’ da forma

2 2
n_o- cos(kz) | A F_ | , : ] + B G, [ ol —£L~J :
val 2/ 7 T

podendo a funcao @, na regiao interna, ser calculada a partir de n
por

Como ja ficou dito anteriormente, pode-se escolher a
distribuicao de densidade, isto e, arbitrar os valores dos coeficien
tes A

tes da expansao multipolar para o campo externo, ou entao ajustar os

K € Bk na expansao acima, e apos determinar os coeficien

coeficientes Ak e Bk para que a densidade seja nula sobre uma das

superficies & = @0, obtidas a partir da forma do campo no exterior
do anel.

Como um exemplo trivial, considere-se o caso em que sao
desprezados os termos da serie acima a partir de k = 1; desta forma,
recupera-se a solucao para aneis alongados
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Os coeficientes AO e BO sao determinados a partir

da condicao de maxima densidade, n = Ng» Mo ponto o =p . A con
dicao de continuidade da densidade de fluxo magnetico fornece a restri

caon/s = V2 entre os parametros do anel.

Na pratica, o contorno do anel, e portanto toda a S0
Tucao de equilibrio macroscopico, fica especificado pela forma do cato
do. Por outro Tado, o equilibrio mais estavel deve corresponder ao me
nor valor da energia total, dado pela soma das energias cinetica, ter
mica e magnetica. Assim, € possivel adotar um critério de minima ener
gia na escolha da forma mais apropriada do catodo, entre as infinitas
formas possiveis, procurando-se determinar o contorno do anel que cor
responde ao menor valor da energia total.

A determinacao deste tipo ideal de catodo & de grande
interesse no projeto dos diodos utilizados na geracao de aneis inten

sos de Jons, porem este calculo sera assunto de uma proxima  comunica
¢ao.
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