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RESUMO

Apresenta-se neste trabalho a discussao e resolugciaoc numérica
da equacao do potencial elétrico no meio atmosférico. Mostram-se varios
casos de aplicacdo, relacionados as diversas origens do campo elétrico

atmosférico.

ABSTRACT

In this work some numeric techniques for the resolutionm of the
electric potential equation in the atmosphere are presented and discussed.
Some applications related to different sources of the atmospheric electric

field are also given.

! Atualmente na Universidade Federal de Uberlandia, M.G.



1 - INTRODUCAO

A atmosfera € um meio continuo, cujas caracteristicas variam mo
notonicamente com a altura. Entretanto, segundo o ponto de vista adotado (ter
mico, elétrico, etc.), usa-se classifica-la em regices. Se se considera a den
sidade eletronica em um dada altura, a atmosfera ¢é caracterizada pelas
regioes tonosfericas. A mais baixa é a regiao ionosférica D (em torno de 75km
de altura) e a mais alta € a regiao F, (em torno de 230km e acima). Entre a

D e F, existem as regioes E (~120km) e Fy (~180km).

0 estado elétrico da atmosfera associado a um certo fenomeno po
de ser caracterizado por um sistema de distribuicao de correntes eletricas,
J. Associado a este sistema encontra-se a configuracac de um campo de forcas
elétricas (um campo eletrico), E, ou ainda de um campo de potencial elétrico,
$. Se na simulacao de um modelo para um certo fenomeno elétrico atmosférico
se conhecem as condigoes de contorno da regiao onde este fenomeno ocorre, a

simulacao estara completa com a resolucdo da equacao:

veIix) =6, (1a)
com

3(x) = o(x) - E® , (1b)

E(x) :=-9¢(x) , (1¢)

sujeita as condicdes de contorno especificadas. O vetor x represemta a posicao
de um ponto da regiao em um sistema de coordenadas genéricas. O tensor o(x)
representa a condutividade eletrica do meio. Na forma acima considerou-se o

sistema em estado estacionario,

Tal procedimento €& normalmente seguido na simulacao de fendmenos
(entre outros) como: a eletricidade atmosférica global (Dolezalek, 1972; Hays
and Roble, 1979); a eletricidade atmosferica local (Park and Dejnakarintra,
1973; Burke, 1975); o dinamo ionosférico (Heelis et alii, 1974; Forbes, 1981);
e a propagacao de campos elétricos magnetosfeéricos para regioces ionosféricas

ou da ionosfera para alturas menores da atmosfera (Mozer, 1971; Park, 1976).



Em geral, a atmosfera é um meio anisotropico. A presenga do cam
po magnetico terrestre introduz diregdes preferenciais no seu estado elétrico.
A condutividade direta (ou paralela), oy, representa a resposta do meio atmos
ferico a um campo elétrico existente ao longo do campo geomagnético. Em  uma
direcao perpendicular ao campo geomagnético, tem-se a condutividade Pedersen
(na direcao do campo elétrico), o1, e a condutividade Hall (perpendicular aos
campos magnético e elétrico), o». A Figura 1 mostra um perfil de condutividade
apropriado para o meio-dia e para regices equatoriais e de baixas latitudes.
Efeitos eletricos de baixa altitude (de origem troposférica ou estratosférica)
podem se fazer sentir em altitudes mais altas e vice-versa, A atmosfera é ele

tricamente acoplada em toda a sua extensao.

2 - CAMPOS ELETRICOS ATMOSFERICOS

0 campo eletrico existente na atmosfera pode apresentar diver
sas influencias. Basicamente, essas influéncias relacionam-se com as camadas
mais baixas da atmosfera e com a regiao ionizada das camadas mais altas, o que
define os campos elétricos de origem troposférica e de origem ionosférica, res

pectivamente,

Uma média de 2000 tempestades atmosfericas ativas em cada  ins
tante e espalhadas pelo globo terrestre originam os campos elétricos tr0posf§
ricos. As tempestades originam-se, primariamente, do aciumulo de regides de
particulas de &gua carregadas eletricamente, as nuvens de tempestade ("thun-
derclouds™). 0 acumulo de cargas positivas na parte superior da nuvem (tipica
mente de algumas dezenas de coulombs) e de cargas negativas (de magnitude si
milar) na sua parte inferior origina um campo elétrico que se aproxima do mo
delo de um dipolo. Campos eletricos de tempestade da ordem de 10°V/m podem
ser originados. Nuvens de tempestade usualmente atingem 10 a 12km de altura,

podendo chegar durante grandes tempestades a 20km ou mais.

As tempestades atmosféricas determinam o circuito eletrico at
mosferico de tempo bom. Elas atuam como um gerador de corrente no circuito
atmosférico global {(fornecendo uma corrente liquida positiva dirigida do topo
da nuvem de tempestade para a iomosfera e do chao para a base da nuvem) e man
tem globalmente o sistema associado de correntes elétricas, provocando uma di

ferenca média de potencial ionosfera—chao da ordem de 300kV. Em regioces 1i



vres de tempestades atmosféricas o sistema de correntes elétricas e dirigido
para baixo (fechando o circuito através da ionosfera e do chao), o que carac
teriza o campo eletrico vertical de tempo bom, com um valor proximo ao  chao
da ordem de 100V/m. Nas vizinhangcas de uma tempestade, as linhas de forca ver
ticais sao fortemente distorcidas, e o campo elétrico fica bastante alterado,

até se invertendo em direcao.

Na ionosfera, o mapeamento do campo elétrico magnetosférico ao
longo das linhas de forca do campo geomagnetico e o efeito dinamo pela acgao
de ventos neutros ao arrastar particulas carregadas atraves das linhas do cam
po geomagnético caracterizam os campos eletricos ionosféricos, Estes  campos
sao tipicamente da ordem de 1mV/m, em baixas latitudes; em altas latitudes,
devido a uma maior interacao ionosfera-magnetosfera, estes campos podem che
gar a 100mV/m; e em médias latitudes, entre 1 e 10mV/m. Campos eletricos io
nosféricos podem se mapear para baixas alturas até aproximadamente 10km, com
pouca atenuacdo em seu valor, O contrario também acontece. Isto é, campos elé
tricos horizontais de origem troposférica podem chegar as regices da ionosfe

ra, situadas sobre grandes tempestades atmosféricas, com valores até tmV/m,

Além dessas duas origens basicas, outras influéncias podem se
tornar importantes no estudo do campo elétrico atmosférico, 0 campo eletrico
orografico e o campo eletrico devido d precipitagdo de particulas na atmosfe
ra representam duas delas. Em ultimas analise, estas influencias traduzem-se
come perturbacoes no sistema de correntes elétricas de tempo bom, isto é, no

campo eletrico vertical de tempo bom,

0 campo elétrico orografico é agquela parcela do campo elétrico
atmosférico originada pela orografia terrestre. A Terra (o solo) pessui um
tempo de relaxacao elétrica da ordem de 107 °s, enaatmosfera proximo ao chao,
de aproximadamente 20min. Assim a Terra comporta-se como um bom condutor, fi
cando as linhas de forca do campo elétrico vertical de tempo bom perpendicula
res a sua superficie, que em regioes planas sao caracteristicamente verticais
e apontam para baixo. Em regioes montanhosas, no entanto, as linhas de forca
verticais sao distorcidas (apresentando uma componente horizontal do campo
elétrico) e esta distorcao pode chegar significantemente(dependendo do relevo

terrestre) até alturas da ordem de 50km,
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O campo elétrico relacionado a precipitacdo de particulas apare
ce devido a penetracdo na atmosfera de particulas energéticas vindas da mag
netosfera terrestre durante periodos magneticamente perturbados. A perda de
energia destas particulas em precipitacao por ionizacao-excitacao do ar neutro
origina uma regiao mais condutora que a sua vizinhanga, provocando uma irregu
laridade na condutividade, A regiao mais condutora tende a expulsar as linhas
eqliipotenciais do campo de tempo bom. Isto &, normalmente horizontais, estas
linhas eqliipotenciais afastam-se para cima e para baixo na regiao da irregula
ridade, forgando uma quase-perpendicularidade entre as linhas de forca do cam
po elétrico e o contorno (difuso) da irregularidade, e distorcendo as linhas
de forca do campo elétrico vertical de tempo bom, que apresenta agora um com
ponente horizontal (devido a precipitacao) nao-nula. Essa regido condutora po
de ser esperada em alturas onde outras fontes de ionizacao seriam menos efi
cientes, Os efeitos esperados na distorcao do campo elétrico atmosférico foram
medidos na regiao de precipitacac de particulas energéticas da Anomalia Mag

nética do Atlantico Sul (Gonzalez et alii, 1982).

3 - METODOS NUMERICOS DE RESOLUCAO

As Equagoes 1 representam uma ferramente largamente utilizada
nos estudos dos fenomenos da Eletricidade Atmosférica  anteriormente discuti

dos. Muitas vezes ela se apresenta na forma:

Lu(x) = ¢(x) (2a)
sendo:
2 2
Li=a ¢ yp2,52, F, (2b)
ox? ay? ax oy

onde A, C, D, E, F e G podem ser fungoes das variaveis independentes x ey e
da variavel dependente u(x,y) dentro da regiao de interesse. Sua solucdo é
obtida tanto com as condi¢oes de contorno de Dirichlet (12 categoria) quanto
com as de Neumann (2% categoria), ou com as de Cauchy-Robbins (32 categoria).
Em problemas de Eletricidade Atmosferica solugdes analiticas da Equacao 1 {ou
Equacao 2) sao raramente encontradas. Assim, para ter uma solucac sua, na

quase totalidade dos casos ela é simplificada (seja na sua forma, ou seja nas



hipoteses ad hoc empregadas). Com o advento de computadores mais poderosos e
rapidos e de técnicas numéricas mais elaboradas, tal analise pode ser trata
da numericamente e envolve a construcao de uma grade representativa da discre

tizacao da regiao de interesse.

Para sua abordagem numérica trés métodos sao discutidos a se
guir: o de Diferenca Finita, o de Integragao Direta e o de Elementos Finitos.
Aplicacdes aos diversos fenomenos ja discutidos serao mostrados na  proxima

secao, para condicoes de contorno de Dirichlet.

3.1 - DIFERENCA FINITA

0 método de Diferenca Finita consiste em substituir a regiao de
interesse por um conjunto finito de pontos (Figura 3). Nestes pontos, P, en
contra-se uma relacao linear que envolve o valor de u em P e em outros pontos
seus vizinhos, repetindo-se este raciocinio para outros pontos da grade (e.g.

Mitchell and Griffiths, 1980).

Com isto, uma solugao aproximada uj; para a solugao u(x,y) no
ponto P(x;,yj) pode ser obtida com:

a. + d

P . u.
1] 1+1,]

1,541 u .+e,,u, , =f..u..=G.,. (3)

" i

para i=1,2,3,...,m e j=1,2,3,...,n. Os pontos x=x,, X=Xy Y=Vo e y=y_,, re

presentam o contorno.

Ou ainda:

[
i

o=t (4)

. U. + Q. n., + T, u.
1—1i- =1 —1 1 —1+1 —1

para i=1,2,3,...,m, onde P. e Ii sao matrizes diagonais (de ordem n x n); Q; e
uma matriz tridiagonal (de ordem n x n); e u, er, sao vetores comn elementos

.= I Nt
cada (por exemplo,‘gi.—[uil, 1 ’conluij'"u(xi’yi))' Os vetores

u‘ LI 3 3

12°? s Yin
u, e u contem os n valores da funcao u nos pontos de contorno x = Xy e
=0 7 w4

X = X , respectivamente.
m+1



A primeira forma (Equacao 3) aplica-se a grades numeradas con
sistentemente para esquemas iterativos de pontos e a segunda (Equacao 4), a
uma numeracao consistente para esquemas iterativos da linha. Dutra (1982) traz
a descricao dos elementos matriciais, vetores e matrizes que aparecem nas

Equacoes 3 e 4,

3.2 - INTEGRAGAQ DIRETA (VARREDURA)

A Equacao 2 discretizada nos niveis y=¥ 5> j=1,2,3,...,n (Figu

ra 2) fornece:

u" +pu +qu-=r,

ufa) (5)

i
-

E(B) Y s

onde 0s vetores u e r contem n elementos, € as matrizes p e g sao diagonal e

P , P N T
tridiagonal {(de ordem m x n), respectivamente (Eﬂx):=[u1(x),u2(x),...,un(x)] ,
com uj(x):;u(x,yj)). 0s vetores u' e u" sao a primeira e a segunda derivadas

de u, e Y, e sao as condigoes de contorno em x=a e x=f, respectivamente.
- - —2

A solucao da Equacdo 5 representa um problema de contorno para
um sistema de equacces diferenciais ordinarias. A literatura existente € bas
tante escassa sob o ponto de vista de integracao direta. E comum encontrar-se

material relativamente farto para problemas de condicao inicial.

Com a mudanca de variavel u' = v e esquecendo por um momento a

segunda condigao de contormo, tem-se:

u'=v,
vi=-gu-pyv+r.

(6)
ua) =y ,
v =2,



onde } e um vetor (n elementos) ainda desconhecido, Dado o valor de X, este
sistema pode ser resolvido por metodos numéricos usuais, visto que € um pro

blema de condicao inicial comum.

0 objetivo volta-se assim para a procura de um vetor A, tal que

com a solucgao u(x;1) do Sistema 6, parametrizada em X, se temha u(Bs)) :

Isto &, que se anule o vetor-residuo f(x;A) := u(x;}) - X, no ponto x = B,

Pode-se mostrar que f£(x;1) = E(x,a)A + L(x,a), onde tanto a ma

triz E (de ordem n x n) como o vetor L (com n elementos) independem de X. Dai,

o vetor A, que, atraves do Sistema 6, soluciona a Equacao 5 € dado por:
Ao =E7H (B0 L (8,0). (7)

0 vetor L e a matriz E podem ser encontrados por um algoritmo
similar aquele usado para encontrar a matriz de transigaoc em sistema lineares
(Dutra, 1982).

3.3 - ELEMENTOS FINITOS

0 método de Elementos Finitos consiste em subdividir a regido
de interesse em sub-regioes, ¢, denominadas elementos finitos (Figura 4, no
caso bidimensional, com elementos triangulares)., Os vértices de cada elemento
sao denominados n0s, que sdao numerados globalmente em toda a regiao (nesta fi

gura tem—se 14 nos), 0s nos sao tambem numerados localmente (em cada elemento).

Uma aproximacdo para a solucao da Equacao 1 pode ser obtida con

siderando, inicialmente, que dentro de cada elemento genérico e¢ a funcao u(x)
varie como:
u(x) =

e e
e (4) Nj(g), (8)

—_
1=
fart

onde £ é o numero de nos do elemento, ui(j) € o valor aproximado de u no no j
do elemento e (correspondente a numeracao global k) e N§(§) e a fungao  inter
poladora do né j {que tem valor | nesse nd e se anula nos outros nos de ele
mento ou fora dele). Em geral, a Equacdo 8 nao satisfara a Equacao 1 exatamen
te, originando um residuo local r(x):=Lu(x)+G(x), onde L[:=V+(g+¥) e u € poten

cial elétrico,



0 problema reduz-se, em seguida, a encontrar os valores u que
k
anulem o residuo total, isto é, a soma dos residuos locais ponderades por pe

sos w.(x), em toda a regiao de interesse:

) [J Nig-(g-gp)dv + J N?GdV] =0 (9)
¢ Ve e
Deve-se notar que se considerou na Equacao 9 wi(E):=N§(§) (esco

lha de Galerkin). Pode~se mostrar que:

%

e =
¥ 1 255 W5 " ) J NGdv, (10a)
e 3=1 e’

onde

& e
TR [e INj- (g-N.7) dv (10b)

pode ser calculado usando a teoria de elementos isoparamétricos (Zienkiewicz,
1977) .

Combinando a dupla somatéria da Equacao 10 e com as condigdes

de contorno, tem-se finalmente:
EAik uk=Bi . (1)

onde A € uma matriz do tipo banda, com largura dependente da numeracao dos

nos, e de ordem dada pelo mimero total de nos.
4 - APLICACOES

Considerando um sistema de coordenadas cartesiano (x,y,zZ) - X na
direcao sul, y na direcao leste e z para cima - e para sistemas de correntes
solenoidais e campos elétricos quase-estiaticos e irrotacionais, pode-se escre
ver a Equagao 1 como:

3% %4

2 2
(0,c2+0,82) — + g, + (gys?+0,¢c?) 9%, 2(o, - o,)sc 28

ax? ay? az? 3xdy

-+
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O TN _&“[a_cg_a_%]sc]ﬂ+

- 9x Ix oy 8z 0z ax
,
Ix ay 0z 8y

+ {32& 3% se 4+ 82, 2% o 239 c*] 9 0,
LN 0% X ay 3z oz

com o tensor condutividade ¢ dado por:

2 2 -
0, 82+0 ¢ 0,5 (04-0,)sc
[g] := —-0,8 o, o,C . (12b)
- - 2 2
(o, ol)sc G, 0. ctHos

onde 5 = senl, ¢ = cosIl e I é o angulo de inclinacao do campo geomagnético.

Para a regiao equatorial tém-se:

2 2
012-3)—+010¢+[BGL-BUZ]%+[E+E-L]%=O (13)
3y2 9z2 oy dz / 9y 3y oz 9z
4,1 - CAMPO ELETRICO VERTICAL DE TEMPO BOM

Em regices onde nao existam gradientes horizontais, pode-se mos

trar que a Equagéo 12 fornece:

Z Z -1
m
o = vy [[F g [t )7, w
0 0052+01c2 0 0032+0102
onde zm € uma altura de referencia (usualmente no nivel da ionosfera). Deve

-se notar que ¢(0)=0 e, no caso de altas latitudes (I=90°), o comportamento
de ¢(z), nggzm, e dado pela condutividade direta e no caso de baixas latitu

des (I=0), pela condutividade Pedersen,

A variacao de ¢(z) com a altura é associada ao campo elétrico
vertical de tempo bom. A Figura 5 ilustra o padrao deste campo de tempo  bom,
tipico para baixas latitudes, por volta do meio-dia. Considerou-se
¢(zm):=¢(110km)=300kv (na regiao inosférica E).
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4.2 - MAPEAMENTO DO CAMPO ELETRICO IONOSFERICO

A solucao da Equacdo 13 pode ser obtida considerando as condi
¢oes de contorno apropriadas para a regido de interesse, no caso, um plano
vertical na direcao leste-oeste. A presenca do campo elétrico ionosférico ho
rizontal no contorno superior da regiao pode ser sentida em pontos mais bai
xos da atmosfera. Para sua modelagem, deve-se considerar que no contorno infe
rior, no chao, $=0; no superior, deve-se especificar a variacao
¢m(y) i= ¢(y,z ), onde z_ € a altura desse contorno na iomosfera; e nos contor
nos laterais, em pontos muito afastados da origem y=0, a solucao dessa equacao

deve reproduzir o sistema de correntes de tempo bom (Equagao 14),

A Figura 6 mostra a forma do potencial ionosférico ¢m(y) adota
da na modelagem. Os parametros L (que representa uma escala de variacdo) e Ad
caracterizam o campo elétrico ionosférico. A Figura 7 € um exemplo da configu
racao das isolinhas do campo elétrico horizontal existente entre 0 e 110km de
altura, que resultou da modelagem com ¢,=300kV, A¢=50V e L=50km (campo eletri
co ionosférico de 1mV/m)., Pode-se ver que mais de 507 do campo elétrico ionos
férico chega em alturas por volta de 30km. Tomando escalas maiores (acima de

aproximadamente 200km) quase 100% dele esta presente nessas alturas.

4.3 — CAMPOS E1ETRICOS OROGRAFICOS

Similarmente ao caso anterior, sao as condicoes de contorno que
determinam a modelagem dos campos elétricos orograficos. 0 contorno inferior

foi, entretanto, levemente alterado.

A grade empregada na discretizacao da regido de interesse esta
mostrada na Figura 8. Os parametros % e b definem a altura e a base, respecti
vamente, da montanha responsavel pelo campo orografico; os parametros ¢ e %
definem a regiao de transicao dos elementos de grade de forma retangulaxr para

retangular distorcido.

Tomando os elementos restantes da modelagem como na secao ante
rior {(com a diferenca de que se tem agora A¢=0, para analisar isoladamente os

efeitos das montanhas), a Figura 9 mostra as isolinhas do campo elétrico hori
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zontal, tracadas automaticamente por um 'plotter" (tracador), para dois casos:
h=5km, b=52km e Z=lkm e b=10km. Claramente percebe-se que montanhas maiores

levam maior influencia em alturas mais altas.

4,4 — CAMPOS ELETRICOS DEVIDO A IRREGULARIDADE NA CONDUTIVIDADE

A modelagem dos campos elétricos devido a irregularidade ilus
tra uma aplicacao onde os parametros intrinsecos do modelo sao modificados;

no caso, o temsor condutividade g.

A irregularidade na condutividade, supostamente centrada em

y=0 e z=2z, é caracterizada por um fator de aumento, que pode ser representads

por:
1+ q(z;A,zu,zi), se ly] £ Yoy e
f(y,z) := (15a)
y-5¥9)?
1 +exp |- [— q(z;A,zo,zi), se [y] > Yo,
Yo
onde:
FmT s 4
q(z;A,zo,zi) i= (A-1) exp [— [—;—l} ] s {(15b)
0

sendo s o sinal de y; A a amplitude do fator de aumento; e yo e zp indicam as
distancias de atenuacao horizontal e vertical, respectivamente, para a varia

cao de f(y,z).

Esta forma do fator de aumento procura indicar que existe uma
regiao (com extensao 2Y;) centrada em y=0, onde a sua variacao horizontal e
pequena e o seu valor aproxima-se da amplitude maxima. Na Equacao 15 em parti
cular, a sua variacao e nula e o seu valor maximo, isto e, £(y,z;) = A, se
|y| £ Yo. Deve-se notar que f(y -+ =, z >~ «) = 1, ou seja, longe da irregulari
dade a condutividade nao é alterada. O conjunto de parametros (A,yo,Yo,2Z0, Zi)

definem a influéncia da irregularidade).
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Com as condicoes de contorno similares as da Secao 4.2 (e ainda
com A¢=0) e para o conjunto dos parametros com os valores (10, 100km, O, 20km,
60km), a Figura 10 mostra as isolinhas do campo elétrico horizontal, tracadas
automaticamente, devido a irregularidade na condutividade. A linha tracejada
de forma elipsoidal indica os pontos da irregularidade distantes um compri
mento de atenuacac do seu centro. As linhas eqiiipotenciais também sdo mostra

das., Deve-se notar a expulsao das eqiiipotenciais de dentro da irregularidade.
5 - RESUMO

0s topicos discutidos neste trabalho mostram, apenas, uma breve
introducao aos métodos numéricos mais comumente empregados na resolucao de
equacoes diferenciais parciais de segunda ordem, aplicados a alguns fendmenos

da Eletricidade Atmosférica.

A escolha de um ou outro método nem sempre é obvia e as  vezes
demanda alguma experimentagao. Por exemplo, a resolucao da Equagdo 3 com o
classico método iterativo de sobre-relaxacdo sucessiva (SOR) requer o conheci
mento {(mesmo aproximado) do parametro de relaxacao se se deseja alcancar com
sucesso a solucao final. Essa resolucao feita de modo direto (desde que a gra
de naoc seja muito grande) pelo método de eliminacdo de Gauss, por exemplo,

pode ser imediata.

Para os modelos apresentados na Secao 4, 0s métodos utilizados
com sucesso foram o de Diferenca Finita (na forma da Equacao 4; com excecao
do campo elétrico orografico) e o de Elementos Finitos, este mostrando relati
va vantagem em relacao ao primeiro, principalmente devido a sua versatilidade.
0 método de Varredura naoc convergiu para a solucao desejada, o que indica em
principio a necessidade de um integrador mais robusto ou especifico para o

presente caso.

Por outro lado, a abordagem numérica discutida conduz normalmen
te a grandes e esparsos sistemas de equagoes algébricas. A resolucao automa
tica destes sistemas envolve, muitas vezes, um cuidado especial em seu armaze
namento na memoria de um computador e posterior manuseio, E, a conveniencia

entre um metodo de resolugao ou outro, iterativo ou direto, nem sempre € bem
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definida e depende principalmente das caracteristicas {(forma, sinal e magnitu

de dos elementos, etc.) da matriz-coeficiente do sistema de equagdes.
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Fig. 3 - Grade ilustrativa do método de Diferenca Finita.

Fig. 4 — Grade ilustrativa do metode de Elementos Finitos,
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Fig. 5 - Campo elétrico vertical de tempo bom.
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Fig. 6 - Distribuicao horizontal do potencial
ionosferico em z = z -
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