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Resumo/Notas

0 equilibrio hidrostatico estqvel de duas massas imisei
vets, concentrzcas, em rotagao ¢ em autogr’amtagao & independente da
for*ga centrifuga até termos de ordem Q2. 4ds perturbagses gravitacto-
nats deste equilibrio sdo as ondas de gmmdade externas se o nicleo
das massas é 85lido., Por outro lado, elas _sao ondas de gravidade in-
ternas e externas se o nucleo das massas é fluido. No primeiro caso,
o aumento do tamanho do nucleo diminui as frequéncias, No _segundo  ca
80, a estmtszagao é significativa especialmente para nucleos gran
des. As frequencias das ondas de gravidade externas aumentam com 0
aumento do tamanho do nucleo, e as frequéncias das ondas de gravidade
internas aumentam com a_diminuigao do tamanho do wicleo, Bm todos os
casos, as frequéncias sao independentes do sentido da rotagao, Além
dzsso, as perturbagoes ondulatorias de origem gravitacional devem sem
pre possuilr dirvegbes zonal e meridional, Futuramente este modelo vat
ser ampliado para wm de 3 camadas. Este modelo melhorado é muito Util
para descrever ondas de gravidade externas e imternas na  atmosfera
(ou oceano) terrestre.
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ABSTRACT

The stable hydrostatic equilibrium of two immiscible
magses, concentric, in rotation and autogravitation is independent of
centrifugal force up to terms of the order 0. The gravitational
perturbations of this equilibrium ave extermal gravity waves if the
nucleus of the masses is a solid. However, they ave internal and
external gravity waves if the nucleus of masses is a fluid. In the
first case, the increase of the nucleus size decreases the frequencies.
In the second case, the stratification is epecially significant for
big nuclei. The frequencies of the external gravity waves increase
with the increase of the nucleus size, and the frequencies of the
internal gravity waves inerease with the decrease of the nucleus size.
In all the cases, the frequencies are independent of the rotation
sense. Bestides, the wavy perturbations of gravitational origin must
always have zonal and meridional directions. In the future, this model
will be improved to one of three layers. This improved model is very
usefull for describing external and internal gravity waves in the
atmosphere (or ocean) of the earth.
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1. INTRODUCAOQ

0 equilibric hidrostatico em primeira aproximacio sera
independente dos efeitos da forga centrifuga se a rotacao for suficien
temente lenta. Considera-se neste caso o equilibrio hidrostatico esta
vel das massas imisciveis e concéntricas com geometrias esfericas
(Hada, 1985a). As pequenas perturbactes de origem gravitacional deste
equilibrio sdo oscilatorias no tempo se os efeitos dissipativos 530
despreziveis. 0 estudo de tais perturbagGes ondulatorias & essencial
mente uma investigacao das frequencias dos modos normais da configura
¢ao do equilibrio.

Nesta configuragao o niucleo das massas com densidade p,
€ sempre um solido ou um fluido, ao passo que a massa restante de den
sidade p, & sempre um outro fluido.de densidade menor ou digual a da
massa do nucleo. Ondas de gravidade externas ou ondas de gravidade ex
ternas e internas serao geradas se o nucleo for um solido ou fluido,
respectivamente.

2. EQUACDES GOVERNANTES

As equagOes governantes para ondas de gravidade em geome
tria esferica foram deduzidas por Hada {1985b). Elas sdo:
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onde u e cos(e), R e o raio das esferas, y € a velocidade potencial e

¢ € o potencial gravitacional. Aqui 6 @ a latitude e v e ¢

por:

=
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=
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onde = e um parametro de magnitude pequena representado por:

9]

v 7Gp,

w(ﬂ) e w(l) + 0(e2) ,

3(0) 4+ ¢ (1) + 0(e2?) ,

sao dados

(6)

(7)

que € essencialmente uma medida da influéncia da rotacdo nas ondas de

gravidade.

Se o nucleo for solido, as condicGes de contorno serao:

(8)

(9)

(10}

(1)

(12)

(13)
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para o contorno exterior R=1, Aqui ¢ e igual a 1-p1/p,.

Se o nucleo for fluido, as Condigoes 9,11 e12 tambem se
rao validas. As condicdes restantes sao:
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0
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o0 4§ 2500 S0 . Ly 80 2o g

para o contorno exterior R=l.

As equagoes acima descreverao as ondas de gravidade exter
na se o nucleo for solido, ou externas e internas se o nucleo for flui
do.



3. ONDAS DE GRAVIDADE EXTERNAS

As equacoes governantes das.ondas de gravidade externas
sao dadas pelas Equagoes 1 a 4 e pelas Condi¢es de Contorno 8 a 14. A
solugao geral das Equagbes 1 e 2 para i=0 e do tipo:

wgo) = [(n+1) R™ + n a2n=1 p=n-1] A, Yﬂ . (21)
2(0) ] r B, R" |
¢£0) = 1 6y R™ + o RT Yﬁ : (22)
\ ¢(0) ) E“ R J
tespectivamente.

Usando as condigdes de contorno 8 a 14 obtém-se os auto
valores:

o n(n+1) [1 - ({?)2n+1] [1 - E:%T'%? ].jL |

b

(23)
nel + n(-2)2"MFL
b

onde a € 0 raio do nucleo e b @ 0 rajo da massa externa concentrica,
quando ambos estao no equilibrio, e p & a densidade media representada
por:

P (24)
4 =Gb

Na Equagao 24 g e a aceleracao da gravidade dada por G(M; + M,)}/b%, e
M, e M, sao as massas correspondentes as densidades p; e p,.



Dois casos particulares de frequencias da Equacdo 24 po
dem ser considerados. No primeiro caso tem-se a » 0 e p +~ p, com fre
quencia simplificada dada por:

S(0)2 2 2n(n-1) g (25)
n+l b

0 segundo caso e a aproximacao agua rasa, istoc e, a =b~h com h <<a ~b.
Assim, supondo n << b/h, tem-se:

a(0)2 < n(n+1) [1 - EéiT Eé-] gh | (26)
n+ o}

que sao as frequencias das ondas de gravidade irrotacionais de um flui
do delgado sobre uma esfera solida (Terra). 0 fator 3pzf(2n+1)E'corre§
ponde a contribui¢do gravitacional devida 3 massa fluida de densidade
P2
Na geometria plana, pode-se admitir que n @ proporcional

a b/a, ou melhor, n=kb, onde k funciona como um numero de onda. Assim,
a Equagao de Frequéncia (23) fica reduzida a:

5(0)% = gk tanh (kh) . (27)
Se |kh| < n/2 ou L > 4h, sendo L uma escala de comprimento horizontal,

o(0)% = k2gh , (28)
e se |kh| >~ ou L << h,

o{0)? = gk . (29)

Para i=1, verifica-se facilmente que ofl) = 0. Isto sig
nifica que o sentido da rotacao nao influi nas frequencias das ondas
de gravidade externa pelo menos ate termos de ordem Q.



Os resultados obtidos acima s0 sdo validos para m#0,pois
as Equagoes 3 e 4 devem ser satisfeitas. Fisicamente isto significa
que as perturbacoes gravitacionais existem em ambas as diregoes (zo0
nal e meridional); porem, ndo se pode ter estas perturbacbes somente
em uma direcao especifica.

4. ONDAS DE GRAVIDADE EXTERNAS E INTERNAS

A solucdo geral das Equacdes 1 e 2 & da forma:

wlo) AR"

_ m

- ", (30)
ol0) BR" + cR™™"?
${0) R"
8§0) ER" + FR™™L ¥, (31)

n
¢g0) GR-n—l
J " J
respectivamente.

Usando as Condigoes de Contorno 9, 11, 12, 15, 16,17,18,
19 e 20 obtem-se:

aol® 1 a(0) 40, (32)

onde:
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A Equacado de Frequencia (32) representa as ondas de gravidade externas
e internas, simultaneamente. Desde que as ondas de gravidade externas
sa0 de ordem unitaria quando p, ~ p,, pode-se concluir que:



+(0)% = 2n(n-] +[1-&L]-1[0_22_"("_“_l-2i 2n2(n-1)

ex 3(2n+1) pp N+l p1 3(n+1) oy 3{2n+1)(n+1)
_ 2n(n-1) } (220 (35)
3(2n#1) | b

Observa-se que o segundo termo do ladoe direito da Equagao 35, e nulo
quando p; = pp ou a=0. Por outro lado, este termo tornar-se-a signifi
cativo quando o nucleo fluido for de raio grande.

A frequencia das ondas de gravidade internas quando
py ~ pp deve ser de ordem v £ . Com esta suposicao conclui-se que:

2
n ,p P1 a,2n+tl
—E - )
0(0)2=g 3 02 P2 [ :| {36)

Nota-se, portanto, que as frequencias das ondas de gravidade internas
diminuem com o aumento do raio do nucleo fluido.

De modo analogo ao caso do nucleo solido, pode-se provar
que o{1) = 0 tambem para o caso do nucleo fluido. Portanto, o sentido
na solucao tambem nao influi nas frequencias das ondas de gravidade ex
terna e interna ate termos de ordem Q.

5. CONCLUSODES

As ondas de gravidade externas num fluido homogeneo que
envolve um nucleo homogeneo solido mais pesado poderao representar um
modelo terrestre quando o fluido for delgado, ou um modelo de planeta
que tenha um nucleo de tamanho desconhecido (por exemplo, Jupiter). A
principal conclusao sobre as frequencias destas ondas & de que o aumen
to do raio do nlcleo solido diminui suas frequéencias.



Quando tanto a massa do nucleo quanto a massa que envol
ve 0 nucleo forem fluidas, podem-se ter ondas de gravidade internas e
externas. Isto sera um modelo de planeta (se existir). Se as densida-
des p; e p, das massas forem proximas, as ondas de gravidade externas
poderac ser desacopladas das internas. Nota-se que a extratificagdo e
significativa especialmente para nicleos grandes. Neste caso,a frequen
cia das ondas de gravidade externa aumenta, enquanto a das ondas de
gravidade internas diminui,

Seja o niicleo solido ou nao, o sentido da rotacao nao
afeta as frequencias das ondas de gravidade até termos de ordem . Além
disso, as perturbagdes ondulatorias de origem gravitacional sempre de
vem possuir diregdes zonal e meridional.

Futuramente este trabalho pode ser ampliado para um mode
lo de tres camadas, sendo o nucleo um solido e as duas camadas restan
tes constituidas de fluidos. Este modelo & particularmente interessan
te para descrever ondas de gravidade externas e internas da atmosfera
ou oceanos terrestres,
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