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Resumo

A geragao de superficies livres da maneira proposta por Coons & largamente
utilizada em prOJetos de carrocerlas, carenagens e outras superficies de gran
de complexldade, impossiveis de ser descritas analiticamente. Para a descrlcao
das "gaiolas" (grades) que descrevem prlmarlamﬂnte estas superf1c1es, sdo tra

dicionaimente utilizados 1nterpoladores do tipo Bézier ou "B-Spline" de grande

eflcxencla computacional, porem com & desvantagem de que os pontos de controle
0ao pertencem, em geral, ds curvas geradas, o que dificulta as modificagoes do
projeto. O pr&sente trabalho propde, para a gera¢dc das gaiolas, ¢ método cha
mado "Spllnes Ponderados, de grande eficiémcia computacional e sem a restr1
¢do acima mencionada sobre os pontos de controle, que pertencem as Curvas gera
das. Este método mostra ser uma decorréncia muito particular das ideias de
Coons.

The Surface Generation using weighted splines.

Abstract

The surface generating method proposed by Coons is very much used in
designing automobile bodies, ship hulls and other complex forms which are
impossible to be analytically described. In order to describe the "cages"
which basically provide these surfaces, Bézier or B-Spline methods are
traditionally used. But these have a disadvantage as the control points do not
belong to the generated curves and this creates difficulties in modifying che
design. The present work proposes, for generating the cages, 2 method known as
Weighted Splines of a great computational efficiency and without the
restriction regarding the control points, as in this methed they belong to the

generated curves. This method is shown to be a particular case of Coons'

ideas.

1. 0 METODO DE COONS
a) A Equacac da Superficie

Ro inicioda década de 60, foi desenvolvi

do no MIT (Massachusetts Institute of
Tecnology) (Coons, 1967} um metodo de interpo
lagao de superficies livres. Sua idéia cen
tral é a seguinte:

Suponha-se um "retalho" da superficie, co

mo visto na Figura 1,1, definido pelas suas
quatro bordas, Estas bordas podem ser defini
das parametrlcamente ou até mesme ponto a pon
to. A dnica restricldo € que se fecham nos qua
ey cantos.

Estas quatro bordas, definidas em coorde
nadas naturais, denominam-se g.

Pode-gse verificar imediatamente que a equa
gdo de Juperficie abaixo contém as quatro cur
vas § que definem as bordas e & definida por
elas:

(u, w) = I g{i, w) P {u)+
i=0,1

T gflu, i) Fi(w) *
i

T gli, j} Fi(u)'F.(wﬁ
i=0,1 3=0,1 J

A k1]
AR LUN
Ao Altal
Mol Mu.0F e 101

Fig. 1.1 -Retalho dd suparficie.
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As fungdes Fi (i=0,1) chamam-se Fungdes

de migtura e impdem-se ds mencionadas as se
guintes condxgoes de contorno para que as bor
das pertengam a superficie.

Fi(j) L Gi’jo (1.2)

A Equagdo 1.1 representa um ponto {u,w)
no interior do retalho, come uma mistura das
quatro bordas g ponderadas pelas fungoes Fi'
0 termo substrativo e devido ao fato de qie
os quatro cantos g(i,j) sdo comuns 3s bordas
g e, portanto, aparecem duas vezes.

Uma outra restrigdo sobre as fungdes F,

é que elas sejam continuas no intervalo (0,
1) para que a superf1c1e gerada também o se
Ja, e que sejam monotdnicas para que a super
ficie wndo apresente rugosidades mo interior
do retalho.

b) Continuidade da Superficie.

Dados dois retalhos adjacentes, como na
Figura 1,2 abaixo,as superfic1es definidas ne
les pela Equacao 1.1 sdo partes de uma super
ficie continua, ja que as partes  correspon
dentes a cada retalho contem a borda comum.

Fig. 1.2 - Retalhos adjacentes.

¢) Continuidade da Inclinacaoe

Verificada a continuidade da transicdo en

tre dois retalhos, seria interessante inveg

tigar a continuidade das derivadas primeiras
sobre a borda comum. Pode ser verificade de

maneira imediata que se impuserem as restri

coea:

Fi{j) =0 i,j =0,1 (1.3}

a Equacdo 1.1 derivada, as derivadas de Z ac
longo da borda comum aos dois retalhos da Fi
gura 1.2 serac dadas pela expressdo  abaixo
(escrita em termos das coordenadas do retalho
da esquerda):

z(1, w), = L g1, i)u Fi(w), (1.4)
i=0,1

onde o subsecrito indica a coordemada em rzla

¢do 3 gual a Equacdo 1.1 foi derivada. Dada
a simetria da Equacao 1.1, esta wverificacdo
vale para uma borda qualquer.

d) Continuidade da Curvatura

Racioeinio andloge leva a que, para o ca
so da segunda derivada, a imposicao de

Fi' (i)=0 i, j = 0,1 (1.5)

garanta a continuidade da curvatura, que te
ra a seguinte expressao:

z(1’ w)uu = L

L E D R@. e

e) Continuidade de Derivadas de Maior Ordem

Por prosseguimento do raciocinio dos dois
itens anteriores, pode-se garantir a continui
dade de derivadas de qualquer ordem,

2. ESPECIFICACAO DE INCLINAGAOQ NAS BORDAS

E frequente, na prdtica, anecessidade de
impor o valor das derivadas em uma  superfi
cie a ser interpolada, O método acima garan
te a continuidade da inclinagdo, mas em com
pensacdo esta € rigidamente estabelecida em
funedo das derivadas dos cantos. (Equagao 1.
4.

Para obrigar as derivadas ao longo das
bordas do retalho a ter valores impostos por
conidgoes externas, pode—se proceder de manei
ra analoga, isto &, imaginar uma Superflcle
corretora que s¢ possa adicionar & interior
(Equagdo 1.1} e que promova o valor desejado
av longo das bordas, mantendo inalterada a
superficie (e a curvatura, se necessario) ao
longo das bordas.

Seja a superficie

afu, v} = I (i, W, 6 (u) +
ie,1

« T flu, §) G.(w)+

i=0,1 voJ

- I z

£(i, i)
iv0,1 j=0,1 u

Gi(u) Gj(w). 2.1

De maneira amdloga ac caso anterior, as con
dicdes impostas as funcoes de mistura, para
atingir os mencionados proposites, serao:

Gi(J) =0
Gi(j) = 5i,ir i, 3 =0,1.
reisy o
6i'G) =0 (2.2)

Uma simples derivacdo e algumas substitui
¢des mostram que a superficie alu, w} (Equa
cao 2.1) satisfaz aos requisitos menciomados
de alterar a inclinacao ao loungo das bordas
sem alterar a continuidade da superficie nem
de sua curvatura.

Como 2 validade desta superficie correto
ra @ somente no interior do retalho, ela po
de ser usada para quebrar a continuidade da
inclinacdo que a Equacdo 1.1 obriga normal
mente.



Deve- e as G
ve-ge notar qu fungoes fu, fw’ e fuw

da Equagao 2.1 serdc a diferenca entre os
valores que se quer impor as derivadas e as
1nclznacoes geradas pela superficie da Equa
géo 1.1,

Analogamente podem-se corrigir derivadas
de qualquer ordem.

3. GERAGAO DA GAIOLA

0 exposto nas secoes auterloreSpermltege
Tar superflcles bastante gerais por justapo
sicdo de varios retalhos. Pensando ma borda
destas superficies, € como se houvesse uma

"gaiola” de arame a qual se desejasse  ajus

tar uma superficie.

Ordinariamente tem-se apenas os vértices
dos retalhos; a partir destes, ter-se-ia de
gerar a “gaiola" para entdo utilizar o méto
do de Coons. -

Existem muitas maneiras de obter os "ara
mes" da gaiocla - interpelagoes polinomiais do
tipo Lagrange, Hermite, etc., "Splines" cubi
eos, curvas de Bézier "B-Splines", ete. Os
tres primeiros métodos mencionados tém duas
desvantagens - o grande esforceo
nal e a falta de garantia de que se gerara
uma curva suave. Os dois dltimos sdo extrema
mente rapldos, fornecem curvas suaves, WaS,
a0 contrdrio dos métodos anteriores, os pon
tos usades para gerar as linhas nao pertencem
& curva, a excessdo dos extremos.

Aqui se propée um interpolader alternati

vo chamado “"Spline" Ponderado (Costa, 1980),
extremamente rapido, Suave e com pontos per
tencentes i curva gerada. Este wétodo & uma
extensao imediata das idéias de Coons, aduas
dimensoes apenas.

a) "Spline” Ponderado

Suponha-se uma sequéncia de pontos 1, 2,
ceey =1, i, ie1, 142, ..., n pelos quais se
deseja ajustar um particular “arame" da gaio
la:

Para obter o segmento (i, i+1) do "arame"
levam-se em conta tawbém os pomtos (i-1) e

(i+2), que fornecem, em conjunto com os ante

riores, a tendéncia geral da curva antes e
depois do segmente. Por cada um dos termos de
pontos ((i, i+1, i+2) e (i-1, i, i+1)) assim

tomados. interpolam-se dois arcos de  pardba
las, hg e h,.
Imagina-se, neste caso, que a  segmento

(i, i+1) do arame seja representads, analega
mente ao caso tridimensional, por uma mistu
ra conveniente dos dois arcos de parabola wno
intervalo considerado da forma

computacio

P(x) = & A.(x)h, (x), (3.1)
- i i
i=0,
onde o0s A, serio as funcSes de mistura, as
quais pedérdo ser exatamente as mesmas do ca
so tridimensional.

Mostram-se em seguida funcoes de mistura
polinomiais. Para garantir a continuidade da
curva e suas duas primeiras derivadas, um po
lindmio interpolador entre os pontos i e i+l
teria de ser no minimo do 59 grau.

Como os arcos da pardbola 34 tém grau
dois, passa-se 4 examinar a existémcia de
dois polindmios de 39 grau que satisfacam as
condigoes de continuidade seguintes:

s
xi(J) =0

ATT) + A1) = 0

(30

s §=0,1 (3.2)

Embora haja claramente mais equagdes que
incognitas a determimar, pode-se ver que as
duas solucaes seguintes satisfazem atodas as
condigoes:

1°=233-3x2+1
Ay = 1~ kg = =2x% & 3x%, (3.3)

Oz polindmios acima garantem as continui
dades de curva, primeira e segunda derivadas’,
satisfazendo a Condicdo 3.2. Ndo satisfazen
contudo as Condicoes 1.2, 1.3 e 1.5 simulta
neamente; -somente a 1.2 e a t.3. Seu uso pa
ra a fungdo de mistura sobre um retalho so ga
rantira, portanto, continuidade até a primei
ra derivada.

b} Arco Corretor da Inc¢linacdo

A exemplo da superficie corretora para as
inelinagcoes do caso tridimensional, podem-se
especificar inclinagoes para os extremos do
segmentp e obter um arco corretor aditive que
dé conta da diferenca entre as inclinagoes
interpolada e desejada.

0 arco corretor teria a seguinte equagdo:

Cix) = . Z Ti(x) Di' (3.8
i=0,1

onde os v,(x) seriam as fungles de mistura e

os Di’ as derivadas nos extremos de segmento.

As condigoes de contorno seriam evidentemen

bet

Yi(j) =0

Y;_(j) = si,j i, j =0,1.
1173 —

vi'3)r =0 (3.5)

Considerando somente as duas primeiras res
trigoes, encontram-ge:



volx) = x® - 2x% + x,

ri(x) = x* - x*, (3.6)

A Figura 3.1 apresenta o exemplo de uma
Turva interpolads por este método, que passa
por 5{cinco) pontos. Na Figura 3.2 tém-se os
mesmos pontos, mas virias imclinacces foram
impostas para a curva no terceiro ponto.

A Flgura 3.3 mostra uma ampliacao da re
gido a volta do terceiro ponto, e finalmente
a Figura 3.4 mostra uma superficie gerada pe
lo interpolador acima.

4. CONCLUSOES

A extensio do caso bidimensional do méto
do de Coons aqui proposta apresenta reais van
tagens sobre interpolagoes tradicionais),
quais sejam: o pequenc esforco computacional,
que ¢ linearmente crescente com o numerc de
pontog a interpolar; garante a suavidade dos
segmentos interpolados; passa por todos os
pentos de controle; garante continuidade de
qualquer ordem (desde que se pague o devido
custo computacional); e possibilita controle
completo sobre as derivadas nos pontos, o que
permlte eSpeCLELcé-los. como podem fazer os
métodos mais complexos, e até mesme gerar des
continuidades das curvas nos referidos pon
tos sem que o nimero seja aumentado. -

-#
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Fig. 3.1 ~ Curva originral.
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Fig. 3.2 = Curva original com inclina¢des es
pecificadas.
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Fig. 3.3 - Ampliacao da regido 3 volta do
terceiro ponto.



Fig. 3.4 - Exemplo de superficie gerada pelo interpolador.
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