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Diversae contribuigbes na drea de suavizoedo de dados témpos
aibilitade uma mator utilizagGo desta téenica mo processamento em lote de
medidas escalaves com vuidos. Notadamente, a teéenica de suauizagao por seg
mentos polinomiais (fungdo "spline"), que permite obter uma solugdc otima
segundo um dodo eritério de otimalidade, é de faecil wtilizagao, ainda que,
em certas aplicagbes, requeira um MUMEro demasiadamente grande de coeficien
tes a cer armazenados (proporeional ao mumero de medidas). O objetivo des
te trabalhe & obter wma solugao subotime para a suavizacae de dados peric
dicos, caracterizada por poucos coeficientes em comparacac com a solugdo
por "spline". Para tanto, opera-se no dominio da frequéncia. Tambem ¢  de
senvolvido wn suavizador ndo-pericdica para medidas continuas, o qual  se
relaeiona com o filtro de Butterworth. Uma aplicagdo com N dados  pertodi
cos, uniformemente espagados, evidenciq economia obtida no mumero de coe
ficientes (em termos conservadores, proporeional a Y ), sem degradar o de
sempenho, Os procedimentos desenvolvidos permitem variar a ordem da suavt
aagdo, que determina a forma da solugdo, sem alterar @ estrutura das equa
goes.
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Re sumo

.

Diversas contribuicdes na area de suavizacio de dados tém possibilitado
uma maior utilizacio desta técnica no processamento em lote de medidas esca
lares com ruidos. Notadamente, a técnica de suavizagao por Sepmentos poliﬁg
miais {funcdo "spline"), que permite obter uma solucdc otima segunde um dado
eritéric de otimalidade, é de facil utilizacdo, ainda que, em certas aplica
coes, requeira um numero demasiadamente grande de coeficientes a ser armaze
nados (proporcienal ao nimero de medidas). O objetive deste trabalhe € obter
uma solucaoc subdtima para a suavizacio de dados periodicos, caracterizada por
poucos coeficientes em comparacio com a solugao por "spline™. Paratanta, ope
ra-se no dominio da frequencia. Também € desenvolvide um suvavizador nao-pe
riddico para medidas continuas, o qual se relaciona com o filtro de
Butterworth. Uma aplicacdo com N dados pericdicos, uniformemente espacgados,
evidencia a economia obtida no niumero de coeficientes (em termos conservado
res, proporcional & YN ), sem degradar o desempenho. 0s procedimentes desen
volvidos permitem variar a ordem da suavizagdo, que determina a forma da so
lugio, sem alterar a estrutura das equagdes,

Smoothing on the Frequency Pomain

Abstract

Several contributions on data smoothing theory have provided a  preater

wutilization of this technique on noisy scalar measurements batch processing.

The smoothing technique by spline functiom, that allows to have an optimal
solution in a given sense, has specially easy utilization, nevertheless in
gome specific cases it demands the storage of an excessive number of
coefficients (propertional to the number of measurements). The objective of
this work is to construct a suboptimal solution for periodic data smoothing,
characterized by few coefficients when compared with spline solution, On this
purpose, on works on frequemcy domain. A nonperiedic smoother for continuous
megsurements, that is closely related with Butterworth filter 1is also
developed. An application example with N equally spaced data shows the saving
in number of coefficients (propertional to YN ) obtained without decay of
performance. The order of smoothing, that specifies the shape of the golutiom,
can be modified with no modification in the structure of the equations, On
both developed procedures. -

1. INTRODUCAO

Técnicas de suavizacio de dados com rui
dos tém encontrado uma diversidade promisso
ra de aplicagbes que abrangem protlemas em

Geofisica, Meteorologia e Medicina, entre ou

tros. Seu uso, além de permitir a redugdo da
incerteza em dados levantados experimental
mente, aplica-se 3 solugdo numérica de equa
coes integro-diferenciais e & analise espec
tral. Ums das técnicas de suavizacdo existen
tes foi inicialmente formulada por Withaker,
em 1923, e vem adquirindo um grau crescentc
de sofisticacac atraveés de vdrios trabalhos
publicados nos oltimes anos, come o5 de
Reinsch {1967), De Boor (1978}, Wahba (1975),
Craven e Wahba (1979} e VUtreras Diaz (1980).
A base conceitual desta técnica consiste em

dada uma sequencia de medidas {y(t;), i = 1,
.+., n} corrompidas por um ruido aleatorio,
cbter a funcao gft) que minimizauma dada nor
mz da diferenca entre g(t) e y(t), acrescida
de uma dada fungdo penalidade, a qual wvisa
inibir a presenca de caracteristicas espu
reas ac fenomeno observado. A solucao deve
assim satisfazer a um compromisso de equili
brio entre fidelidade As medidas e ds carac
teristicas do fendmeno.

Neste trabalho considera-se o caso, bas
tante explorado, em que a norma € amédia qua
drdtica ponderada pelo inverso do quadrado
da ‘incerteza mnas medidas, e a funcdo penali
dade &:



1
o f e @izt ,
0
onde « € R¥ e ¢ € N sdo, respectivamente, o
grau e a ordem de suavizacao. A solugao des
te problema € do tipo "splime" suave polino
mial de grau {20- 1) e caracteriza-se por
20{n- 1} coeficientes. A principal contribul
¢ao deste trabalhs € obter uma solucho subotl
ma pata este mesmo problema, valida para fe
nomenos periddicos, que se caracteriza por
ter poucos coeficientes em comparagdo com a
solucioe do tipe "spline', sem contudo compro
meter a qualidade dos resultados. Para isto
restringe-se g(t) a um subespaco conveniente
de funcoes e opera-se no dominie da -frequen
cia. Uma outra contribuigac refere-se a ob
tencio de up suavizador nao-periddico para °
caso de medidas continuas.

2, DEFINICDES BASICAS

Este item decica-se a definigbes a  ser
utilizadas nas Segoes 3 e 4.

Seja E§ o espago de fungoes periddicas
do tipo:

]
g(t) = Cp + i {c, coskuwet +
k=1

* Sk senk wot], wo = ZTE . (1

onde T é o periodo e Ck e Sy sdo reais, tais
que:

w -
T (wol)’C[ct + 521, # & € [0,0]
kel -
geja finito. Define-se o seguinte operador:
IS )
Dp[g(t),o] 8§ (ue)’[c, coslkupt +
k=1
n
+ 5 0) + 5 senlkuwp t +
+ %— )], 0 >0,

glt) € ng ) (2)

Seja E® ¢ espaco de funcdes nac-periodicas
do tipo:

L]

glt) "4? L [Clw)eoswt + S{w)senut]da =
"%E J“ G(m)e—jwtdw . (3)

onde Glw) = Clw) + i8(w), que & a transforma
da de Fourier de g(t}, é tal que:

L]
L [ W 0rc? {w) + 8% (0} )du, ¥ 0 € 10,0]
]
geja finito, Define-se o seguinte operador:

D[glt),0] g—:r— J ma{C(m)cos(mt * % o)+
o

+ S(w)sen(ut +-1£— o) ]du =

-5 fjﬂ(—ju)oc(w)e-jmtdm ,

020, g(c)en". (4)

Note-se que os operadores Dp e D apresentam
as seguintes propriedades:

Dp[agl(t)-kbgz(t),c] = aDp[g;(t),o] +

+ pr[gz(t),U]
A 5 [ete),0-1] = D_[g(t),0]
dtpg ’ —pg ’

dﬂ
p_[glt),0) === g(t), ¥ 0 €N
P d:a

Dlag:(t) + bgz(t),0) = aDfgi(t),0] +

+ bD[g2(t),0]

S plg(e),0-1 = Dlg(®),0]

, do
plglt),e] = -—ag(t), gyo €N
dt

que estabelecem uma analogia com o operador
derivada para as funcoes definidas em Eg e
EY, respectivamente, exceto pelo fato de ad
pitirem também ordens ¢ € R.

Definem-se ainda os seguintesoperadores:

T
1 2
Pp[g(t),o] A L {Dp[g(t),o]} de , (537

glt) € E: .

Ple(t),0]) gr {p{g(t),0}}de , T8

g(ty € £° .

Substituindo as Definicdes 2 e 3, respec
tivamente, nas Definicdes 5 e 6, obtem-se,
apos caleulos diretos:

1% 20 2y
Pp[g(t),ol =5 k{ (kuwe) [C;-fskl. n

Pig(t),o] =~—T‘?rw20[cz ) + 5% (w)1dw . (8)
]

Finalizando este item, seja Eg’K o subes
pago de Ef definido pela seguinte base:

kN



$lt) A {1:cosuwat ¢ ... 2 cOSKugt:

: Beniwpt 3 ».a : senKaet}' (9

composto dos elementos Ep, que possuem Ck e
Sy nulos para todo k > K. Assim as fungdes
definidas em Eg’K sac do tipo:

gle) = ¢' ()X,

onde X € B*X*! & dado por:

X ={1:C1:Czt~,...:CK=
387 18228 cau t SK}' .

3, SUAVIZACAO PERIGDICA

0 problema da suaviza¢de pericdica pode
ser Enunclado da seguinte forma: encontre uma
aproximacao f (t) para a Ffungio pericdica
f(t), tal que fp(t) seja solugao de:

Inf{ Dolele ) -yl Ny +

imi
¢,K
+ QPP[S(t)’ol} r B ¢ Ep » (10)

onde y(tl) ¢ uma medida de £(tj) corrompida
por um ruidc aleatorio ej, conforme o seguin
te modelo:

y(ti) - f(ti} +eg, ﬁ{ei] =0,
c;'l.l"j (f‘)

E{e.e.} =
rd o, izj,

onde E{+} indica o operador esperanga.

Utilizando as Equagoes 1, 7 e %, pode-se

reescrever a Relagdo 10 na seguinte forma ve

torial:
Ep(:) - ¢T(0)X , (12)
onde X minimiza a seguinte fungio:

JP(x) o [F'K-Y]TE M FIX-Y) +

+ BX'MX , (13
& -
FerR™ ¥ yeg®, ser™,
M g m2R* %K+ g 535 definidos por:

Fa{aer) ¢ ¢(ea)s i ofe )}, (14)

¥ A Iy(td s yle2) z oans y(tn)}' , (s

zpo; . diag(a 1 a3 toeee o;) , (18) .

1 o 2
o An E Ui »
im1
M A diag(0 9.2%%: ... Kza.
20
129022 L 0. (17)
1 -2 20
B g‘j““ Gy Wy . (18)

A solucdo deste problema conduz a um fil
tro linear em Y, dado por: -

Xelrs e aMTFE Y. (19

Utilizando as Equacdes 12 e 19 e definin
do: -

YA {fp(r.l): fp(tg): :EP{tn)} . (200

1

CrrepyTtreT 2D

AAF'([FE

verifica-se gue:
¥=av. T (22)

O fato de Y ser linear em Y permite que
o grau de suavizacao u seja a;us:adopelosnm
todos utilizados, no case de suavizagido por
Mgpline™, por Craven e Wahba (1979) e Lopes,
(1984). Assim sendo, o valor c* mais indicado
para o deve minimizar o estimador nao-tenden
cioso do desvio médio quadratice normalizado
de Ep(t) emrelacdo a £(r), 0(a), definido
por:

5% Ak (1E-¥)" = (R Y]
col tr(2a-11, a ERY, @1

2 -
caso se conheca o valer de agy. Caso  contra
rio, a* deve, segundu o metodo de validagac
cruzada, minimizar a seguinte fungdo:

vio) = [¥-1)°2 7 (¥-¥).
L ler(r-a)1"F , a ERY . T (28)
Em anbos os casos o* pode ser obtido nu

mericamente por inspecao das Relagdes 23 ou
24.

Enfocando agora o caso particular em que
Z é a matriz identidade e os instantes tj sao
igualmente espagades dentre do periodo, veri
fica-se que as Equacoes 1%9e 21 reduzem-se- a:

=g FY, (25)

A=F'Q F, _ (26)

onde:
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Este caso torna-se portanto simples e
atrativo, ja que a inversao matricial neces
siria ao calculo de A fica imediata, e o tra
co de A, Gtil mo calcule de o*, também € fa
cilmente calculado por: -

-1

tr(a) = te[F' Q' F) = tr[QF F F'] =

- k 1’ 20, -1
FRE et ) (e )T, 28
k=1 *

A ordem de suavizacao, 0, deve ser esco
1hida de acordo com o femomene observade le
vando em conta o seu significado em termos
da fungio penalidade, O valer ¢ = 2 (comumen
te utilizado em suavizacae por “spline", a
qual resulta na "spline" suave cibica) impli
ca uma suavizacio que minimiza as aceleracoes
ou trepidacbes espireas. Valores nao inteiros,
_embora ndo estejam diretamente associados a
qualquer significade fisico, conduzem a sua
vizacoes que podem ser interpretadas como re
sultados de transigao entre duas suavizagbes
de ordens inteiras consecutivas, Note-se que
a estrutura da solugio obtida € a mesma para
difercontes valores de ordem ¢ {até mesmo va
lores reais), sendo esta tratada apenas camo
um patrametre da mesma forma que o grau a, em
contraste com a suavizacao por "spline”, em
que tante o numere de coeficientes como a com
plexidade da solucdo aumentam substancialmen
te com a ordem 0. Por outro lado, surge a me
cessidade de determinar o indice K referente
ao subespaco ES+K, que define o numero de ter
mos da solugdo. Esta escolha depende de uma
analise em que se pondere o acreéscimo de pre
cisdo (avaliado por 6(a*)} que advém de um
acréscime em X, ¢ o correspondente acrescimo
de custo computacional envelvido (memoria e
tewpo de processamento). Apesar desta tarefa
requerer uma participagic um tante subjetiva
do usuirio, em geral nac apresenta na prati
ca dificuldades relevantes, criando apenas
um grav de liberdade a mais para a escolha
de solucdes que mais se adaptem as necessida
des de cada problema particular, -

4. SUAVIZACAO MAO-PERIODICA DE  OBSERVACAD
CONTINUA

0 problema da suavizacde nio-periddica
de observacio cont{nua pode ser enunciado da
seguinte forma: encontre uma aproximacao £(t)
para_a funcao nao-periddica £(f) € ', tal
gue £{t) seja solucdo de:

Inf{P{g(t} ~y(£),0) +
+aP[glt),01}, g € EY, (29)

onde y(t) é o sinal continue de medidas, mo
delado por: .

3(6) @ £() s elt), Ee()} =0,  (30)

..¢ semelhante ac obtide na suavizacio

5 T
< - Ea. s .
1 - PRI
4 + - ?

EH e(t)e(t + h)dt} =R(h} = R{-h) .

0

Utilizando as Equacdes 3 e B pode-se re
escrever a Relagdo 29 da seguinte forma:

£(t) = —1-J {C{w)cosut +
T Jo

 + S{w)senwtidu , 31

onde C{w) e 5{0) minimizama seguinte funcdo:

J(C{w),S(w)} % L [(C(r..-:)--CM(m))2 +

+

{S(uw) - SM(m))zjdm +

% L t.um[Cz (w) +

*

+ 52 (w))dw , (32)

e (Cy(w) +j Sm{w)) €a transofrma de Fourier
do sinal de medidas y{t). A solugao deste pro
blema deriva do cdlculo variacional e é dada
por:

E(w)} - CM(N)N.
1 =
S(w} Su(w)

- fieive O -5 a0

Cn(w)
lSM(w)

o que corresponde {nocaso de ordens inteiras)
a0 filtro de Butterworth (Schwartz, 1970)
aplicado duas vezes consecutivas ac sinal de
medidas: uma no sentido positive do tempo e
outra no sentido negative do tempo, anulando
a fase, O fato de tal composicdo de Eiltros
ser mao-causal & coerente com a idéia de sua
vizagdo, a qual se caracteriza por levar sem
pre em conta informacoes contidas em todo o
sinal de medidas para avaliar a solucdo em
cada instante. Neste aspecto este resultade
otima
de estado por filtro de Kaiman, em que Se com
binam filtros para frentee para trds (Maybeck,

(33)

.1982). A propria suavizagdo por "spiine” de

observagoes discretas conduz a um reésultado

andloge ao da Equagde 33 no limite com o i

mero de observagoes, r, tendendo a infimito

{Craven and.Wahba, 1979).

Das Equacces 31 e 33 pode-s¢ obter a se

guinte relagdo funcional eatre £(r) e y(t):

(e = J o, 1)y ()t 5 - (3%)
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ol | cose(rop) 4, (35)

.

) 1+ aw

Tal como no caso periddico, o pode  ser

gustado, a fim de minipizar um estimador

{a}, definido de modo a verificar a seguin
te eXpressao:

o0

E{g2{a)} = E{Jr 1) - f(t)]zdt} . (36)

—

Utilizando as propriédades estatisticas
do ruido em y{t) (descritas pela Equagio 30)
e a Relacao 34, verifica-se que o estimador
5*(e) definido por:

7 (a) AI [E(t) - y(£)]?dt = R(0) «

2 P {w)

y r AV dw n
e 1+ ow

satisfaz a Relagao 36, onde y{w) ¢ a transfor

mada de Fourier de R(h}.

5, EXEMPLOS NUMERICOS

Até o presente, apenas o caso periddico
uniforme foi implementado e testado. MNeste
item apresenta-se como exemplo  ilustrativo
do desempenho do procedimento o conhecido pro
blema de trés corpes - Terra, Lua e a nave
"spolo". O fendmeno observado foi a orbita
plana descrita pela nave Apolono referencial
(n,£), cuja origem coincide com o centro de
massa do sistema, e o eixo n gira de modo a
conter o8 centros de massa da Terra e da Lua
{ver Figura 1), conforme descrito em Shampine
{1975). Medidas tomadas uniformemente duran
te o periodo T foram obtidas por meio de si
mulacao em computador digital, de acordo com
a Equagao 11, onde:

£(t) = &(t)

[ T e L0 e A L Bt AL BLEAMMIAE

5T 3

e 9
g 2
ey
sl

é
T
1

aadadis

I S e PO I I WS,
faat I -4 Ty [ . Ho .8

Fig. 1: Orbita da nave "Apole" no refe
rencial n, £.

Ro caso, ntlllzou-se ¢=2, A Figura 2
mostra a trajetorla suavizada em comparacao

Roberto -

com as medidas no caso de m = 300, K = 30 e
Op = 0,03.

Para avaliar objetivamente o desempenho
atingido, definem-se os parametros razio de
incertezas, p, e nimere de coeficientes, NC,
por:

a [ ¥ tkeo-eepr Bos
Pal T, e - £, 68

NC A 2K+1 . (39)

4
£
T
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. VALORES MEDIDOS

Fig. 2: Exemplo de suavizacac de 300
medidas com 71 coeficientes.

A Figura 3 mostra a evolucao de p versus
NC para n=300 e 99=0,03, As mesmas medidas
foram suavizadas pelo metodo de "spline" po
linomial cdbica (1196 coeficientes) utxllzaE
do a Totina ICSSCV (IMSL, 1980) e obtende p =
= 0,479, assinalado na Figura 3 por uma 1i
nha tracejada. Evidencia-se a vantagem ofere
C1da pelo procedlmento em permitir uma redu
cio consideravel do numero de coeficientes a
ser armazenados, os quais caracterizam a cur
va suavizada, sem comprometer a precisio. Ou
tros testes numéricos realizados indicaram
que ¢ mimero de coeficientes NC*, a  partir
do gqual p decresce no maximo 5% de seuvalor,
cresce com uma potencia y de n tante mwenor
quanta maior a incerteza nas medidas (ver Fi
gura 4). Em todas os casos testados, NC* cres
ceu sempre com umad poténcia de N menor que

9,3,

c.r::‘ v T ' T : T v — ]
el 3
ok -]

5 £ 3
Seaef * E
x 4 1
- o ¥ ]
W E
=] o +*
a o ey, . ]
Aol + .
E. o e o o e o e i ——— t_.:_._h__i__.e
Er.uf 3
"-ﬂ,g‘ ] L ;:u : | L | . u
NUHERGQ S CCEF]ulENfES —
- + YETODD =R3Pos
—————— METOGQ SPLINE: NC= 1196

Fig. 3: Desempenho na swavizagio de
300 medidas: ¢ x NC.
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Fig. 4: Variagdo do nimero de caefi
cientes NC* com o nimero de
medidas N para diferentes
valores de incerteza Co.

6. CONCLUSAD

Tesenvolveram-se suavizadores do tipo pe
ricdico para medidas sequenciais e nao-perio
dico para medidas continuas. O caso periddi
co foi implementado e testado, revelando-se
gimples e vantajoso para aplicacdoes em que
haja interesse em armazenar os  resultados,
pois para isto torna-se necessdric  guardar
apenas um pequeno nimero de coeficientes, Os
procedimentos sio genéricos quanto 3  ordem
de suavizacio e permitem o ajuste do grau de
suavizacao mals indicado.
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