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Resumo

Apresenta-se um procedimento de suavizacao de dados por ajuste de curvas,
desenvolvido através da aplicacao do filtro de Kalman combinado com técnica
adaptativa de dosagem do ruido no estado. O emprego deumestimador sequencial
recursivo ao problema de ajuste de curvas permitiu o desenvolvimento de duas
versoes de procedimento. A primeira emprega processamento em lote dos dados
e a segunda permite o processamento de cada dado tao logo este esteja dispo
nivel. Essa caracteristica da segunda versdo pode emprestar ao ajuste carac
teristicas de processamento em tempo real. Dentro das hipdteses efetuadas du
rante a solucdo do problema, ambas as versdes apresentam a caracteristica de

evitar inversoes matriciais.

Application of an Adaptive Noise Technique on State Estimation to Data

Smoothing
Abstract

A data smoothing by curve fitting procedure, developed by the application
of the Kalman filter combined with an adaptive technique of state noise
evaluation is presented. The use of a recursive sequential estimator in the
curve fitting problem made possible the development of two versions of the
procedure: the first with batch data processing and the second with sequential
data processing. This characteristic of the second version can give a real
time processing capability to the fitting procedure. Within the hypotheses
made during the problem solution, both versions present the characteristic

of not needing any matrix invertion,

1. INTRODUCAO

Apresenta-se um procedimento de suaviza
cdo de dados por ajuste de curvas. 0Os meto
dos mais comumente utilizados para esse fim
sao os métodos de ajuste por minimos quadra
dos e y-quadrado (Wertz, 1978; Meyer, 1975;
Bendat e Piersol, 1971). Ambos os metodos su
poem os valores da curva a ser ajustada, cor
respondentes aos pontos de amostragem de da
dos, como os valores esperados da grandeza
medida nesses instantes. No caso linear, a
curva e tomada como uma combinacao linear de
fungoes do tempo conhecidas. Os coeficientes
dessa combinacao sao entao calculados segun
do aigum critério de otimizacao. No caso do
ajuste por minimos quadrados, esse critério
consiste no calculo dos coeficientes, de mo
do a minimizar uma soma ponderada que envol
ve o quadrado dos residuos entre os dados e
os correspondentes pontos da curva. Para o
ajuste por x-quadrado, o critério € de maxi
ma verossimilhanca. Ambas as técmicas  pos
suem a caracteristica de processamento em
lotes e exigem a inversao de uma matriz cu
ja dimensdo € dada pelo grau da curva ajus
tada acrescida de uma unidade.

No procedimento apresentado, o problema
de ajuste e colocado de tal forma a permitir
o emprego do filtro de Kalman (Jazwinski,
1970) associado a uma técnica de ruido adap
tativo (Rios Neto e Kuga, 1982) na sua solu
cao. Com isto os coeficientes sio estimados
no sentido de minimizar os residuos entre os
pontos de dados e a curva ajustada.

0 procedimento é apresentado em duas for
mas distintas: uma baseada no processamento
dos dados em lotes e outra baseada no proces
samento sequencial dos dados. Essa dltima ca
racteristica € inédita dentre os procedimen
tos pesquisados na literatura, pois permite
que o ajuste seja efetuado em tempo real, des
de que se conheca o grau da curva a ser aqu
tada.

2. APRESENTACAO DO PROBLEMA

Suponha-se que se dispoe de um conjunto
de medidas de uma grandeza fisica de interes
se, que possam ser modeladas matematicamente
por:

)

y(k+1)=yR(k+1)+vk+l, e o.12 ¢
. 219Ly c0ey My



onde y(k+1) representa o valor da medida re
ferente ao instante’ty,,, yR(k+1) representa
o valor real da grandeza medida nesse instan
te e v(k+1) representa um erro aleatorio de
que a medida y(k+1) esta afetada. Suponha-se
que esse erro segue uma distribuicao gaussia
na com:

E[v(k)] = 0 ; E[vkvj] = rkékj . (2)

onde &; € a fungdo delta de Kronecker.

0 problema considerado € o de ajustar a
esse conjunto de dados, segundo um criterio
de minima variancia do erro, uma curvada for
ma:

f(x,t)-X(l)gl(t) + x(z)gz(t) ‘; ‘e *
n .
4-1:(“)g“(t:)--i§1 x(j)gj(t:) R &))

onde X(3)s j=1,2,...,n sao constantes reais
e gJ(t), j=1 2,...,n sao funcdes do tempo co
nhecidas e linearmente independentes,

A solucéo.proposta para esse problema

atinge o objetivo através da estimacao dos coe

ficientes da curva a partir da utilizacdo do
filtro de Kalman.

3. DESCRICA0 DO METCDO

Seja x o vetor formado pelos coeficientes
da curva a ser ajustada. Considere-se esse
vetor modelado dinamicamente por:

Xy = X0 + wp , )

onde wp € um vetor de ruidos brancos gaussia

nos coms
E{wo]l =0 ; E[w'(i)w(j)]-qo6ij » (5)

que expressa incertezas do modelo matematico
proposto; os 1nd1ces 0 e 1 indicam respect1
vamente t) e t} que nada tém a ver comos ins
tantes de amostragem das medidas, como serd
evidenciado na sequencia.

Suponha-se cada medida modeladapela equa
cao:

yi(k+1) = £(x1,k¢1) + vi(kel) , 6)
k=0, 1, «.., m=t ,

onde a notacao y;(k+1) representa a observa
cao referente ao instante k+t, o qual contém
informacoes sobre o vetor de coeficientes xi;
f € a curva a ser ajustada cuja expressao €
dada pela Equagdo 3; e Vi, € um ruido gaus
siano cujas proprledades estatlstlcas sao
aquelas dadas pela Equagao 2. )

Definindo-se:

T A [yi(D), v1(2)y veey vi(@], (D

g1(1) g, (1) ... gn(I)

£,(2) g,(2) ... g (D
i R O

g12m) g2{m) ... gn(m)

Ve =[v(1)  v(2) ... v(m)] 9
com

E(Va] = 0 5 E[VaVi] = Ry , (10)
a Equacao 6 pode ser colocada na forma:

Y = Mixy + V1 . (11)

Desse modo o problema de ajuste da curva

a um conJunto de medidas de uma determinada

grandeza fisica foi colocado em uma forma ade
quada a aplicacao do filtro de Kalman para a
estimacao dos coeficientes que determinam es
sa curva. Consideraram-se os coeficientes mo
delados pela Equacao 4 com observagoes mode
ladas pela Equacao 11. As equagoes do filtro
de Kalman aplicadas a esse sistema tomam- a
forma:

-

il/o = %X/0 (2
Pifo = Po/o +Q , (13)
:‘:2/1 - 21/0 + Ki[Y1 - Mlillo] . (14)
Pl/l = [I - KIMI]PI/O ’ ‘ (15)

T T -1
Ky = P}./o M; [My PI/O M; +R,] . (16)

A matriz de covariancia do erro do vetor
cujos elementos constituem-se das estimativas
da grandeza fisica observada, calculadas a
partir da curva ajustada, € dada pela equa
cao (Orlando, 1983): -

T
Pg =M P, M. aun

Durante o processo de filtragem, todos os

. dados s3o processados de uma sG vez em uma

unica iteracado. £ importante notar que o cal
culo do ganho de Kalman envolve a inversao de
uma matriz mx m que pode ser evitada através
do processamento ponto a ponto do vetor = de
observacoes durante a fase de atualizacao, ja
que se supoe que os ruidos das = componentes
do vetor de medidas saoc nao-correlacionados
entre si (Sorenson, 1966).

A inclusao do ruidc aleatdrio wo na Equa
cao 4, com a qual se modelouos coeficientes,
tem o objetivo de criar uma faixa de incerte
za em relacio ao modelo matemitico adotado
para os coeficientes, com dispersao represen
tada por Qp. Pela Equagao 12,percebe—se que
o valor propagado da estimativa a priori dos
coeficientes x;/0 € o proprio valor da esti



mativa a priori zo/o. 0 mesmo, porém, nao
ocorre com relacao a matriz de covariancia
do -erro que, como se pode ver pela Equacao 8,

serd o valor a priori da matyriz de covarlin
cia Po/o, adicionado a matriz de covarlanc1a
de wo, Q¢. Em vista disto e do fatode nao ha
ver um critério para a escolha das condigdes
iniciais para a partida do procedimento de

estimacao, combinou-se com o processo de es

timacio dos coeficientes uma técnica de rqz
do adaptativo (Rios Neto e Kuga, 1982), cuja

finalidade é a estimac3o da matriz Q de mo
do a satisfazer a hlpotese fundamental de con
sisténcia entre o residuo das observacoes e
sua estatistica (Jazwinmski, 1969). Para sa
tisfazer a esta hipdtese, as variancias do
ruido dinamico (diagonal principal da matriz
Qo) sio estimadas de modo a maximizar a pro
babilidade ‘de ocorréncia do valor verdadeiro
do residuo de cada observagao A adicao da na
tr1z Qu, assim determinada, 3 matriz de cova
riancia do erro da estimativa a priori dos
coeficientes, Po/o, resulta em uma matriz pro

pagada P3/o coerente com os residuos  compo

nentes do vetor:

RES; = Y; - M1x1/°

A aplicagao da citada técnica de ruido
adaptativo, descrita em detalhes em Rios Ne

to e Kuga (1982), fornece as seguintes equa

coes adicionais para a estimacao dos elemen
tos da diagonal principal da matriz Qp:

a) Equacoes para propagacao:

ak+1/k * Qe/k (18)

pd pd
Prerfic ™ Pisi v (19)

onde q € um vetor de dimensaon, cujos ele
mentos sao as estxmatxvasda.dlagonal prln
cipal da matriz Qo; P9 é a matriz de cova
riancia do erro na estimacio do vetor q;

e o indice k representao instante de amos

tragem t;.

b) Equacdes para atualizacao:

- - q .
Usrfker ™ kerfie * Keer Ppar ~

* Hk+1ak-§—1/k] ’ (20)
Pk+1/k+1 (x- Kk*1“kf1]Pk+1/k ’ 21

com observagoes modeladas por:
Zrar ™ MY * Meer * (22)

onde:

Hk [Ml(k+1 1) 1(k+1 n)] _(23)

e o indice (k,%) representa o elemento da
k-€sima linha e %-ésima coluna da matriz
indexada,

Eln ., =03

) . (24)
E[nk+1] = 4r°k+1' Trer ¥ zrk+1 ’
com:
¥Xo (k+1) = y(k+1) - My (k+1).§1/° , (25)
k=1,2, ..., m,
onde y(k) representa a medida correspon

dente ao instante tj e Mi(k) a k-€sima 11
nha da matriz M;.

0 valor da observacdo zp,; € calculado
por:

2

z
kel T TOpy,

+ ¥

k+1y

T
* Ml(k+1)Po/oM1(k+1) >, (26)

9 _pd T q uxr
Kk+1 Px/on+1[Hk+1 P1/on+1 *

1

17 . @27

2
AT T t 2rk+1

0 processo de estimagcao do vetorqe efe
tuado a partir do processamento sequencizl de
todas observacdes zy,;, em uma Jnicaiteragéq
antes da fasedeatualizacao do filtro princi
pal, isto é, do filtro para a estimacdo dos
coeficientes da curva a ser ajustada. Atra
vés do emprego da téecnica de ruido adaptati
vo cria-se uma maior comodidade para a esco
lha dos valores das estimativas a priori, ne
cessarias a aplicacao do procedimento.

Outro fator importante refere-se ao grau
da curva ajustada. A escolha de um grau mui
to alto implica uma suavizacdo pobre, na qual
componentes indesejaveis de ruido da alta fre
quencia podem estar presentes. Por outro la
do, se o grau for muito baixo poder- se-a cor
tar componentes de frequenc1as mais altas que
ainda ndo sejam ruidos, perdendo-se informa
¢des. Propbe-se para a escolha do grau o se
guinte critério heuristico: inicialmente ap11
ca-se a solucao deserita ao aJustede uma cur
va do 19 grau. Verifica-se ap6és o ajuste se:

[y(e) - £Ce 0| 37 T,

k=1, ..., m.

Se a 1gualdade acima nao for verificada,
entdo incrementa-se o grau da curva de uma
unidade e repete-se a ap11cagaodo procedimen
to. Repete-se esse processo até que pela pri
meira vez a des1gualdade se verlflque. Quan
do isso ocorrer ter-se-a o residuo estimado
da mesma ordem de grandeza do residuo verda
deiro, e a curva ajustada deverd entdo  ser

. uma boa aproximagao do valor real da grande

za medida.

0 procedimento de ajuste de curvas acima
descrito, baseado no processamento em lotes



das observacoes, pode ser adaptado de modo a
permitir o processamento de cada dado tao lo
go este esteja disponivel, tornando possivel
um ajuste de curvas em tempo real. Neste ca
so, tudo ocorreria como se os valoresdos coe
ficientes variassem dinamicamente ao proces
sar uma nova medida, de modo que esta seja
incluida no ajuste. Por esse motivo, para o
ajuste sequencial pode-se modelar matematica
mente o vetor de coeficientes pela equacao:

Kpor = X t 9 > kz0, (28)
onde o indice k pode seragoradlretamente re
lacionado com os instantes de amostragem de
observacoes e, por este motivo, substituiu-se
a notacao do caso anterior xj(k+t) por L

As observacoes sao dadas por:

Yar = f(xku) + vk+1 =

"M% * Vi 2 (29)

onde:

ML+1' (g1 (k1) ga(k+t) ... gn(k+1)]. (30)

As equacoes do filtrode Kalman aplicadas
ao sistema dado pelas Equacoes 28 e 29 para
& estimacao sequencxal dos coeficientes - sao
similares ao caso anterior, sendo dispensavel
descreve-las aqui. Ressalta-se apenas que a
diferenca fundamental € que, para o caso pre
sente, antes do processamento de cada obser
vacao, Yk 1s O vetor de coefxcxentes resul
tante da ultima atualizagao, xk/k» devera ser
propagado para o instante da observagao pre
sente: k+1. No caso an:er1or so hav1aumapro
pagacao de O para 1, ap6s o que todas as ob
servacoes eram processadas em lote.
aqui o procedimento do ruido adaptativo foi
utilizado, porem com a dlferenga de que a ca
da prOpagagao do vetor xk/k estima-se o vetor
de variancias de wy, qy» com a aplicacao des
se procedimento. Com isso, nao se permite que
os valores dos elementos da diagonal princi
pal da matriz de covariancia do erro das es
‘timativas decaiam devido ao uso de modelo de

terministico nao-exato. Como o ganho de Kal

man é diretamente proporcional a essa matriz,
seu ajuste adaptativo tambem ajusta o valor
do ganho, permitindo que na atualizacao seja
retirado o maximo de informacao sobre as va
r1avels estimadas, contidas em cada observa
cao, evitando-se a divergencia do filtro.

Deve ainda ser salientado que as supostas

variagoes dos coeficientes, para que o ajus

te’ acomode mais um ponto de dado amedida que
cada observacao ¢ processada, podem consti
tuir variacoes de carater tendencioso, nio
consideradas no modelo matemitico adotado pe
los coeficientes dado na Equagao 28. 0 mode

lo que inclui estas tendencias pode ser es

crito por:

ey "X wk M

Tambeém

onde Y representa os erros tendenciosos des
conhecidos, que se comete coma utilizacdo da
Equacao 28. Existe um corolario de um teore
ma de convergéncia do filtro de Kalman apre
sentado em Jazwinski (1970) segundo o qual:
se o modelo do sistema € uniforme e completa
mente observavel e controlavel, e se Vi e 11
mitado e Py € 11m1tada, entao Pk/ke unlforme
mente limitada, ou seja, o filtro converge.

Pode-se provar que o modelo adotado para
os coeficientes € uniformee completamente ob
servavel e controldvel (Orlando, 1983), e des
de que Yy seJa uniformemente limitado e Po
limitada, entao o filtro convergira.

Tanto o procedimento para ajuste com pro
cessamento de dados em lote quanto o sequen
cial foram testados na suavizacao de dados 51
mulados de rastreamento de um satélite arti
ficial. Para a geracao desses dados simulou
-se a 6rbitado satélite TD-1A (European Space
Agency - ESA). Considerando uma estacao de
rastreamento ficticia calculou-se, a cada se
gundo, a distancia entre essa estacao e o sa
telite. A cada valor da distancia estagao—sa
télite, assim calculada, somou-se Uum erro
aleatorio de média nula e desvio padrao de
50 metros, calculado a partir de uma rotina
geradora de nimeros aleatorios. Os resulta
dos obtidos nos testes efetuados sao apresen
tados a seguir.

4. APRESENTACAO DOS RESULTADOS OBTIDOS

Os resultados obtidos foram praticamente
identicos, tanto para o ajuste com processa
mento de dados em lotes quanto parao sequen
cial. Por esse motivo apresenta-se somente os
resultados da aplicacdo do procedimento com
processamento em lote, resultados estes que
podem ser tomados também como ilustracao dos
obtidos com o processamento sequencial (Or
lando, 1983). -

A curva ajustada foiuma serie polinomial
de potencias do tempo. As estlmat1vas a prio
ri tanto do vetor de coeficientes, xo/o,quan
to do vetor formado pelos elementos da diago
nal principal da matriz Q, qo/o, foram toma
das como nulas. Os prlmelros elementos das
matrizes de covariancias a priori, Pajo e
Po/o, foram tomad056 respectivamente, com os
valores 0,01 e 1073°, e os outros termos su
cessivos das diagonais dessa matriz foram to
mados como os valores dos primeiros dividi
dos sucessivamente por potencias paresde 10.
A Flgura | apresenta os erros aleatorios com
os quais foram contaminados os valores reais
das observacbes simuladas da distancia esta
cao-satélite, com 20 pontos de dados. Como ja
foi dito, esses valores foram obtidos atra
vés de uma rotina geradora de numeros aleato
rios supondo um desvio padrdo de 50 metros.
Ncote-~se que os plcos da curva apresentada,
correspondentes aos valores discretos dos er
ros aleatorios, mantém-se na faixa *30, ou se
ja,"no intervalo (-150 m, +150 m). A Flgura
2 apresenta a curva obtida para os desvios
entre a curva real da grandeza medida e a cur
va de grau 2 ajustada aos pontos de dados,
Observe-se que 0s erros agora ja nao apresen



tam a caracteristica aleatdria, isto €, os
pontos calculados pela curva, corresponden
tes aos instantes de amostragem, apresentam
desvios em relacao a curva real, alinhados
segundo uma curva suave, mantendo na maior
parte do intervalo de tempo envolvido valo
res menores que 25 m.
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Para as estimativas do vetorde coefxcxen
tes e respectiva matriz de covariancia do er
ro, obtiveram-se os seguintes resultados:

513479,948 m

%, = | 103,149635 m/s | ,

1/2
51,6501758 m/s®
2 3
Py " [lez Pn Pz/zl ’
onde: ) '
[ 926,859127 m? ]
P:/I = |-189,889623 u?/s | ,
: | 8,11424315 w?/s®" ]
[-189,889623 u?/s ]
P:/: = | 55,1470525 m?/s?
-2,70461015 w?/s®

[ 8,11424315 m?/s?
P,,. = {-2,70462015 m?/s® .
| 0,132345747 m’/s*

Finalmente, os resultados obtidos para a

variancia do erro dos pontos estimados pela
curva, correspondentes aos instantes de amos
tragem, sdo apresentados na Tabela 1.

TABELA 1 Tempo versus variancia

TEMPO|  VARIANCIA |TEMPO| VARIANCIA

(s) (m?) (s) (m?)

1 | 926,85912674 | 11 | 280,947709061
2 | 613,18944417 | 12 | 270,248370038
3 | 411,810157802 | 13 | 252,264075057
4 [ 295,390392758 | 14 | 233,82658549

5 [ 240,015572079 | 15 | 225,185392837
6 | 225,187416741 | 16 | 240,004089187
7 | 233,823945659 | 17 | 295,364042576
8 | 252,259485626 | 18 | 411,762552346
9 | 270,244621405 | 19 | 613,11321114

10 | 280,946295677 | 20 | 926,74591126

Comparando os valores das variancias apre
sentadas na tabela acima com os erros reais
dos pontos correspondentes, calculados pela
curva ajustada, apresentados graficamente na
Flgura 2, nota-se que existe coerencia esta
txstlcs entre oS erros e suas respectivas va
rxanclas. Observe-se ainda. que os valores des
tas variancias sao bem menores que a varlan
cia dos dados iniciais que eram constantes e
iguais a 1500 m®. Isto era de se esperar, vis
to que a curva foi ajustada a partir de in
formacGes contidas em todas as observacées da
grandeza medida.

5. CONCLUSOES

0 fato de utilizar o filtro de Kalman ao
problema de ajuste de curvas permltluo desen
volv1mento de duas versoes da técnica de sua
vizacac. Embora a versao parao processamento
em lote necessite que todo o conjunto de da
dos ao qual a curva sera ajustada jd tenha si
do coletado para que possa ser aplicada, ela
permite que os dados sejam processados um a
um desde que seus erros aleatdorios sejam nao
-correlacionados entre si. Com isto, ev1ta
~se a inversao matricial necessaria ao calcu
lo do ganho, de Kalman transformando-a em uma
série de 1nvers&es escalares. Esta caracte
ristica de auséncia de inversdaomatricial nio
existe nos procedimentos usuais de ajuste de
curvas por minimos quadrados e  x-quadrado
(Meyer, 1975), cujas aplicacces requerema in
versao de uma matriz de dimensdao de uma unl
dade maior que o grau da curva ajustada. No
caso da versiao com processamento sequencial,
existe uma vantagem adicional visto que ela
pode permitir que o ajuste seja feito em tem
po real, desde que se ccnhega a priorio grau
da curva a ser ajustada. Em termos de desem



penho ambas as técnicas mostraram-se equiva
lentes nos testes efetuados,
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