1. Publicagao n? 2. Versao 3. Data 5. Distribuigao

INFPE-4219-PRE/1099 Julho, 1987\ [ Interna O3 Externa
4. Origem Programa ;
DMC 201919 J Restrita

6. Palavras chaves - selecionadas pelo{s) autor(es)
ELEMENTOS FINITOS

REFINAMENTO
CAMPC DE TENSOES

7. C.D.U.: 517,962

8. Titulo INPE-4219-PRE/1099 |10, Piginas: 5

UMA TECNICA PARA REFINAMENTO LOCAL DQ CAMPO 11. Oltima pagina: ¢
DE TENSOES NO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

12. Revisada por

9. Autoria Celso F. Nogueira %‘FQ
A.T. Fleury Eduardo F. R Araujo
Jose A,Aranha iy

Assinatura responsavel D Direpor Geral

14. Resumo/Notas ,;/, ///, k,}\/}

Apresenta-se neste trabalho uma tecnica de rvefinamento do
Caleulo de Tensdes, no Metodo de Elementos Finitos. Nesta técnica uti
liza-gse um prineipio variacional para aproveitar a melhor precisac
dos deslocamentos nodats., A tecnica foi desenvolvida para  elementos
de membrana e os resultados comparados aos obtidos atraves de uma téc
nieca semelhante desenvolvida por Gibert & Gorge (1981) e aos obtidos
atraves de uma malha mais refinada. Os resultados obtidos sao excelen
tes tanto do ponto de vista de precisac como de economia de tempo
eomputacional.

15. Observagoes Este trabalho sera eubmetido no IX Congresso Brasileiro
de Eng Mecanica — COBEM/B7, de 07 a 11 de Dezembro em Floriancpolis
Santa Catarinag.

3




g

— i -y 10

de economia de tempo computacional.

aproveitar a melhor preciedo dos desloccame

L cig oy
t
3 i
- "‘-'-"'l s 3 i
)
— - | [
bt

Apresenta-se neste trabalho uma téenioa de refinamento do Caleulo de Pensoes, no'
Hetodo de Elementos Finitos. Nesta tecniea wtilina-se um prinefpio variaeional pera
ntos nodais. A teenica foi desemvolvida para;
elementos de membrana ¢ os resultados comparades aos obtides através de uma téenica se
melhante desenvelvida por Gibert & Gorge 11081) @ aos obtides através de wmamalha mais
refingda. 0Os resultados ebtidos sdo execelentes tantode ponto de vista de precisao como;

}

1. INTRODUGAD

Com o objetivo de diminulr o erro envolvido na
aprnximagéo por elementos finitos de problemas do con
tinuo, alguns métodos foram e tém sido desenvolvidos.
Esses motodos tém como idéja basica a obtencao de uma
determinada discretizacao que favorega a redugao do er
ro, compatibilizando-a com um determinado custo, o gque
néo & possivel atraves da aplicagao de métodos que po
doriam ser ditos "c¢lassices", como a gimples utiliza
cdo de uma discretizagac mals fina, polindmios  inter
poladores de maior grau e varidveis de dupla preciséo.
Entre tais métodos, os adaptatives tem recebido grande
consideracdo. Esses métodos partem sempre de uma solu
¢ao inicial, adaptande o modelo de forma a diminuly o
erro numa itevacdo posterior (dai a denominagao "adapta
tivos"); exemplos podem ser encontrados en {1l e [21V
A eficiencia desses métodos em termos de custo é, no
entanto, dependente da utilizacio de pre e pos-proces
sadores integrados, de forma a automatizar o processo
iterativo.

¥etodos diretos de otimizagdo de malbas também
tem recebldo consideracac [3] e [4], porém esbarram na
nio-linearidade das equacOes e acabam por converglr pa
ra critérios quase-otimos. B

Embora a aplicacao de qualquer desses métodas re
dunde nuta melhor sproximagdo do campo de desloca
mentos {no método dos deslocamentos) e, por consequéﬂ
cia do campo de tensoes (sua derivada), poucas referEB
cias explicitas sdo feltas quante a melhoria obtida na
aproximacao das tensces. E, em geral, as preocupacoes
voltam-se para as tensoes, no caleulo de  estruturas,
sma vez que sac frequentemente os principais parime
tros de projete. Entre as téenicas desenvolvidas para
a melhoria do caleulo de campos da teasdes  destacam-
s¢ os motodos de alisamento do campo de tensdes  [3],
[6] e [7] e os estudes de localizacao de pontos otimos
para caleulo de tensoes [8].

Alinham—se a esses ultimos o trabalbo aqui apre
sentado, no sentido de que mostra uma tecnica simples

de refinamento da apreaimacao obtida para o campo de |

tensoes, desvinvulada de uma melhoria no campo de deg
locamentos. Tal técnica tem per base a melhor precisao
obtida na aproximacao dos deslocamentos nodais, em re
lacho a oulros pontos do dowinio, que serd denominada
“extraprecisao™. Portanto, esta téenica aprovelta a ex
traprecisdo dos deslocamentos nodais para obter tensoes
refinadas com erro da mesma ordem que cbtido nos deslo
camentos em outros pontos do dominio. Para tanto, faz
-se uso de um método variacional, seguindo em tese téc
nica similar a apresentada em [9]. A aplicacdo da tec
nica a elementos de membrana traz resultados excelen
tes, como serao apresentadoes nas secbes a seguir.

|

A FORMULAGCAO PARA 08 ELEMENTOS DE MEMBéANA

A técnica fol desenvelvida e aplicada a um pro
hlema em duas dimensoes, a equagac de Poisson no rla
no. Tal escolha € motivada pela oportunidade de verg
ficar o técnica para um problema simples, com um grau
de liberdade por nd, que enseja a previszo de resulta
dos similares para problemas de “plane-stress e plane
-straln", ja que estes também envolvem operadores de
segunda ordem [11]. .

0 problema da equacao de Poisson no plano pode
ser deserito da seguinte forma:

i e e et . e84 2 ekl

V3§ = —q(x.y)

com
¢ = 0 em aAO »

¢ = Vp.f = b{s) em B, = 3 -

onde aAo N aAc e EA gho definidos na Figura 1.

e

q = carregamento,

b{s) = carregamento no contorno,

¢ = deglocamento.

1]
Fig. i - Dominioc A de area unitaria.
sendo
J hi - funcao caracteristica do né i, continua ’
é ! e linear por partes, ,
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é poss{vel verificar que o erro esperado na aproxima
gao para as Censdes & da ordem Ax, onde Ax &€ a dimen

ro na aproximagao dos deslocamentos nodais é:

1 P I oAy 2
3= w1 & OTARG

1 | . <
n'.;éa.l = I.li!\’A.-V.
1 v 11 "Lt

¥4+

em geral (pols nao é possivel concluir que a relagio
é valida cm todos os elcmentos),

Assim observa-se¢ que 0s valores nodais de desle
camentos sao bastante precisos (resultado conhecido
na prética), © mesmo nao acontecendo com as tensoces,

vamente o erro das tensces, formecendo erro de ordem
dais é menor que &{ax)2.

A TECNICA DE REFINAMENTO

0 objetive & melhorar o errc da aproximacdo das
tensoes utilizando a extraprecisao dos deslocamentos
nodals. Assim, utilizam-se elementos lineares (trian
gulares) a partir dos quals podem-se obter os desloca
mentos nodais {¢i} e a aproximacao:

- < n
64,y = ¥

8¢ by (x,9)

Supoe-se gque o campo de deslocamenteos seja qua
dratico localmente, o que significa escrever:

3
dlx,y) = § ¢§°) h (x,y) + E ¢ h (x,y)
i=1 y=4

e o campo de tensdeslinear: P(x,y) = E ?ikhi(X,y)
- i=t

onde
h (x,y) = funcdo de formado elemento linear,

(x,y) = fungao de forma do elemento quadrati
co.,

i+3

Como h,,.(x,y} nde ¢ identicamente nulo nas bor

14 =1

das do elementb, a influéncia dos elemzntos adJacen

tes scbre o elemento em analise (ver Figura 2) & dada
por:

Fig. 2 — Elemento sob andlise (esquema).

Utilizando o funcional de Hellinger-Reissner
[10), vem:

I(®,4) =

R

PP dE + B4 d3E - (B o doE  +

3L 33

JJ(div P-q) ¢ dE .
E

Tomando a variagio de J(P,4), tem-se:

sao caracter{stica do elemento integrante de um doml
nio de drea unitdria.Ainda pode-pe veriflcar yue 0 et

A técnica a ser apresentada modifica qualitati

menor gue Ax, quando a precisaoc dos deslocamentos no

- [ro
|

>
JJdiv &P ¢ dE +

Japn ¢ dap +
E E

_ 1
J (div P-q) 8¢ dE - Jpn §¢ daE + Jpna¢ 43,2 0

E T IE i

0 termo é B 8¢ d3_ apresenta-se como uma di
ficuldade para obtengdo d6 refinamento. E possivel ob :
ter P{o), através de P. = V¢ n (da solugao trad1c1o
nal),npcrem com erro da ordem Ax, o que nao & dGbEJa
do. Utilizandeo no lugar de P geu valor médio <(F )_]> ;
de modo que:

R 1 0,

pode-se evitar esse problema,

Calcular <(F ,)> com erro da ordem de (Ax)? &
de particular impor%ancia para o refinamento. Esse va
lor pode ser caleulado através de:

<(1'>n)j> = 6j11j )

lado do trilanguloe,
fluxo ac longo do lade, satisfazendo o equi
I 1ibrio global do elemento.

onde 13
Q

0 calculo de Q nao ? §1retu, uma vez que o f£lu
%0 obtido através de’ f n)ds nao satisfaz o equl
librio global do elemento. Agsim a determlnagac de
Q passa a ser o aspecio relevante da técnica apresen
tgda sendo inclusive esse o aspecto que a diferencis,
essencialmente, da técnica _praposta em [9].

Em [9] o cdlculo de O, & feito a partir dos ele
mentos adjacentes onde:

Q= - Q

J
= (0)r, .
e QNj (Ve . n)Nj‘ lj j = 1,2,3,

Note-se que Q e calculade nos elementos vizi
nhos, &, portanto teﬁ erro da ordem de Ax. ;

Ha tecnica afqui apresentada, utiliza-se um pro
cedimento que tira partide da extraconvergencxa nodal
para fornecer mwelhores valores para Q;. Utilizando o
esquema da Figura 3 e uma expansao em Taylor para os
deslocamentos e admitindo que a malha seja quase-regu ,
lar (e assim o ponto O esta wmuito proximo de 0'), pode
-5¢ obter:

Fig. 3 - Esquema com vértices de elementos vizinhos.
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(e) 1 13 (o (0) _ (0) (o) _ (0)
ey - [EETE AJ(¢ 5 R CaE )tgu]

I 4 g

. | 1+ err;1 R

onde (e) ¢(0)
erro = MAX { —J——————-- } f

Analtisando o resultado acima, observa-se:
- 5e 0 erro em ¢( °) (resultado de E,F.) for da or
dem de A% o erro em QJ seria da ordem A, recuperando
0 resultado de [9]);

- sc 0 Crro em ¢( °) for menor que A? (0. que em ge
ral acontece), o erro”em {}; sera menor que &, o que
contrlbul para o refinamento (de qualquer forma a apro
ximacdo utilizada nao piora os resultados obtides pelo
método tradxclonal)

Retornando a expressdo do funcional, com os valo
res de Py e desenvolvendo-a pode-se obter o sistema:

c oo x| [r p&e
o o v o )
0 ¢yl {R t= 1),
x¥yTo| | 3 A
onde:
C.. = ||h. h.aE,
ij 1]
E
= _]‘ -— P .
Xij hJ+3 g dE ! h.+3 h ndeE
B aE
- ahi -
.= v omn e dE - (B, L. d
Yij Bje3” By b= [‘J 3ehy Ty1oE
B 3E
[
playd o gl "-1— ae + %97, byem, o dOE,
B 3K
{ 1 13
- S ds
A= q(x,y).h. (x,y) dE -} 7 Bl .
) S S Bt
E o 8 & J
. " vetor de tensdes nodais em x,
Py - vetor de tensdes nodais em y,
6 - deglocamentos no meio do lado.

A exist@ncia de inversa da matriz & demonstravel
¢ assim pode-se obter um refinamento local pela adicdo
a um programa de elcmentos finitos de uma votiuna  que
caleule X, ¥, C, E‘x), Iy ¢ A e resolva o sistema,

RESULTADCS

ga (Figuras 4);

A técnica apresentada foi aplicada a dois proble
mas, para 0§ quals € possivel.obter a solugdo amalil:

sembigie g0MIRCIE BT LaataNng

ey g

Fig. 4 - Modelo dos problemas.

Tais problemas foram resclvidos utilizando uma
malha de 16 elementos (Figura 5), pelo metodo  tradi
c10nal, pela técnica de refinamento de [9) e pela tec
nica aqui apresentada, Us resultados de tensoes para
o C.G, do elemento & para os ndés sao comparados a20s
resultados obtides utilizande uma malha com 256  ele
mentos (Figura 6}. -
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Fig, 5 ~ Malha para A = "1/4",
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Fig, 6 - Malha para & = "1/16",

A comparacdo & feita a partir da percentagem de
erro em cada solugdo, calculada a partir de:

[t -F ¥+ (P P E
exato  Taprox exata “aprox . {00
= .

max
exata

Z ERRO =

—
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Os resultados sdo apresentados na
Y. Uma visaoc grafica de comportamento das duas
cas pode scr vista nas Figuras 7 e B.

Tah_e].a
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Tabela 1 - Resultados de erreo mas tenspes,

LE#e Dat TRNSAKS

i Probl d
Tipo de Problema e Twomas Tempo de CPU {5)
Malha 175 = sfref, Hax| 253 752 .27
{cond. essenciak) HED| 122 487 '
Kalha tjé - Cibert max| zix | 1252 7,82
{cond. essenciall HED| 121 411 '
Matha 1/4 = Prec, Rodal VAt 252
{cond. ewscnelal} HED 4% 172 .40
ralha 1£16 - afref. nax| ez [ 202 61.71
(cond. cxsencial) uEp| A% 132 .
Malba 14 - s/ref. HAXY 2% 252 6.99
{cend, natural} MEn] 122 5%
Malha t/4 - Gibert MAX] 12X 35%

(cond. natural) wep| o1 | 257 1.70
Malba 1/4 — Prec. Kodal wax| o0z az

(cosd, oatutal) wen| ox 0z 7.91
Malha 1416 - 5, rof. Haxl a1 33

(cond. watural} wp| a2 63 61.97
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Fig. 7~ Porcentagem de erro -~ tensoes no C.G. - Gibert.,
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Fig. B~ Porcentagem deerro - tensdes no C.G. —Prec.Nodal

Uma comparagido entre os tempos de CPU utilizades
(VAX-11/780) também ¢ apresentada na Tabela 1, onde se i
pade verificar uma substancial economia de tempo em fa .
vor da técnica de refinamento apresentada [11], quandgi
comparada a solucao com a malha de 256 elementos, que!

prové a mesma orvdem de erro para o cdlculo das tensoes.

CONCLUSOES

0s resultados obtidos com a téenica de refinamen
to proposta sho excelentes e justificam suautilizacao,
em contrapartida ao uso de wma malha mais refinada.

0 estudo rezlizado com elementos lineares {ele
mentas de membrana) deve ser estendido a outros tipos ;
de elementos de forma a prover melhor abrangencia patra
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ABSTRACY

In ihie work a etress refinement technique for
the Finite Element Method is presented. This technique
uses o principle of the Variational Caleulus to
profit on the batter preeision obtained fovr the nodal |
displacements via finite elemenls (Displacement Method).
Phe results obtained ave excellent compared both to a
similar technique by Gibert & Gorge (1981) and to a
simple, but more expensive, technique of adding more
nodes to the mesh,
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