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Resumo

Este trabalho enfoca um algoritmo exato para resolucaec do problema das p-
medianas baseado em uma formulacao de programacao inteira do problema. Um
algoritmo do tipo "branch and bound" & utilizado e os limitantes siao obtidos
através da Relaxacao Lagrangeana do problema usando um método de otimizacdo por
subgradientes, A implementacao & feita em micro-computadores do tipo IBM-PC.

Abstract

This work reports an exact algorithm for solving the p-median problem based on
an integer programming formulation of the problem. A '"branch and bound"
algorithm is presented and the bounds are obtained by solving the lagrangean
relaxation wusing the subgradient optimization method. The algorithm is
implemented to run on a IBM-PC micro-computer.

1. INTRODUGCAQ

A determinacdo das p-medianas de uma rede é um problema classico de
localizacao. Seu objetivo é encontrar p ndos - medianas da rede - que minimizem
a soma das distancias entre cada nd e sua mediana mais proxima. Um grande
numero de algoritmos (heuristicos e exatos) tem sido propostos para solucao do
chamado problema das p-medianas (PPM). Hakimi [4,5] fol o primeiro no exame da
determinacao de uma Unica facilidade em uma rede, generalizando posteriormente
o conceito para multi-medianas e apresentando um procedimento simples de
enumeracao. Maranzana [8], Teitz e Bart [11] entre outros usaram heuristicas
para aproximar a solugao do PPM. Algoritmos tipo ™branch and bound” foram
propostos por Efroymson e Ray [3], Jarvinen, Rajala e Sinervo [7], Neebe [10] e
Christofides e Beasley [2]. Mais recentes sao as abordagens usando Relaxacdo
Lagrangeana. Beasley [1], usando a abordagem de Christofides e Beasley resolveu
problemas com até 900 nos, gracas ao emprego do super-computador de
processamento vetorial CRAY-1S5. O objetivo deste trabalho é usar a abordagem de
Christofides e Beasley, adaptando-a para micro-computadores tipo IBM-PC e

compativeis, respondendo questoes como o numero maximo de nos possivel, a



aceleracao do método de subgradientes e uma implementacao do processo de busca

binaria ("branch and bound" ), Marengoni [9].

2. FORMULAGAO DO PROBLEMA

0 PPM pode ser definido como :

£ %
z = MIN B, ( 55 443 xlj)
n
Sujeito a igl X415 = 1, 31=12,...n (1)
by
i=1 %i3 - T3 (2)
Kij g xij; 3)
Xj4 € {0,1} i,j= 1,2,...,n (&)

M

Onde : (dij) é uma matriz simétrica nao-negativa, onde dif = 0, Yvi; (xij) a

0

caso contrario; xii = 1 se o nd i é mediano e xiil = 0 caso contririo; p

matriz de alocacoes, xij = 1 se o no 1 estd alocado ao nd j, xij

e o numero de facilidades (medianas) a serem localizadas, n é o numero
total de nds da rede.
As restricoes (1) e (3) garantem que cada né j & alocadec somente a um tnico nd
mediano i. A restrigao (2) determina o numero exato de medianas a serem

localizadas e {4) impoe a integralidade.

3. ALGORITMO

0 algoritmo bhaseia-se na abordagem de Christofides e Beasley [2] e envolve os
seguintes passos : (1) Uso de Relaxacao Lagrangeana para determinacac de um
limitante inferior (Zd max) de Z e solucao de uma formulacao do dual de PPM
pelo método de subgradientes 3 (ii) Uso de Zd_max e de um limitante superior
(LS) de Z, solucao viavel do PPM, para um procedimento de busca em profundidade
em arvore binaria. 0 seguinte problema lagrangeano (PL) & resolvido a cada

iteracao do método de subradientes, para um dade vetor nao-negativo :
n n
_ - A + B A,

Sujeito a (2), (3) e (4)
Decomposto sobre o indice i, tal problema pode ser resolvido por inspecao. Seja

n

= z - A
o, [MIN (dij

S . 0]

]



I = conjunte dos p menores ajfs
Entao a solugao de (PL) & dada por :

1, se icelI 1,8 1€ e dij - J <0
xii* = e xij* =

0, caso contrario 0, caso contrario

Encontra-se o melhor limitante inferior (Zd _max) de 2 atraves do dual,

Zd max = MAX Zd(A ), Az0, resolvido pelo seguinte método de subgradientes :

ALGORITMO DE SUBGRADIENTES : Dados A, LS, Zd_art + 0, Zd < 0Oj
ENQUANTO I > 0.005 ou

Sj = 0 para algum j, ou

LS - 2d_max 3 0.05 , FACA :

RESOLVA (PL) obtendo :

xij* , Zd(xr) , Z* ;

8 < Iyt ol

SE Zd( A) > Zd_max ‘_E_Ij'Iﬁ_O Zd max <« Zd(A);

SE Z* < LS ENTAO LS+« Z* , Zd art< Zd max;

CASO CONTRARTO 2Zd_art + Zd_art + 0.2(LS - Zd_art);

S8E Zd art > LS ENTAQ Zd art <« Zd_max;
t +« I (LS - Zd—art)
lisie ,
Aj + MAX {O’ kj + tsj} J= 1’2,00-’n;
FIM ENQUANTO

Seja Zd_art uma heuristica usada quando nao ha melhora no LS, naquela iteracio,
servindo assim, para acelerar a convergencia do algoritmo. Na escolha dos
valores para I seguiu-se a abordagem de Held, Wolfe e Crowder [6] fazendo 1 =
2 para 2n iteracdes e dividindo I ao meio a cada § iteracdes seguidas em que
nao houver melhora no Zd_max. Se I £0.005 o algoritmo para e nao se pode
concluir sobre a otimalidade do dual. Se §j =0, Y j ou LS = Zd max, entao a
solugcao otima foi encontrada para o primal e dual.

Caso a otimalidade do primal (PPM) nao tenha sido atingida, uma arvore binaria

é construida, passo a passo, cujo percurse € feito em profundidade.



Tem-se : LS (solucao vidvel inicial), chamada aqui solucdo incumbente e Zd max
(limitante inferior de Z).

Os nos sao fixados como medianas e nao-medianas usando a seguinte estratégia de
ramificacao : a variavel xii escolhida corresponde ao menor i, jeI., Em
qualquer ponto da arvore uma variavel & selecionada e dois subproblemas sao
gerados, correspondentes a xii fixado em 1 e xii fixado em 0. 0 algoritmo de
subgradientes é entao aplicado, limitado a 30 iteracoes, com H= 1 no infcio.

0 no atual da arvore deve ser podado quando : (1) 8j = 0, ou (2) Zd_max = LS,

ou (3) o numero de nés ativos é igual a p.

4. TESTES COMPUTACIONAIS

0 algoritmo proposto esta implementado em Pascal para processamento em micro-
computador do tipo IBM=-PC,

Um dos objetivos deste trabalho foi a implementacao de um algoritmo exato para
o PPM em micro-computador. Procurou-se economizar ao maximo o numero de
variaveis e tamanhos de matrizes. Assim, obteve-se um programa que consegue
suportar problemas com até 205 nds.

0 algoritmo foi testado com problemas gerados aleatoriamente com dij no
intervalo {5,100]. Os resultados encontram—se na tabela a seguir, Os tempos
indicados excluem o tempo necessario para gerar a matriz de distancias e
correspondem ao tempo total gasto para obtencao da solucao final. A tabela
contem ainda o numero de nds, numero de medianas, limitante superior (LS),
limitante inferior (2Zd_max), tipo de solucao, mnimero de iteracoes e "gap" de

dualidade calculado por : 'gap"™ = (LS - Zd max)/LS .

TABELA
ROTINA DE SUBGRADIENTES ROTINA DG SUBGRADIENTES COM BRARCH AND ROUND
HIR. | NUM. | L3 ZD MAX | SOLUCAO | K.ITER] GAP LS | ZD_MAX | SOLUCAQ) B.ITER| TEMPO | GaP
HOS | WED. IN%EI&L (reg) | FLHAL
15 & 162 72,00 | N.OTIMA 71 55,56 | 141 | 140.96| OTIIMA 177 156 48.94

25 5 191 | 155,77 | N.OTIMA 97 18,45 191 | 191.00| OTiMA 619 260 18,45
25 110 146 87.00 OTTHA 40 40.41 23

50 5 615 | 531.71 | H.OTIMA| 206 13,534 | 613 | 6014.98| INCUMB.| 1030 | 1315 13,26
50 |10 386 | 222.¢40 | H.OTIMA| 141 42,49 1 360 | 222.0Q| INCIMB.| 1007 | 1334 8,33

75 5 942 | 781.10 | W.OTIMA| 278 17.08 | 921 | %20.99| IRCUME,.[ 1012 | 2787 i5.19
5 | 10 561 | 464.44 | R.OTIMA]| 366 17,2} | 538 | 537.98| INCIMB.| 1005 | 2835 i3.67

100 5 1440 [1147.70 | H.OTIMA| 336 20.30 | 1431 | 1430.99( INCUMB.| 1005 | 4558 19.79
100 {40 914 | 700.29 | N.OTIMA| 368 22.29 | 808 | 710.29| INCUMB.| 1028 | 5120 i2.08

125 5 1811 |1462.52 | K.OTIMA| 358 15,24 | 1811 |1462.52 | %.0TIMA| 10092 | 7087 t9.24
125 |10 1130 | 895.58 | H.OTIMA | 35%9 20.75 | LOBY |1088,.99 | IHCUMB.| f029 | 73n% 776

150 5 2162 |1370.87 | N.OTIMA{ 342 19,94 | 2162 |2162.00 | N.OTIMAY 2020 [19615 19.94

OBS

Considerou~se a solugio INCUMBENTE quaudo houve melhora no “gap" de dualidade.
0 tempo indicado inclul as duas votinas (Subgradientes & Subpradientes com “branch sed
bound™).



5. CONCLUSOES

Neste trabalho procurou-se estudar o PPM e os metodos existentes (heuristicos e
exatos) para swa solugcao. Desenvolveu-se um algoritmo para resolucao exata do
problema, utilizando wuma formulacao de programacac inteira e um método de
subgradientes associado a Relaxacao Lagrangeana. De acordo com os resultados
computacionais pode-se concluir que, embora em muitos casos a arvore de busca
niao tenha sido esgotada, houve uma reducdo nos "gaps" de dualidade com o

emprego deste algoritmo.
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