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RESUMO

Fste trabaiho descreve o estudo de alguns metodos
exatos e heuristicos para resolver o problema das p-medianas. Em
particular enfoca um algoritmo exato baseado em uma formulacao de
programacao inteira do problema. Um algoritmo do tipo '"branch and
bound" e utilizado e os limitantes sao obtidos atraves da relaxacao
lagrangeana do problema usando um metodo de otimizacao  por
subgradientes. Uma estrutura de dados explorando a estrutura matricial
do problema e desenvolvida e a implementacao e feita em micro-
computadores tipo IBM-PC.






ABSTRACT

This work reports a study of a few heuristic and exact
methods for solving the p-median problem. It particularly covers an
exact algorithm based on an integer programming formulation of the
problem. A "branch and bound" algorithm 1is presented and the bounds
are obtained by solving the lagrangean relaxation and using the
subgradient optimization method. A data structure that takes into
account the matricial character of the problem is developed and the
algorithm is implemented to run on a IBM-PC micro-computer.
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CAPITULO 1
INTRODUCAOD

A determinacao das p-medianas de uma rede e um problema
classico de localizacao. 0 seu objetivo e achar p nos - chamados de
medianas da rede - que minimizem a soma das distancias entre cada no e
sua mediana mais proxima.

Um grande numero de algoritmos (exatos e heuristicos)
tem sido desenvolvido para a solucao do problema das p-medianas (PPM),
Alguns autores tentaram resolver o problema atraves de procedimentos
heuristicos;  houve aquelies que usaram algoritmos do tipo "branch and
bound® .  Mais recentemente, surgiram abordagens  baseadas em
Programacaoc Linear Inteira usando relaxacao lagrangeana combinada com
um metodo de otimizacao por subgradientes. Beasley(1985) combinando um
metodo de subgradientes e um procedimento de busca em arvores ("branch
and bound"), conseguiu resolver problemas com ate 900 nos gracas ao
emprego do super computador de processamento vetorial CRAY-1S.

0 objetivo deste trabalho e fazer um estudo do problema
e dos metodos (heuristicos e exatos) existentes para sua resolucio.
Espera-se obter um algoritmo para resolucao exata do problema e
desenvolver uma estrutura de dados que explore a estrutura matricial
do problema, para implementacac em micro-computadores do tipo IBM-PC.
Portanto, nao se tem a pretensao de resolver problemas da dimensio
daqueles resolvidos por Beasley(1985).

Iniciaimente, no sequndo capitulo, faz-se a definicao
formal do problema e sao citadas algumas de suas aplicacoes mais
comuns. Posteriormente, e feito um relato detalhado sobre atgumas
abordagens importantes na consolidacao do PPM.

No Capitulo 3, apresenta-se o algoritmo usado para
resolver o problema.



No Capitulo 4 descrevem-se a implementacao do algoritmo
@ os testes realizados, sendo apresentades, ne Capituls &5, os
comentarios finais.



CAPITULO 2

REVISAQ BIBLIOGRAFICA

2.1 - DEFINICAQO DO PROBLEMA

Uma questao que normalmente aparece nos sistemas de
distribuicao industrial € a localizacao de armazéns, fabricas ou
outras facilidades numa rede, comumente referido como Problema de
Localizacao de Armazens (PLA). O problema que vai ser tratado,
conhecido na literatura como das P~MEDIANAS (PPM), e uma versao do PLA
que consiste em Tocalizar p facilidades (medianas) em uma rede tal que
seja minimizada a soma das distancias entre cada no e sua mediana mais

proxima.

0 PPM pode ser formulado como o seguinte problema (P)
de programacao inteira zero-um:

n n
MIN Z = I r dij xij (2.1)
i=1 {j=1
X n
Sujeito a: I xij =1, i=1,2,...,n; (2.2)
i=1
n Py
z X1l = p ; (2.3)
1=1
x1j < xi1 ; (2.4)
xij € {0,1} i.d = 1,2,...4n {2.5)



onde (dij) & qualquer matriz mac negativa com dif = O para todo i
(i) @ uma matriz de alocacoes onde xij = 1 se ¢ no § estd alocado
ao no ie ®xif = 0 caso contrdrio; xif = 1 significa que ono 1§ &
mediano (uma facilidade esta localirada nmele), xii = 0 caso contrario:
p &€ o numero de medianas {facilidades) a serem localizadas na rede e n
€ 0 numero total de nos da rede. Considera-se ¥ como o conjunto de
todos os nos (qualguer no pode ser uma mediana).

As restricoes {(2.2) & (2.4 garantem que cada no j e
alocado somenté 2 um unico no i gue, PoOr sua vez, precisa ser uma
mediana, iste e, xii = 1. A restricao (2.3) determina o numero exato
de medianas que devem ser localizadadas (p) e a (2.5) impoe a
integraiidade.

0s problemas c¢e localizacdo de facilidades em uma rede
$40 variados e usualmente complexos. Dentre os criterios de otimizacao
utilizados, um & o de minimizar a soma total das distancias
percorridas.

Em estatistica, wum problema de  agrupamento
("Clustering”) de observacoes em grupos homogeneocs possui  uma
formulacao identica ao problema de localizacao de medianas em uma
rede. Kusiak et al. (1985) desenvolveram tres formulacoes distintas
usando prngrnmacﬁn inteira e cobrindo variacoes do problema tais como:
fixacao do nimero de “"clusters" e restricac quanto a0 numero de
elementos dentro de cada "cluster".

0 problema descrito que incorpora a restricac guanto ao
nimero de “clusters” possui formulacao identica a (P), onden & o
numero de elementos, p e o numero requeride de "clusters®, dij e a
distancia do elemento i ao elemento j (dij>0 para qualquer i # j,
i.d=1,2,...,n & dif1=0 para qualquer gue seja i=1,2,...,n), xij=1 se o
i-esimo elemento pertence ao j-esimo “cluster” e xij=0 caso contririo.
A funcao objetivo @ minimizar 2 soma tota) das distancias de cada
“cluster” para o seu mediano. Kusiak et al. (1985) desenvolveram



tecnicas heuristicas, empregando Lagrangeano e autovetores, para
resolver o problema.

Um outro problema importante que ocorre fregllentemente
em estatistica envolve a determinacao de limites para estratos a serem
usados em amostragem estratificada. Mulvey (1983) descreve um metodo
pratico para estratificacac de uma populacac de observacoes baseado em
analise otima de "clusters". 0 objetivo da estratificacio e construir
uma particao tal que observacoes dentro de um estrato sejam
homogeneas. 0 problema ¢ definido como um modelo de otimizacao
deterministico com variaveis inteiras cuja formulacio e bastante
semelhante a do PPM.

2.2 - HISTORICO

A seguir, serao apresentados, de forma sintetica,
alguns algoritmos importantes na consolidagcao do PPM. A maior parte
das provas sera omitida pois elas escapam do escopo deste trabalho.
Entretanto, as referencias apropriadas estdo indicadas, de tal forma
que os interessados podem examinar em detalhes qualquer dos algoritmos
apresentados. Em alguns algoritmos apresentam-se exemplos numericos
para ilustrar os passos do algoritmo (e importante ressaltar que
nestes casos o objetivo e apenas ilustrar, portanto nao se pretende
chegar a solucao otima).

As abordagens na resolucao do PPM serao classificadas,
neste trabalho, em tres categorias: (1)método de enumeracao,
(2)metodos heuristicos e (3)métodos exatos e programacao matematica
baseada no primal e dual. Para localizacao de uma unica facilidade, ou
quando a rede e pequena, o0s métodos de enumeracio fornecem um
procedimento manual para ilustrar o conceito de localizacao de p-
medianas e particac do conjunto de nos em p Subconjuntos.
Procedimentos heuristicos iterativos baseiam-se em metodos intuitivos
de tentativa e erro e nao podem garantir uma solucao otima, mas podem
ser aplicados a qualguer estrutura geral de redes, fornecendo boas
solucoes (proximas do otimo). Os métodos exatos englobam procedimentos



do tipe "branch and bound" e 25 abordagens de programacao matematica
sao baseadas em uma formulacio de programacao inteira do PPM. Estas
ultimas tem atraido muita atenczo e tem provado sucesso razoavel para
redes gerais. O PPM pode ser formulado como um problema de programacac
inteira e resolvido atraves de algoritmos baseados no primal e dual do
PFM.

2.2.1 - METODO DE ENUMERACAD

0 problera mediano mais simples em uma rede & o da
determinacan de wma unica facilidade de tal forma que seja minimizada
a media das distancias.

Hakimi {1964) foi o primeiro a examinar este problema
preccupando-se basicamente com duas guestoes: emcontrar a localizacao
otima dos centros de ligacao em uma rede de comunicacac e localizar o
melhor lugar para construir uma estacac policial em um sistema de
estradas. 0 problema da rede de comunicacao pode ser descrito como um
sistema de interconexao de telefones onde existe, rormalmente, um
centro de ligacao S que recebe todo o trafico de mEnsagens € o
distribui para seu destino. Um modelo para este sistemz pode ser
considerade como um grafo finito ponderado G cujos pesos (numergs nao-
negativos) estac ligados acs vertices e ramificacoes da rede. 0 peESD
wi gue € ligade ao ramc bi representa ¢ tamanho (ou custo por unidade)
daguele elemento. O peso hi ligado ao vertice vi de & representa o
numero de¢ linhas gue devem ser conectadas entre o vertice vie o
centro de ligacao S para manipular o fluxo de informacao que tanto se
origina como termina em vi. O problema & encontrar & Tocalizacao exata
do centro de ligacae S tal gque, o tamanho total das Tinhas seja
minimo.

D problema de lecalizacdo otima da estacao policial &
de certa forma similar. Hakimi (1964) considerou um numero de
comunidades de diferentes tamamhos que estio interconectadas por um
sistema de estradas. 0 objetive € encontrar a localizacao da estacao
policial P tal que a distancia maxima ate P seja minima.



Da discussao acima fica claro que os conceitos tedricos
usuais de grafos para centros e medianas nao podem ser usados.

Hakimi (1964) definiu, entao, um grafo G e um ponto x
em G que pode estar sobre algum ramo de G e ser ou nao um vertice de
G. A distancia entre quaisquer dois pontos x e y em G, representada
por d(x,y), e o tamanho de um caminho mais curto em G entre os pontos
X e ¥, onde o tamanho de um caminho e a soma das distancias
multiplicadas pelos pesos dos ramos do caminho.

Definiu-se um ponto x0, de um grafo ponderado G, como
sendo um centro absoluto de G, se para todo ponto x em G:

MAX hi d(vi,x0) < MAX hid(vi,x), ux (2.6)

Similarmente, definiu-se um ponto y0 em G como sendo
mediana absoluta de G, se para todo ponto y em G:

n n
21 (hi d{vi,y0)) < _>:1 (hi d(vi,y)), vy (2.7)
= 1=

1l

A mediana absoluta do grafo deve ser identificada com a
localizacao otima do centro de ligacio na rede de comunicacio, e o
centro absoluto deve ser identificado com a localizacao oOtima da
estacao policial no sistema de estradas.

Finalmente Hakimi (1964) demonstrou um teorema que e de
grande valia para estudos posteriores do PPM:

"Uma mediana absoluta de um grafo & sempre um vertice do grafo"
Entao, concluiu-se que, encontrar a localizacio otima

em um centro de Tligacao de uma rede de comunicacao pode se limitar a
encontrar o vertice mediano do grafo correspondente. E para o problema



da localizacao da estacao policial deve-se encontrar o centro

absoluto do grafo correspondente.

Para ilustracao, seja o grafo abaixo:

v4

vh v3 Ve vl

A matriz de distancias deste grafo e:

10 0 14 12 24

D = 24 14 0 12 10
20 12 12 0 20
34 24 10 20 O

E facilmente determinado que v4 e o centro absoluto do
grafo, pois:

MAX (d(vi,vi)) = MAX (d(vl,vj)) = 34 = d(v1,v5)

MAX (d(v2,vj)) = 24 = d(v2,v5)



Hﬂ.l {-ﬂ{vid‘j” L 24 d('ﬂﬂ”

MAX (d{vd,vj)) = 20

LI

divd,vl) = divd,v5)

MAX (divi.vj)}) = 34 = d(v5,v1)

MIN [MAX (d{vi.vj))] = d{vd,vl) = divd,v5)

Também tem-se que v2 € v3 sap duds chances possiveis de
medianas no gqrafo, pois:

n
L divl,vi) = 88
1=1

n
'EI d{vZ,vi) = 60
i=

L d(v3,vi) = 60
i=}

I dlv,vi) ~ 64
1=1

n
L d{v5,vi) = 88

1=1

Em uma publicacao seguinte Hakimi (1965) generalizou o
conceito de mediana, em um grafo ponderado, para multi-mediaras e
apresentou um procedimento simples de erusmeracdo. 0 problema tratado
pode ser descrito assim: em uma rede de comunicacao N, como em um
sistema de interconexao de telefones, existe usualmente um numero de
centros de ligacao 51,52,53, ... , Sp; todo fluxo de mensagens que
passa dentro da rede deve chegar até um centro de ligacao para entio
ser processado e enviado & seu destino; assume-se que 0 custo para
manter as ligacoes @ dcesprezivel. Este problema pode ser modelado
atraves de um grafo ponderado G cujos pesos wi{tamanho ou custo por
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unidade de cada ramo) e hi(numero de linhas que devem ser conectadas
entre 0 vertice vi e o centro de 1igac50 para permitir o fluxo de
informacoes) estao ligados aos ramos e nos de G respectivamente.

Assumiu-se que qualquer centro de ligacao pode estar em
qualquer lugar sobre o ramo de G, isto e, a localizacac do centro de
ligacao nao é necessariamente limitada acs vertices de G. 0 problema é
encontrar a distribuicac dos centros de 1igac50 S1,52,...,Sp tal que o
tamanho total das linhas seja minimo (distribuicao otima dos centros
de ligacao).

- Seja um grafo ponderado G. Um ponto x em G & um ponto
sobre o ramo bi de G que pode ou nao ser um vertice de G. A distancia
entre quaisquer dois pontos x e y em G, denotada por d(x,y), é o
tamanho do caminho mais curto em G entre os pontos x e ¥, onde o
tamanho do caminho e a soma dos pesos dos ramos do caminho. Seja Xp o
conjunto de p pontos x1,x2,...,xp em G e seja

d(vi,Xp) = MIN [d{vi,x1),d{vi,x2),...,d{vi,xp)]
0 conjunto de pontos Xp* e uma mediana de G para todo

Xp em G se:

n
(hi d{vi,Xp*)) < I (hi d{vi,Xp)})
1 1=1

n o3

1

onde hi e o peso ligado ao vértice vi em G.
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Claramente o conjunto de pontos Xp* pode ser
identificado como localizacao otima dos centros de 1igacao numa rede
de comunicacac. Hakimi (1965) nao apresenta um procedimento para
encontrar Xp*. Mas, por outro lado, demonstra um teorema que e o
principal passo nesta direcao:

"Existe um subconjunto Vp* de V contendo p vertices tal que para todo

conjunto de p pontos X em G:

(hi d(vi,X)) )
1 1

=
|v

n
Z (hi d(vi,vp*))"

i 1

0 teorema acima prova que para encontrar as p-medianas
deve-se enumerar todos os subconjuntos de V contendo p vértices e
examinar as somas. Esta tecnica de enumeracao parece razoavel para n
nac muito grande, ja que o numero de subconjuntos possiveis e Cn.p,
onde;
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2.2.2 - METODOS HEURISTICOS

Varios procedimentos heuristicos foram bem sucedidos na
resolucac do PPM. Alguns deles sao usados para gerar solucoes iniciais
boas efou regras de decisao na escolha de nds, que ajudem na cbtencio
de convergéncia mais rapida de algoritmos usando programacao
matematica.

Um dos primeiros procedimentos heuristicos para o PPM
foi desenvolvido por Maranzana {1964). Ele considerou o problema de
Tocalizacdo otima de pontos de abastecimento [estabelecimentos
comerciais e fabricas para servir frequeses distribuidos em uma rede
de cidades) com relacao aos custos de transporte. Se o5 custos de
transporte sao uniformes e lineares com velacao 3 distincia, o custo
total de trensporte & proporcional @ soma das distancias entre os
pontos de abastecimento até as cidades servidas, cada uma ponderada
pelo volume de remessa. Sempre e considerado o caminho mais curto de
um no  para outro {assume-se gue existe algum caminho conectande todos
o5 pares de nos da rede).

Um né no qual um ponto de abastecimento estd localizado
€ chamado fonte e um nd que possui uma demanda a ser satisfeita &
referenciade como destino.

im termos matematicos tem-se o seguinte problema:

Dados um conjunto P de n pontos pl,p2,...,pn, um conjunto de pescs
associados wl,wZ,...,wn e uma matriz de distdncias nao-negativa, n-
dimensional e simetrica [dij]. gquer-se encontrar p fontes,
{pxl,px2,....pxp) @ uma particao associada de P em p subconjuntos de
destinos {Pxl,...Pxp) servidos respectivamente pelas p fontes, tais
que:

4 Dud, i wi {2.8)
1 PiEPX]

L =
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seja minima, onde Dij e a distancia minima entre pi e pj .
0 custo do transporte e proporcional a soma (2.8).

Segue-se uma rapida descricac do wmetodo iterativo
proposto por Maranzana que pode ser aplicado a uma selecag inicial de
p pontos de abastecimento para produzir, sucessivamente, selecoes
melhores,

0 algoritmo comeca com uma selecao arbitraria de p
fontes (pxl,...,pxp} e particao da rede em subconjuntos ({Pxl,...Pxp)
onde Pxi ={pk; Dk,xi < Dk,xj p/todo j} } a serem servidos por estas
fontes. Isto e acompanhado pela associacac de cada ponto com sua fonte
mais proxima, Depois, o centro de gravidade de cada conjunto na
particao e determinado e as fontes originais sao substituidas por
estes pontos. Este processo e repetido ate que as fontes nao mudem
mais. Considera-se pj um centro de gravidade de Q © P se:

L Di,k wk < z Di,k wk para todo i
pk €Q pk €Q

Segue o0 seguinte exemplo. Seja a matriz de distancias
para um problema com n = 6 e p = 2, Suponha-se que 0s pesos ja estao
devidamente associados na matriz:

0 79 95 75 66 64
79 0 49 21 86 52

75 21 58 0 83 64
66 86 6 83 0 38
64 52 5 64 38 O
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Sejam inicialmente os dois fontes pl e p2. Associados a
pl e p2 determinam-se as particoes correspondentes:

Pxl
Px2

{pl, p5}
{p2, p3, p4, pé}

Determinam-se os centros de gravidade:

Para Pxl --> o0 centro de gravidade e p5
Para Px2 --> o centro de gravidade & p3

Consideram-se agora os fontes p3 e p5 e associados a
eles determinam-se:

Px5
Px3

{pl, p5}
{p2, p3, p4, p5}

Os centros de gravidade sao p5 e p3. Atingiu-se a
convergencia: as medianas sao ©os nds 3 e 5. Maranzana {1964) sugere
que se aplique o algoritmo para diferentes valores iniciais para
garantir que p3 e p5 sao o0s melhores nos que podem ser encontrados
(otimalidade).

Embora o algoritmo possa falhar em convergir para uma
solucao otima, Maranzana (1964) afirma que repetidas aplicacoes com
valores iniciais alternativos asseguram uma boa solucao. Poucos testes
computacionais foram desenvolvidos por Maranzana (1964), embora ele
indique que seu algoritmo apresentou resultados satisfatorios em
probiemas amostrais.

Teitz e Bart {1968) apresentaram bons resultados com a
utilizacao de uma heuristica de substituicao de vertices. E uma
abordagem alternativa que se concentra na definicao formal dos
vertices medianos generalizados e sua matriz de distincias associada.
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Teitz e Bart (1968) consideraram uma rede com n nos e
para cada um deles uma dada demanda hi. Para cada par de nos i,j da
rede, a distancia minima di,j e calculada. Cada vertice vi no grafo G
e ponderado por hi e cada arco i-j pela distancia minima di,j. Seja D
a matriz simetrica n X n de distancias (dij) entre os pares vi,vj para
um grafo com pesos diguais nos vertices. 0 vertice mediano vk sera
aguele cuja soma dos elementos na coluna correspondente em D seja

minimizada:

n

dj = 2 dij  (J = 1,2,...,n) (2.10)
1=1

Entao, vk & mediana se, somente se:

dk = MIN (di,dZ,...,dn) (2.11)

Se o grafo G tem diferentes pesos nos vertices, e
necessario redefinir a matriz das distancias de G:

R=1[H. D) = [rij] = [hi.dij]

A generalizacao dos vertices medianos  seguem
togicamente de (2.10) e {2.11) na matriz R.

Considere-se a definicao dos vértices medianos
generalizados:

(rik)

3

i

rm* = MIN [r1,r2,...,r(Cn,p)]

rm* < rm (m=1,...,Cn,p)
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Para cada conjunto possivel de vertices fontes Vpm,
pode-se construir uma submatriz Rpm de R juntando-se as p colunas
correspondentes aos vertices vj em Vpm. A fonte da qual qualquer
vertice destino vi é servido & definido como vk tal que:

rik < rij para todo vk, vj € Vpm

Esta € a i-esima Tinha minima em Rpm. A distdncia total
rm para o m-esimo conjunto de fontes sera a soma destas Tinhas
minimas.

Varios tipos de efeitos resultantes na distancia
ponderada total podem ocorrer caso trogue-se um vertice vj no
conjunto de fontes por outro vb.

Se rij nao for a i-ésima linha minima de Rpm, entio,
nenhuma mudanca ocorreria na contribuicao de r na i-ésima linha . Se
rij for a i-esima Tinha minima, entdo, sua substituicao por rib pode
produzir varios resultados dependentes de:

rib < rij (a)
ou rij < rib < riS (b)
ou rij < riS < rib (c)

onde riS e a distancia ponderada de vi a vs para a qual
rij < riS < risS* p/ vS* € Vpm e vS*# vj, vS

Em outras palavras, riS e a segunda menor i-ésima
Tinha em Rpm.
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No caso (a) a contribuicao de r na i-esima linha da
substituicao de vb por vj e agora incrementada por:

iA bj=rij - rib
iabj <0

No caso (b) a contribuicao de r na i-ésima linha e
incrementada por:

iAbj=nrij- rib
iAb] >0

No caso (c) o incremento comparavel e:

iA by =rij- ris
iAbj >0

Se vai ser pior substituir o vertice vb pelo vj depende
do efeito de rede do incremento somado sobre todas as linhas:

n -
Abj = I 1 A D]
i=1
Substituir vb por vj reduz a distancia total somente
se:
Abj< O

Estas observacoes sugerem uma abordagem para encontrar
a mediana generalizada que envolve um processo iterativo de
substituicao de um unico vértice, seguindo os seguintes passos:

PASSO 1: Seleciona-se algum subconjunto inicial de vertices fontes;
por conveniencia, sejam vl, v2, ... sVis eeey VP.



PASSQ 2:

assim:

PASSO 3:

PASSO 4:

PASSO 5:

PASSO 6:

PASSO 7:

8

Para cada vertice vj encontra-se seu Plj associado (de
vertices destinos) como no metodo da particio (Maranzana,
1964):

Pij = {vi / rij < rik , qq seja vk € v1}

e, computa-se a distancia total para o sistema rl,

Seleciona-se algum vertice, vb, fora do conjunto de fontes.

Para cada vertice vj em V! substitua vb e calcule
Abj.

Encontra-se o vertice vk em V1 tal que:
Abk < O
Abk = MIN Abj j=1,...,p

Se existe um vertice que satisfaca as condicOes do PASSO 5,
substitui-se vb por vk no conjunto de fontes, chama-se o novo
conjunto de V2 e calcula-se r2. Se nenhum vertice satisfaz as
condicoes, mantem-se o conjunto de fontes V1 e seque-se para
o PASSO 7.

Seleciona-se outro vertice que nao esteja em V1 nem em V2 e
nao experimentado anteriormente, e repetem-se os PASSOS 4 ateé
6.
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PASSO 8: Quando todos os vertices do complemento de V1 tiverem sido
experimentados, define-se ¢ subconjunto de fontes resultante
Vt como um novo V1 e repetem-se os PASSOS 2 ate 7. Chama-se

cada repeticao desta de ciclo completo.

PASSO 9: Quando um ciclo completo (PASSOS 2 a 8) resultar em nenhuma
reducac em r, o procedimento termina. 0 Vt final e uma
estimativa dos vertices p-medianos de G.

Seja a matriz de distancias (2.9) definida
anteriormente. Neste caso consideram-se o0s pesos hi=1 (entao
R = [HD] = [D]). Seque um esboco da primeira parte do primeiro ciclo
do algoritmo proposto.

V= {vl,...,v6}
Seja V1 = {vl, v2}
Para vl --> P11
Para v2 --> P12

{v5}
{v3, v4, vB}

rl = rl5 + r23 + r24 + r26 = 188
Seja vb = v3
n
Para vl --> V1 = {v2, v3} e Abl = £ i A bl
1=1
1ADbl=r11-rl5=0-064=-64 (caso c)
2A Dbl =79-49 =30 (caso a)
3Abl=95-0= 95 (caso a)
4ADbl=75-58=17 (caso a)
54 bl =66-6=60 (caso a)
6 A bl =66-5-=59 (caso a)

Abl = 64 - 30 - 95 - 17 - 60 - 59 = -197

Para v2 --> V1 = {v1, v3}
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1Ab2=79-95=-16 {caso b)
2ADb2=0-21=-21 (caso ¢)
3ADbD2 =49 -0 = 49 (caso a)
4 A b2 =59 - 21 = 37 (caso a)
54 b2 =86 -6 =80 {caso a)
6A b2 =52-5=47 (caso a)

Ab2 = 16 + 21 - 49 - 37 - 80 - 47 = =176
Como vl em V1 satisfaz as condicoes:

Abl< 0
Abl = MIN {Abl, Ab2Z).

Substitui-se o vertice v3 pelo vértice vi: V2 = {v2, v3} e r2 = 111.
Agora seleciona-se outro vertice que nao esteja contido nem em V1 nem
em V2 (e nac experimentado anteriormente) e repetem-se os PASSOS 4 a
6, e assim por diante.

A primeira vista este procedimento parece trabalhoso em
comparacao com o metodo de Maranzana (1964). Entretanto, os passos sao
simples e o tempo de processamento e razoavel. Em nenhum dos casos
analisados por Teitz e Bart (1968) houve mais que 4 ciclos ate
encontrar as p-medianas. Como no Metodo de Maranzana (1964), nio ha
seguranca de que VYt e rt sejam valores otimos globais.

2.2.3 - METODOS EXATOS E PROGRAMACAOQ MATEMATICA

Dentre os metodos exatos encaixam-se os procedimentos
do tipo "branch and bound". Jarvinen et al. {1972) desenvolveram um
algoritmo deste tipo para resolver o PPM. Sejam:

- V¥p o conjunto de p pontos {vl,...,vp} no grafo G

- d{V¥p,vi) = min {d(vl,vj),d{v2,vj),....d{vp,vi) }

- d{vi,vj) o tamanho do menor caminho entre vi e Vi,
vi € Vp
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- a matriz de distancias D (n X n)
- 0 conjunto VOp e uma p-mediana de G se, para todo
Vkp em G:

d{VOp,vj) <
1 J

d(Vkp,vJ)
1

| LI i e
n 13

i

- Dij = d(vi,vi)
- Para o conjunto de p pontos VOp:

d(Vop,vj) =
1 J

{min Dij) = S
1

n 1=
LI e

N

Eles observaram que {1) na soma S existe somente um
elemento de cada coluna de D, (2) todos os termos em S estao
Tocalizados em somente p linhas de D, e (3) a soma S consiste de pelo
menos p termos nulos que correspondem aos Dii na diagonal principal. O
algoritmo apresentado por eles baseia-se principalmente na observacao
(2) e objetiva escolher n-p vértices que ndo pertencam a VOp. A regra
de particao adotada e a seguinte: tira-se primeiroc um vertice do
conjunto e depois 2,3,4,...,n~p. Para calcular o limitante inferior da
soma S, assume-se que r vertices vK1,vK2,...,vKr foram tirados do
conjunto (1 < r < n-p). Entao tem-se n-r vértices dos quais p
vertices devem ser escolhidos. Conseqlientemente, tem-se dois conjuntos
de vertices e os correspondentes conjuntos de indices:

Vr
K

vK1,vK2,...,vkr} e Vn-r
K1,K2,K3,...,Kr} e J

{vd1,vd2,...,vd(n-r)}
{J1,92,...,3(n-r)}

Para as colunas da matriz D, que correspondem ao
conjunto K, calcula-se para a coluna k € K:

sk = MIN Dik para i€ J



PASSO 1:

PASSO 2:

PASSO 3:

PASSO 4:
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E para outra coluna j € J:
sJ = MIN Dij para i € J, 1#]
0 limite inferior da soma S e:

LB{K) = SK + SJ, onde:

SJ e a soma dos {n-p-r) menores sj (j € J).
0 algoritmo possui os seguintes passos:

Seja r =1, S = . Gera-se o0 conjunto de Jndices
K= {1},{2},...,{n}. Segue-se para o PASSO 3.

Seja K' = {K1,K2,...,Kr}. Seja r =r + 1, Inativa-se o
limitante inferior LB(K') e gera-se um novo conjunto de
indices K onde todos os indices do conjunto consistem dos
indices de K' e de um novo indice.

Calcula-se LB(K) para todos os indices.

Se r<n-p escolhe-se o menor LB(K), chama-se este
conjunto de K'e segue-se para o PASSO 2,
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PASS0 5: Se r = n - p tem-se uma solucao viavel para o problema. Seja
LB(K') o menor LB(K) do novo conjunto de 7indices. Se
LB(K') < S, entao faz-se S = LB(K'), colocam-se as p-
medianas  correspondentes na memoria e destiva-se o
limitante inferior cujo LB(K)>S. Se apos isto nao
existirem mais conjuntos atives, o algoritmo termina e a
soma minima e S. Caso contrario, escolhe-se o menor LB{K) do
conjunto de limitantes inferiores ativos, chama-se este
conjunto de K' e vai-se para o PASSQO 2.

Seguem os calculos indicados nos passos do algoritmo. A
matriz de distancias e a definida em (2.9).

r=1 n-r=25 n=-r-p-=3

¥l = {vl} e Vo = {v2, v3, vd, v5, v6}
LB(1) = 64 + + 6+ 5 =280

LB(2) =21 +51 + 6+ 5 =83

LB(3) = 5+ 21 + 21 + 38 = 85

LB(4) = 21 + + 6+ 5 =37

LB(5) = 6 + + 5+ 21 =37

LB{6} = 5 + + 6+ 21 = 38

Como r< n - p , continua-se. O menor LB{K) & LB(4) = 37 = LB(5)
K'= {4} r=2

K=1{4, 1} LB(K) =21 +5+5=23]
n-r-p=2

K=1{4, 2} LB(K) =21+ 5+ §5=31
K=1{4, 3} LB(K) = 5+ 38 + 38 = 81
K=1{4, 5] LB{(K)= 6+ 5+ 5=16
K=1{4, 6} LB(K)= 5+ 6+ 6=17
r=2 n-p=4 eK' ={4,5

E assim por diante, sao calculados os LB(K) até que r =n-p.

Jarvinen et al., (1972) fornecem também uma heuristica
para obter uma solucao inicial para o método de substituicao proposto
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por Teitz e Bart (1968). Eles afirmaram que este procedimento melhorou
a execugao do metodo de substituicdo. Segundo Handler e
Mirchandani {1979) isto nao é surpreendente, ja que, a combinacio de
heuristicas e eficiente na resolucaoc do PPM. 0s procedimentos
heuristicos sao igualmente importantes gquando usados em conjunto com
alguns algoritmos exatos, pois alem de fornecerem solucdes iniciais
viaveis boas, uma sotucdo heuristica tambem fornece um Tlimitante
superior do valor otimo da funcao objetivo, ajudando na convergéncia
mais rapida dos algoritmos exatos.

Revelle e Swain (1970) modificando a formulacic do
problema de localizacao de armazens (PLA), apresentaram uma formulacio
de programacao inteira para resolucdo do PPM, a mesma adotada neste
trabalho (descrita na Secao 2.1).

Os algoritmos descritos a sequir sao baseados em uma
formulacao dual do problema de programacac matematica (P). Relaxacdo
lagrangeana e uma tecnica, baseada no dual, que tem provado sucesso na
resolucao de problemas de programacao inteira. Tendo em vista que esta
tecnica e amplamente empregada, optou-se por fazer uma breve exposicao
teorica a respeito.

Muitos pesquisadores consideram a Relaxacao Lagrangeana
vantajosa para resolucao de problemas com estruturas especiais, ja
que, relaxar um conjunto de restricoes pode produzir um problema
lagrangeano de facil resolucao, cujo valor otimo e um limitante
inferior (para o problema de minimizacao) do valor otimo do problema
original.

Segundo Fisher (1981} o nascimento da relaxacao
lagrangeana, como ela existe hoje, ocorreu em 1970 quando Held e Karp
utilizaram um procedimento de relaxacao para a solucao aproximada de
um probiema de programacao linear relacionado ao probiema do caixeiro-
viajante. Logo apos o metodo foi aplicado em problemas de "scheduling”
e problemas de programacac inteira em geral.
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Esta tecnica  foi amplamente  discutida  por
Geoffrion {1974) e Held et al. (1974).

Surgem trés questdes quando se usa 2 abordagem
lagrangeana: (1} quais restricoes devem ser relaxadas, (2) como
calcular bons multiplicadores e (3) como deduzir uma solucao viavel
para o problema original dada a solucao do problema relaxado.

Para Fisher [1985), a relaxacdo deve ser feita de modo
a facilitar o problema e, ele sugere que, para calcular bons
rultiplicadores, existe um procedimento de proposito geral chamado
método de subgradientes {uma variacac do metodo de gradientes) que vem
sendo utilizado em grande escala nos ultimos amos e com bastante
sucesso. Uma  primeira abordagem deste metodo foi usada  por
Poljak (1967). Subseglientemente, Held et al. (1974) apresentaram &
formulacado tedrica do método e resultados computacionais aplicados aos
problemas de atribuicao e caixeiro-viajante. Maiores detalhes serio
apresentados a seguir, no decorrer da apresentacac do algoritmo.

Segundo Handler e Merchandani {1979), primeiro
Diehr {1972) e mais tarde MNarula et &l. {1977) e Cornuejols et
al. {1977), aplicaram especificamente esta tecnica (relaxacde
lagrangeana em conjunto com um metodo de otimizacao por subgradientes)
para resolver o PPM,

A seguir, descrevem=se oS passos na resolucdo do
problema (P) descrito na Secao 2.1, relaxando a restricao (2.2):
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Para qualquer vetor X = (X1, X2,..., An} > 0, formar o
seguinte problema lagrangeano (PL):

n n n n
Zd(A)=MIN ( £ (I dijxij) -2 A (I «xij-1)) (2.12)
=1 j=t J=1 1=1
Sujeito a: xii < xij (2.13)
n
Eoxiio=p (2.14)
1=1
xij € {0,1}, 1,3 =1,2,...,n (2.15)
cuja funcao objetivo pode ser reescrita como:
n n n
Zd(X ) =MIN T (Z (dij - Aj) xij)+ I Aj {(2.16)
j=1 i=1 j=1

Tal problema para um dado X pode ser resolvido por
inspecao, ignorando momentaneamente a restricao (2.14) e decompondo-o0
sobre o indice i, obtendo n subproblemas da sequinte forma:

n
Minimizar & (dij - Aj) xij
j=1

Sujeito a xij £ xii 1,J=1,2,...,n

xij € {0,1} 1,3j=1.,2,...,n
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Cada subproblema e resolvido por inspecac. Seja:

al ¢ = _
J

[MIN(O,dij- Aj)]
1

W=

e seja I o conjunto de indices dos p menores ai's (aqui a restricao
(2.14) e tratada implicitamente). Entao, uma solucao { xij*} para o
problema lagrangeano e:

1seic€l
xii* =

0 caso contrario

e para todo i # j:

( lsei€ledii-xji 0
x-ij* =

i‘ 0, caso contrario

A solucao {xij*} nao e necessariamente viavel para o
PPM original, uma vez que a condicao (2.2) pode nao estar sendo
atendida. Todavia, o conjunto 1 identifica o conjunto de p nos que
pode sempre oferecer uma possivel solucao viavel e logo um limitante
superior. Se A > 0, entao Zd{ » ) e menor ou igual a Z (o valor otimo
da funcao objetivo do PPM original).

Assim o problema dual (D) e encontrar o melhor
lTimitante inferior para Z, ou seja:

(D) Maximizar Zd{ A ) (A 2 0) (2.17)
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Para obter um bom vetor A, sugere-se o usoc de um
metodo de subgradientes que e uma tecnica de atualizacido progressiva
dos multiplicadores de Lagrange, de maneira sistematica, com o
objetivo de maximizar o valor do problema dual lagrangeano.

Assume-se que o problema lagrangeano tenha sido
resolvido para um dado X @ seja:

5]

wij* = 1

[T =
L]

Logo, 5§ indica o numero de medidas em excesso para as
guais o vertice vj esta alocado na solucdo dual {x1j* . Observa-se que
5=(51,52,..., 5n) @ um subgradiente de 7d em 1\ e pode ser usado como
direcao a fim de altera-lo. Assim:

Se 5§ <0, Aje diminuido
Se Si >0 , Aj e aumentado
Se 53

0, AJ permanece inalterado

Para se determinar o "tamanno do passo” (tk), sugere=-se
as regras dadas por Held et al. (1974):

Seja a seglencia: X jk+l = i jk + tkSjk

Fode=52 assegurar a convergencia de 7d{ % ) ac seu valor
maximo sob as sequintes condicoes (Poljak, 1967):

n
38 K ==x @&, th ==>0 e = 1 == m
i=1
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0 "tamanho do passo" usado mais comumente e (Held e
Karp, 1970):

mk  (Z* - Zd(2k))

H

tk

Isk®

onde Tk e um escalar que satisfaz a 0 < 7wk < 2, Z* o0 valor da

funcao objetivo em seu melhor valor viavel para (P) e “Sk”2 e
qualquer norma (neste caso, norma Euclideana) de S.

Freqllentemente a seqliencia 1wk & determinada comecando
com 70 =2 e reduzindo 7k por um fator 2 sempre que Zd( x» ) falhar
em crescer em um numero especifico de iteracoes. 0 valor IZ*,
inicialmente, pode ser calculado usando qualquer heuristica para o PPM
(Teitz e Bart, por exemplo) e depois atualizado usando as solucoes que
sao obtidas nas iteracoes em que a solucio do problema Tagrangeano
devolve uma solucao viavel para o problema original (P). A menos que
se obtenha um Xk para o qual Zd{ A) = Z*, nao existe maneira de
provar a otimalidade do metodo dos subgradientes. Para resolver esta
dificuldade, o metodo & usualmente encerrado depois de atingir um
Timite especifico de iteracoes.

Narula et al. (1977) utilizam a metodologia acima
definindo o problema (P) como definido na Secao 2.1 {equacdes (2.1)-
(2.5)), e os problemas (PL - equacoes (2.12)-{2.15)) e (D - equacao
(2.17)).

0 algoritmo (chamado Algoritmo 1, para futuras
referencias) para resolver o problema (D), ou seja, maximizar Zd{ A )
pode ser estabelecido como segue:

PASSO 1: Escolher um A0 inicial. Uma boa escolha e X 3O = MIN{dij),
para i #j. Faz-se k=0.
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PASSO 2: Para 0 3k escolhido, o valor de Id{ Ak) @ obtido comn se

segue: para cada 1, calcula=-se

a0 = T (MIND.15 - A5))
j=t

Selecionam-se 05 p menores aie seja | o conjunto de tais
Indices. Calcula-se

n
Id{2k) = © aif+ I Ak
i€ 1] jut

Para obter o valor do correspondente I*, calcula-se para cada
j» Djk = MIN @ij}, €I, A soma dos n-p maiores Djk di o
valor de I¥* .

PASSO 3: A j-esima componente do subgradiente de Zd(Ak ) em Ak &

fi
E xij* - 1, onde

it

5]

Lsed€El e (dij-2j)(0
xij* =
0, caso contrario.

Termina a busca se todo 5] = 0 ou o valor de Zd{ k) iqualar
ao valor de I. Caso contrario, calcula-se o "tamanho do passo”
tk., Faz-se Ak+] = Ak + tkSk e k=k+l. Vai-se para o PASSO 2.
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Nesse trabalho (Narula et al., 1977), os autores
apresentam resultados comparativos com outros algoritmos para
problemas com n=10 (p=2, 4, 6, 8), n=20 (p=2, 4, ..., 18), n=30 (p=2,
4, ..., 28). A tecnica utilizada apresentou excelentes resultados
relativos.

Christofides e Beasley (1982) tambem utilizaram
relaxacao lagrangeana, tentando dois 1limites para o PPM., Para um
destes limites a relaxacaoc foi vrelativa as mesmas restricoes
consideradas por Narula et al. (1977), so que, neste caso foram
incluidos testes de penalidades baseados nos Tlimites obtidos. No
segundo limite estudado a relaxacao foi relativa as restricoes:

aij xij < ni xii  i,j=1,...,n i#j

045
-y

J

que substituiram as restricoes xij < xii da formulaciao anterior. Neste
caso considerou-se aij > 0 para todo i e j e aij = 0 se e somente se
j nao pode ser alocado a i {dij = = ).

Tambem neste caso foram incluidos testes de penalidade
sobre o Timite. Um procedimento de busca em arvore e descrito e sao
apresentados os resultados computacionais para problemas com nimero
arbitrario de medianas num total de ate 200 nos.

0 trabalho de Christofides e Beasley (1982) mostrou que
a relaxacao conforme considerada por Narula et al. {1977) e mais
eficiente. Os testes de penalidade incluidos serviram para a reducio
do problema, isto e, fixando algumas variaveis xij no seu valor otimo
zero ou um reduzindo a dimensao do problema.

Em uma publicacao posterior, Beasley (1985) mostrou ser
possivel melhorar seu algoritmo, resolvendo problemas com até 900 nos,

com o uso de um super-computador com capacidade de processamento
vetorial.
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Raggi e Galvao {1982) trataram o PPM com custos fixos,
isto e, um problema de localizacdo de recursos em redes no qual os
custos fixos de instalacao variam ao longo da rede. Eles apresentaram
um algoritmo com base na relaxacao lagrangeana da formulacao de
programacao zero-um do problema. 0 uso deste método para problemas de
custo fixo e uma extensao dos metodos usados por Narula et al. (1977)
e Christofides e Beasley (1982). 0 algoritmo foi testado em varios
problemas gerados aleatoriamente, relativos a redes de ate 100
vertices. Para todos os problemas testados a solucao otima foi obtida.

Olivo e Senne (1988) apresentaram a implementacao, em
micro-computador do tipo IBM-PC, de um metodo de subgradientes
associado a relaxacao lagrangeana e concluiram que este pode ser
considerado uma excelente heuristica na obtencao de bons limitantes.
Eles sugerem o uso destes limitantes em um algoritmo do tipo "branch
and bound" para solucionar, de modo exato, problemas de grande porte.

Neste trabalho segue-se a sugestao de Olivo e
Senne (1988): aproveita-se a  abordagem de Christofides e
Beasley (1982), incorporando-se a busca em arvore e implementando-se
o algoritmo em micro-computador do tipo IBM-PC.



CAPITULO 3

ALGORITMO PROPOSTO

3.1 - INTRODUCAO

No capitulo anterior, descreveu-se o problema das p-
medianas e suas aplicacoes. Foram destacados alguns dos algoritmos
mais importantes na resolucao do PPM. Alem disso, foram fornecidos
alguns resultados teoricos importantes (relaxacao lagrangeana e
otimizacao por subgradientes), que serdo uteis na formulacio do
algoritmo utilizado neste trabalho.

Neste trabalho enfoca-se a resolucao do PPM de uma
forma classica: aplica-se uma relaxacao lagrangeana ao problema de
modo que permita a resolucao analitica do problema lagrangeano e, em
seguida, busca-se o otimo da funcao dual usando um metodo de
subgradientes. Se uma solugao otima primal nao for encontrada em um
determinado numero de iteracoes lanca-se mao de um esquema de “branch
and bound" (procedimento de busca em arvore).

Neste capitulo, inicialmente, & apresentado o algoritmo
enfocando a relaxacao lagrangeana e um método de subgradientes. A
sequir, apos a apresentacao de uma visao geral do metodo "branch and
bound", descreve-se a sua inclusao no algoritmo.

3.2 - ALGORITMO DE SUBGRADIENTES

Como ja foi descrito anteriormente, o PPM pode ser
formulado como um problema de programacac linear inteira zero-um
(problema (P) - Secao 2.1). A maior dificuldade encontrada na
resolucac de (P) reside na determinacio do valor das variaveis xii,
que define a localizacao das medianas na rede. Supondo-se que xii*
representem os valores de xii na solucao otima de (P), a determinacio
das demais variaveis xij, i # j - chamada de probiema da alocacao dos
nos as medianas - pode ser realizada sem dificuldade a partir de xii*,
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Se 0 = {i: xii* = 1} e o conjunto das medianas da solucae otima, entio
os xij* estao definidos, para cada j € ¥-Q, pela sequinte regra:

* 1lpara umno i 0 tal que dij = MIN dik (k€Q)
Iij* =

L 0 caso contrario.

0 problema lagrangeano e o (PL) descrito no capitulo
anterior, equacoes (2.12)-(2.15). A constante ai, também definida
anteriormente, pode ser considerada como o "custo" de localizar uma
mediana no no i. Assim, a resolucdo do problema lagrangeano reduz-se a
determinar o conjunte I dos nos correspondentes aos p menores @i,
i EV e fazer xii = 1 se i€1 e xii1 = 0, case contraric.

0 problema dual correspondente a (P) & o problema (D)
definido pela equacao (2.17). Para resolver (D) utiliza-se um método
de subgradientes, ja descrito anteriormente.

A sequir, baseado no Algoritmo ! descrite no Capitule
2, formaliza=-se o algoritmo de subgradientes wusado. Determina-se um
valor inicial para LS (o limitante superior no problema). Isto pode
ser feito usando qualguer heuristica para o PPM (Teitr e Bart, 1968
por exemplo). Meste trabalho, por economia de tempo e recursos
computacionais, optou-se por inicializar LS com um valor grande {maior
numero inteiro permitido pela linguagem de programacac utilizada).
Lego na primeira iteracao este valor e atualizade pelo valor da
solucao viavel do primal, Seja Zd_max o valor do limitante inferior
maximo, Seja Id_art uma heuristica usada quando nao ha melhora no LS,
naguela iteracao, servindo, assim, para acelerar a convergencia do
algoritmo. Este valor nao pode superar LS e quande isso  acontece
Id_art e feito igual a Id max.
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ALGORITMO DE SUBGRADIENTES:
Dados X e LS.
PASSO 1: Faz-se ZId art « O e Zd « O.
PASSO 2: Enquanto (a) Sj # 0, para algum j, ou
(b} LS - Zd max>0.05, ou
(¢c) m>0.005,
Resolvem-se os PASSOS 3 a 6,
PASSO 3: Resolve-se (PL) obtendo:
xij*,

Zd(X)« I ol +
i€l J

AJ

[ i e |

1

*

J

(MIN dij)
1 1€1

LI s e |

PASSO 4: Calculam-se os subgradientes:

n
Si+ I xij* -1, j=1,...,n
i=1

PASSO 5: Atualizam-se os limitantes:
Se Zd(* ) > Zd max, entao Zd max « Zd( 1 );

Se Z* < LS, entao LS « Z* e Zd_art « Id max
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Caso contrario, faz-se:
Zd_art « Zd art + 0.2(LS - Zd art);

Se Zd_art > LS, entao Zd_art <« Zd max;

PASSO 6: Determina-se o novo "tamanho do passo":

m (LS - Zd - art)
is)|?

e atualizam-se os multiplicadores de Lagrange:

Aj « MAX {0, Xj + tSj} , i=1,...,n

Para escolher o valor de 7, segue-se a abordagem de
Held et al. (1974) fazendom™ = 2 para 2n iteracoes. Depois m &
dividido ao meio a cada 5 iteracoes seguidas em gue nio houver melhora
no Zd_max.

Como se pode observar executa-se este algoritmo de
subgradientes ate que uma ou mais das condicoes de saida abaixo sejam
satisfeitas:

a- Todos os subgradientes sejam nulos

b- A solucao viavel minima (LS) e o limitante inferior maximo
Zd max coincidem (dentro de uma precisao preestabelecida, 5%
neste caso), ou seja, LS corresponde a uma solucao otima.

c-m alcance o valor 0.005.
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Estes valores, 5% e 0.005, sao fixados empiricamente.

Segundo Narula et al. (1977), caso o algoritmo nao
forneca uma solucdo otima pava (D}, o método de "branch and bourd"
pode ser usado para encontrar uma solucao otima inteira. 0 Timitante
de cada no seria obtide maximizando 7Zd(A ) usando o algoritmo
proposto, com unm conjunto de variaveis fixadas em zero ou um,

Beasley (1985) segue este  mesmo procedimento,
implementando-o e refipando-o. Basicamente as melhoras no algoritmo
envolven: .

(1) O valor 1nicial de n e a regra para divisao de seu valor: 7 = 2
inicialmente e e dividido ac meio se Id max parar de crescer em
trinta iteracoes consecutivas do subgradiente,

(2) Dentro da arvore de busca, inicialmente n = 1 ¢ e dividido ao
meio @ cada cinco iteracoes sequidas em que nac houver melhora de
Id max.

{3) Ma resolucao de grandes problemas, Beasley (1985) concluiu ser
vantajoso abandonar 4 arvore de busca depois de um certo estigiq e
recomecar o problema. Se em qualquer estagio da arvore, encontra-
se uma solucao viavel melhor, ou sefa LS ( LS_inicial e que ainda
nao ¢ otima pois LS # Zd max, entac recomeca-se o problema da
"linha de saida", ou seja, com um novo no inicial da arvore.

Alem disse, Beasley (1985) sugeriu uma heuristica para
geracao do LS inicial. Ele concluiu que estas mudancas geraram um
“gap® de dualidade menor no no inicial da arvore em menos iteragoes do
subgradiente, alem de gerzrem [quase sempre) menos nos na arvore de
busca.
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3.3 - ALGORITMO DE BRANCH AND BOUND

Coloca-se a  sequir ¢ procedimento geral para se
resolver problemas de programacao inteira pela técnica "branch and
bound". Esta tecnica pode ser considerada como um procedimento de
enumeracao implicita, onde apenas uma fracdo das solucbes viaveis &
examinada.

A ideia basica desta técnica é a seguinte. Suponha-se ¢
problema de minimizacao de uma funcao objetivo cujo 1imitante superior
do valor otimo esteja disponivel. 0 primeiro passo & a particao do
conjunto de todas as solucoes viaveis em varios subconjuntos, e, para
cada um, obtem-se um limitante inferior do valor da funcao objetivo
dentro do subconjunto. Aqueles subconjuntos, cujo limitante inferior
exceder o limitante superior corrente da funcao objetivo, sao
excluidos de futuras consideracdes. Um subconjunto que & excluido por
isso ou por outras razoes legitimas e chamado "esgotado". Em um dos
subconjuntos restantes, naquele com o menor Tlimitante inferior, e
feita uma particao em varios subconjuntos. Seus limitantes inferiores
sao obtidos e usados como anteriormente para excluir alguns dos
subconjuntos de consideracoes futuras. De todos os subconjuntos que
ficarem, outro e selecionado para a proxima particio e assim por
diante. Este processo e repetido até que uma solucao viivel seja
encontrada tal que o valor correspondente da funcao objetivo nio seja
maior que o limitante inferior de qualquer subconjunto. Esta solucao
viavel deve ser Otima ja que nenhum dos subconjuntos apresentou uma
melhor.

E importante que se defina uma regra de ramificacao
para selecionar um dos subconjuntos que ficarem (aqueles nem esgotados
nem divididos). Cada novo subconjunto € excluido de consideracoes
futuras (e esgotado) se: {1) o limitante inferior calculado exceder o
Timitante superior em questao, (2) o subconjunto nio possui solucoes
viaveis e (3) a melhor solucdo viavel no subconjunto foi identificada
(se esta solucao nao exceder o limitante superior, armazena-se o seu
valor como solucao incumbente), e reaplica-se o teste de esgotamento
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(1) para todos os subconjuntos restantes. Deve-se parar quando nao
existirem subconjuntos inesgotados, e entao, a solucao incumbente &
otima.

Para o PPM, onde todas as variaveis (xij) estdo
restritas a dois valores (0 ou 1), constroi-se uma arvore binaria,
passo a passo, cujo percurso e feito em profundidade. Fixam-se nos
como medianas e nao medianas baseado na seguinte estratégia para

ramificacao: fixa-se a variavel xii para i correspondente a: o i
"MIN ( @ j) para j € I. Em qualguer momento da arvore, uma variavel e
selecionada e dois subproblemas sac gerades - um no qual aquela
variavel (xii) & igualada a zero, e outro no qual a variavel o
igualada a um. Como o percurso da arvore é& feito em profundidade,
primeiramente examinam-se os nos, fixando-os em um (nos da esquerda).
Os testes de esgotamento sao feitos. Sempre que um no & esqotado
volta-se para o anterior e ramifica-se considerando aquele Gltimo como
nac mediana (xii = 0, nos da direita).

0 Tlimitante. considerado (Zd max) e o obtido pela
relaxacao lagrangeana. O procedimento dos subgradientes & executado
ate  trinta iteracoes para cada no da arvore ou até que uma de suas
condi¢oes de saida ocorra. Adotam-se as sugestoes (2) e (3) de
Beasley (1985),

Tem-se entao o seguinte:

-'Apés executar inicialmente o Algoritmo de Subgradientes, se Sj = 0,
para todos os j, ou Zd max - LS< 0.05, entio a solucao otima e
encontrada para o primal e dual. Do contrario, sera preciso
construir a arvore de busca.

- Dentro da arvore, se Sj = 0, para todos os j, ou Zd max > LS, entao
deve-se esgotar o no atual e, como a busca e em profundidade nao se
pode concluir otimalidade no primal. Deve-se, portanto, continuar a
expandir a arvore ate esgota-la completamente.
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Segue a descricao do Algoritmo de "Branch and Bound"

utilizado.
ALGORITMO DE "BRANCH AND BOUND'":

Dada a raiz da arvore com Zd max e LS inicial obtidos do A
Subgradientes:

PASSO 1: Seja CONTE + 0; no_arvore <« raiz;
PASSO 2: Enquanto (a) todos os subgradientes nao sio nulos,
(b) LS - Zd max >0.05 e
(c)} CONTE >p
Faz-se:

2.1) no_arvore < filho_esquerdo(no_arvore);

2.2) Executa-se o Algoritmo de Subgradiente
iteracoes);

2.3) Se a solucao otima nao foi
mas LS ( LS inicial, entao recomeca-se a co
arvore com uma nova raiz (2Zd max e LS),
PASSO 1.

PASSO 3: Esgota-se no_arvore.

goritmo de

s (ate 30

encontrada,
nstrucac da
a partir do

PASSO 4: Se no_arvore = raiz, termina-se. Caso contrario, faz-se:

no_pai «+ pai(no_arvore) e CONTE « CONTE - 1;

Se no_arvore = filho_direito(no_pai), entao faz-se
no_arvore <« no pai e volta-se ao PASSO 4.

Caso contrario, faz-se: no_arvore « filho direito
e volta-se ao PASSO 2.

(no_arvore)
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Seque un  exempio (Figura 3.1) com mn = 20e p = 3. No
inicia, ate comecar a busca na arvore, houve 203 iteracoes e ohteve-se
LS = 293 ¢ 7d max = 274,02, Ma Figura 3.1 o numero x (-x) dentro do
quadrado representanda o no, 1implica que o vertice x foi escolhido
para ser (pao ser) uma mediama. As latras proximas zot nos indicam a
ordem do percorrimento da arvore (A primeive. B sequndo, etc). Como
nao houve melhora no LS {permanecew 293), a arvare nazo foi recomecada.
A melhor solucao encontrada foi a da raiz (nos 12.1,3).

Segue um outro exemolo (Fiaura 3.2) comn = 20 e p = 3,
em que houve melhora do LS. No inicio, ate comecar a busca na arvore,
ocorreram 136 iteracoes e obteve-se L5 = 353 e Zd max = 312,95, Apos
140 iteracoes, quando fixou-se o no 7 como nao mediana, houve uma
melhora no LS, Recomecou-se a arvore de busca, a partir deste ponto.
Apos esgotada toda a arvore, a melhor salucao encontrads foi a da
sequnda raiz {nos L7,2,18) onde LS = 336.
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LS = 293
2D max = 274,02

16 |G

Esgotou
Limites

Esgotou
Limites

A\

i |

[ 10 |L —:U‘r-a
Esgotou Esgotou
Limites Limites

Fig. 3.1 - Exemplo comn = 20 e p = 3 (sem recomego).
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PAI
LS = 355
ZD max = 312.90
2| A -2 | F(LS = 336)
N
\\\
\\\
)
18 |B -18 |C
Esgotou
Sub-nulo
6 |D -6 | E
Esgotou Esgotou
Limites Limites

Fig. 3.2 - Exemplo comn = 30 e p = 3 (com um recomego).

(continua)



A
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Fig. 3.2 - Conclusao.
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CAPITULD 4

IMPLEMENTACAD E TESTES

4.1 - INTRODUCEG

0 algoritmo proposto foi implementado em TURRO-PASCAL
(versao 3.0) usando um microcomputador tipo IBM-PC-AT. 0 programa pode
ainda ser facilmente adaptado para uso em computadores de grande
porte. A linguagem escolhida para programacao, Pascal, e adeguada
quando se quer usar estruturas especiais de dados como listas e
arvores (caso deste trabalho).

Uma consideracao importante em qualguer implementacao &
sua eficiencia cuja avaliacao esta relacionada ao tempo de execucag do
codigo final e a quantidade de espaco (memoria) envolvido na execucis.
Estes dois fatores, espaco e tempo, encontram-se relacionados (nos
sistemas que nao impiementam muitiprocessamento) de tal forma que a
reducao de um deles impTica na ampliacao do outro e vice-versa.

Como um dos objetivos deste trabalho & & implementacio
de um algoritmo para o PPM em micro-computadores, a eficiencia deste
programa esta basicamente relacionada com o aspacn.,  Procurou-se
economizar ao maximo o nimero de variaveis e matrizes {princinalmente
0s tamanhos destas) de modo que o programa pudesse ser executado para
um numero total de nés (n) maior possivel. Assim, obteve-se um
brograma que consegue suportar até 205 nos.
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Um exemplo de otimizacao de espaco € o armazenamento da
matriz de distancias do problema. Como ela & simétrica, pode-se
armazenar apenas a parte acima da diagonal principal em um vetor
(d(k)), onde k e a posicao que cada elemento desta parte da matriz
ocupa em d. Cria-se um outro vetor (e) formado por ponteiros (tantos
quantas forem as linhas da matriz de distancias, menos um) que
apontam, de acordo com suaz ordem, para o inicio de cada 1inha
(relativa a sua ordem). Por exemplo, e(1) aponta para o0 primeiro
elemento em d da primeira linha da matriz de distancias, e(2) aponta
para o primeiro elemento em d da segunda 1inha da matriz de distancias
e assim sucessivamente. Para determinar o elemento que ocupa a posicao
i,] da matriz de distancias, utiliza-se a seguinte expressao:

SE i (3] EEIEQ k(i,j) =e(i)+j-7i-1ce dist{(i,j) = d{k(i,j))
CASO CONTRARIO
SE i) J ENTAO k(i,j) =e(§)+i-4-1cedist(i,j) = d(k(i,3))
CASO CONTRARIO dist(i,j) =0
onde: e(i) e a posicao no vetor d onde comeca a linha i.

Un exemplo e ilustrado a sequir. Seia a matriz de
distancias (para n=4):

[R— it

all al? al3 ald
dist = azl a22 a23 azé
a3l a32 a33 al4

adl a4? a43 add
| —— e

0 vetor d e os respectivos k serao:

d: (al2 al3 ald a23 a24 a34 )
k: 1 2 3 4 5 &
e{l)

e(2) aponta para k=4
e(3)

(

aponta para k=1

aponta para k=6
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Para saber o elemento que ocupa a posicao =3 e j=2
executa-se:

k(3,2) =e(2)+3-2-1=4+3-2-1= 4
logo, d32 = d{4) = a23

A listagem do programa encontra-se no Apendice A deste
trabalho.

4.2 - DESCRICAQ DOS TESTES

0 aigoritmo foi testado com problemas gerados
aleatoriamente com dij no intervalo [5,100]. 0 tamanho das redes (n}
variou de 15 a 200 e o numero de medianas de & a n/3 {a literatura
indica que para n/3 medianas o problema torna-se mais dificil). Devido
ao grande numero de testes e tempo de execucao de cada um, fixou-se o
numero de iteracoes em 1000 (em alguns casos, 2000).

Foram realizados cinco tipos de testes e cada um deles
possui uma entrada e seus ogbjetivos especificos, a saber:

TESTE 1
ENTRADA - Para cada n = 25, 50, 75, 100 e 1725 gerou-se a matriz de
distancias e realizaram-se os testes com nimero de
medianas igual a 5, 10 e n/3.
OBJETIVOS - Tempo total de cada teste e comparacao entre os
resultados obtidos antes de entrar pela primeira vez na
arvore e apds sair do programa (solucio otima ou 1000
iteracoes).



TESTE 2
ENTRADA -

OBJETIVOS

TESTE 3
ENTRADA -

OBJETIVOS

TESTE 4
ENTRADA -
OBJETIVOS

TESTE 5
ENTRADA -

OBJETIVOS

48

Para n = 25 foram geradas cinco matrizes diferentes e para

cada matriz realizaram-se 0s testes com numero de medianas

igual a 5, 8 e 10.

- Observacao da variacao dos resuitados e comparacio entre
0S tempos de execucao.

Para n = 15 foram geradas cinco matrizes diferentes e para
cada matriz realizaram-se os testes com numero de medianas
igual a 5. As iteracces foram limitadas em 1000 e no
uttimo caso em 2000.

Semelhante ao anterior, mas tentando comparar a solucao
encontrada antes do "branch and bound" e depois, quando
a arvore fica completamente esgotada. O numero de
iteracoes foi aumentado com o objetivo de mostrar que,
neste caso, a solucao otima foi encontrada.

Para n = 200 e numero de medianas igual a 5.

Teste da capacidade de processamento do programa, Tempo
de execucao e diferenca entre os resultados antes de
entrar pela primeira vez na arvore e apos sair do
programa {solucac otima ou 1000 iteracoes).

Para n = 50 foram realizados quatro testes para p variando
em torno de n/3 {p = 15, 16, 17, 18).
- Verificacao da performance do programa para p=n/3.
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4.3 - APRESENTACAO DOS RESULTADOS

Os tempos indicados excluem o tempo necessario para
gerar & matriz de distancias ou le-la, caso se considere uma ja
existente. 0s resultados dos testes encontram-se nas Tabelas 4.1, 4.2,
4.3, 4.4 e 4,5 que contem:

- Numero de nos (n).

- Numero de medianas {p).

- Limitante superior (LS) antes e depois de entrar no "branch and
"bound.

- Limitante inferior (Zd max).

- Tipo de solugao que esta classificada em: Otima, Nio Otima e
Incumbente. Dentro da Rotina de Subgradiente tem-se:

. Solucao Otima implicando em término do programa;

. Solucao Nao Otima implicando em continuacao do programa com
a Rotina de Branch and Bound.

Dentro da Rotina de Subgradiente com Branch and Bound tem-se:

. Solucao Otima implicando em término do programa;

. Solucao Incumbente implicando em alteracio {diminuicao) do
Timitante superior (LS) proporcionando uma solucao viave]
melhor;

. Sotucao Nao Otima quando nao ha alteracio no LS.

- Numero de iteracoes na Rotina de Subgradiente e numero de
iteracoes total {incluindo as duas rotinas).
- "Gap" ce Dualidade inicial e final caleulado peia eguazas:

LS - Zd_max
"gap" = ————— x 100%
LS

- Tempo total (incluindo as duas rotinas).
- Numero de recomecos da arvore de busca.

As Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam os resultados do Teste
1 e 2, respectivamente. Pode-se notar uma variacao enorme dos

resultados. Para 25 e 5, por exemplo, em duas repeticoes ocorreu a
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solucac otima no no inicial e em tres houve entrada no "branch and
bound". 0Os resultados de tempo podem ter alguma correlacac se
considerar-se, apenas, quando ¢ algoritmo entra na arvore e quando nac
entra, separadamente.

A Tabela 4.3 apresenta alguns casos, nos testes
mostrados, em que o aigoritmo entra no "branch and bound" e sai com
uma solucao otima. Vale comparar os dois (ltimos exemplos, pois,
quando o numero de iteracoes foi aumentado para 2000 (Gltimo exemplo),
o algoritmo convergiu para o otimo. Portanto, nota-se que, se nao
houvesse Timitacao no numero de iteracoes {penultimo exemplo), a
solucao otima seria encontrada (que poderia ser a propria solucdo
incumbente}.

A Tabela 4.4 mostra um caso de maior exigencia do
sistema onde n = 200. Como houve limitacao de iteracdes em 1000 nao
houve convergencia para o oOtimo. Pode-se notar, no entanto, que a
solucao incumbente encontrada e melhor do que a solucao no inicio da

arvore.

A Tabela 4.5 apresenta o estudo de p =n/3 e sua
vizinhanca. Em nenhum dos casos o aigoritmo convergiu para ¢ otimo.
Como esse comportamento verificou-se para outros valores de p, o5
resultados deste teste nao sao conclusivos.

Observou-se, durante a execugac dos testes, que a
medida em que p cresce em reiacac a n, ha uma diminuicio da
convergencia de Zd max em relacao a LS.

Seguem as tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5.
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TABELA 4.1
TESTE 1
ROTINA DE SUBGRADIENTE ROTINA DE SUBGRADIENTE COM ERANCH AND BOUND
NUM.{ NUN.
NOS | HED.} LS ID MRX | SOLUCAD |N.ITER| GAP INICIAL| LS |RECOMECOS| SOLUCAD |N.ITER| TEMFO GAF FINAL
L S i seq ) (%21

31 232 141 N. OTIMA| 91 39,22 278 1 INCUMBENT| 1868 445 38,14
25| 1@ 141 5 OTIHA 3 32,82 13

8 169 113 OTIMA 23 3514 19

3] 663 331 N. OTINA] 184 i1,%4 £&3 N.OTIMA | 1666 1294 11,94
30| 16| 388 289 N. OTINR| 284 21,47 368 N.OTIHA | 10@o 1338 21,47

17 | 284 177 N. OTIHA| 141 37,68 261 3 INCUMEENT| 1d@d 1465 32,18

31 943 781 N, OTIMR| 2Z42 17,18 943 N OTIRA | 1908 2627 17,18
79| 18| 542 477 N. OTIHA| 294 15,12 542 t INCUMBENT| 1666 2476 11,99

25] 333 259 N. OTIHA| 191 22,22 333 N OTIMA | 1606 3416 22,22

(continua)
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Tabela 4.1 - Conclusao.

ROTINR DE SUBGRADIENTE

ROTINA DE SUBGRADIERTE COM ERANCH AND BOUND

NUH. | HUM.
NOS | MED.| LS ID MAY | SOLUCAD N.ITER| GAP INICIAL| LS |RECOMECOS| SOLUCAD |N.ITER| TENPD GAP FINAL
Sy AN {zeq ) (%)
5| 1368 1132 | N. OTIHA| 242 18,44 {388 N OTIMA | lo06 4247 18,44
188 | 18 | 877 699 | N. OTIHA| 241 26,39 837 1 INCUMBENT] 1969 4262 18,44
33| 43e 347 | M. OTIMA| 241 19,3@ 43¢ N OTINA | 1864 6173 19,39
3| 1811 1462 | N. OTIMA} 338 19,24 181t N OTIMA | 106 7637 19,24
125 | 16 | 1158 896 | N. OTIMA| 292 23,01 1184 B INCUMBENT] (404 6693 19,53
42 | 4g2 415 | N. OTINA| 25t 13,94 482 N OTIMA | 1G04 | 1G&77 13,99
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TABELA 4.

TESTE

4.2

2

ROTINA DE SUBGRADIENTE ROTINA DE SUBGRADIENTE COM BRANCH AND EOUND
:gg :gg LS ID MAX | SOLUCAD |N,ITER| GAP INICIAL| LS |RECOMECOS| SOLUCAD |N.ITER| TENFO GAP FINAL
(%) [ seq ) (21
8| 249 152 N. OTIHAR[ 93 36y b7 265 2 INCUMBENT| 1866 444 25,83
25| 16| I8 a1 N. OTIHA| 9t 35, 06 129 & INCUMBENT| 168¢ 46 IhL2U
g L&t 99 N, OTINA| 9 4,36 {8l ! INCUMBENT| 1666 474 38,51
5| 386 258 OTIMA 139 15,65 121
25| 10| 244 112 OTIMA 34 47,68 3t
B 23 134 OTINA - 3%, 4z
S| 2 136 OTIHA 17 39,81 18
25| 18| 143 B7 DTINA 28 39,14 22
g 178 183 OTIMA 3 42,13 19
| 25t 23 N, OTIMA| 184 13,14 247 ! INCUMBENT| 1984 441 3,77
23 1@ 191 78 N. OTIHA 71 48, &9 164 2 INCUMBENT| 1604 31 46,24
B | 2z 128 N. OTIHAl 9t 47,37 192 B INCUMBERT| 1éé¢ 475 37,39
3| 19 153 N. OTIMAL 97 18,45 191 OTIMA &19 264 18,45
25| 10| 146 g7 OTIMA 49 46,41 23
B 170 il N. OTINA| 43,49 184 INCUMBENT| 1869 474 38,41
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TABELA 4.3
TESTE 3
ROTINR DE GSUBGRADIENTE ROTINR DE SUBGRADIENTE COM BRANCH AND BOURD
NUM. | NUM.
NOS | MED.] LS 1D HAX | SOLUCAD |N.ITER| GAP INICIAL| LS |RECOMECOS{ SOLUCAD |N.ITER| TEMPG GAF FINAL
(%) { seq ) (ag]
3 131 &1 | N, OTINR} 71 33,44 194 4 OTINA 883 286 41,33
3 144 71| N. OTIHA} 71 39,89 124 2 OTIHA 259 56 42,74
131 9 144 98 OTINA 21 37,59 4
3 173 8% | N. OTIMR} 71 48,35 164 t INCUMBENT| L06@ 239 43,73
5] 143 7 | N, OTINAL 71 46413 143 OTIMA | 129 323 46,15
TABELA 4.4
JESTE 4
ROTINR DE SUBERADIENTE ROTINA DE SUBGRADIENTE COM ERANCH AND BOUND
NUM.| NUM.
NOS | MED.| LS D MAX | SOLUCAD |N.ITER| GAP INICIAL{ LS {RECOHECDS{ SGLUCAD |N.ITER| TEMFO BAP FINAL
(%) { seqg | (%)
280 | 5 | 3i50 2379 | N. OTINR) 441 26,68 3458 3 INCUMEENT| 1484 1e4a1 25,79
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TABELA 4.5

TESTE 5

ROTINA DE SUBERADIENTE

ROTINR DE SUEERADIENTE COM ERANCH AND BOUND

NUM, | NUM,
NOS | MED.| LS ID MAY ) SOLUCAD |N.ITER| GAP INICIAL| LS |[RECOMECOS| SOLUCAD |N.ITER| TEMPO GAF FINAL
{%) { =eq ) (i)

15 | 363 189 N. OTIHR| 141 37,62 293 | INCUMBENT| 1leed 1424 35,49
16 | 279 183 N. OTIMA] 141 3%,22 279 N.OTIMA | 1608 1437 32,22

50
17 | ZB4 177 N. OTINA{ 141 37,48 261 3 INCUMBENT| 196@ 1465 32,18
18 | 272 17t N. OTINA} 141 13 267 | INCUMBENT| 1886 1482 35,5







CAPITULO 5

COMENTARIQS FINAIS

0 objetivo deste trabalho foi estudar o problema das
p-medianas e os metodos (heuristicos e exatos) existentes para sua
resolucao. Desenvolveu-se um algoritmo para resolucao exata do
problema, utilizando uma formulacao de programacao inteira e um metodo
de subgradientes associado a relaxacao lagrangeana. Este metodo
comprovadamente obtem bons limitantes que usados em um algoritmo do
tipo "branch and bound" tornam possivel solucionar de wmodo exato
problemas de grande porte.

De acordo com os resultados computacionais apresentados
pode-se concluir que, apesar de nao se ter esgotado a arvore na
maioria dos casos, houve uma reducao nos "gaps" de dualidade quando o
"branch and bound" foi executado. Entao, mesmo Sem garantir uma
solucao otima pode-se garantir, nestes casos, uma melhor solucao. Em
uma situacao pratica convem deixar o algoritmo executar ate o fim, sem
Timitar o numero de iteracoes, para avaliar realmente suas vantagens.

Quando as matrizes sao diferentes, mesmo que para um
mesmo n e p, nada se pode inferir, ou seja, nao existe um
comportamento padrao (o que era de se esperar ja que as matrizes sao
geradas aleatoriamente). Em alguns casos o otimo e alcancado sem
entrar na arvore; em outros, dentro da arvore, o otimo pode ou nao ser
alcancado dependendo do numero de iteracdes.

Ha que se avaliar o problema quando n se aproxima de
200 pois neste caso o tempo de processamento e elevado.

Neste algoritmo nao se usou nenhuma heuristica para o
calculo do limitante superior inicial. A literatura indica que para um
bom LS dnicial, o “gap" de dualidade @ menor no inicio da arvore e
portanto ha menos nos na arvore.
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APENDICE A

LISTAGEM DO PROGRAMA

{ SR+,U+}

program k mediana;

const
dim n = 205; (* dimn
dim p = 9384; (*  dim_p
dim_d = 20910; (* dim d
type
nopt = "tipono;
tipona = record
pl,
pm T real;
valor : integer;
ant,
filhoe,
filhod : nopt;
end;
var
ch 1 char;
1,
Js
K,
N,
D,
1s,
val,
d min,
conte,
1s_incumb,

Is_inicial,
status,
tam_arv,

A

H



rec,
iter_inicial,

itertot 1 integer;
fim,

arvore,

documenta : boolean;
zd,

tempo,

zd_max_inicial,

zd_max : real;

d : array [0
pos ¢ array [1
e,

posmed,

posicaoc : array [1
sub,

Tambda : array [1
PP,

PG,

pai ! nopt;
arq : text;

function RELOGIO : real

Retorna o tempo atual em segundos *

regs : record

AX,BX,CX,DX,BP,S51,DI,DS,ES,flags

end;
hor,
min,
seg : real;
begin

with regs do
begin

..dim _d]
..dim_p]

..dim n]

.dim n]

3

A.2

of integer;
of integer;

of integer;

of real;

*

integer;
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AX = S2C00;
msdos (regs);
hor := hi{CX);

min := 1o{CX);

seg := hi(DX);

relogio := 3600*hor + 60*min + segq;
end;

end;

function ENDER (i,j : integer) : integer;

begin
if i < j then
ender := e[i] + j -4 -1
glse

if i > j then
ender := e[j] +i -3 -1
else
ender := 0;
end;

procedure ESPERA;

var
x : char;

begin
if ¢ch = 'v' then

begin
write('Aperte uma tecla... '):
readin(x);
end;
end;
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function MAKETREE (VAL : integer) : NOPT;
var

pp : nopt;
begin

new(pp);

tam_arv := tam arv + 1;

pp .valor := val;

pp .ant := nil;

pp .filhoe := nil;

pp .filhod := nil;

maketree := pp;
end;

procedure CRIAFILHOE (VAR PP : NOPT; VAL : INTEGER):
var
pg : nopt;
begin
if pp = nil then
writeln(arg,'** Criacao invalida - No = NIL')
else
if pp .filhoe <>nil then
writeln (arg,'** Criacao invalida - Ja existe filho a esquerda')
eise
begin
pq := maketree(val);
PG .ant := pp;
pp .filhoe := Paq;
pPp = pq;
end;
end; (* CRIAFILHOE *)
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procedure CRIAFILHOD (VAR PP : NOPT ; VAL : INTEGER):
var
Pq : nopt;
begin
if pp = nil then
writeln(arg,'** Criacao invalida - No = NIL')
else
if pp .filhod <> nil then
writeln (arg,'** Criacao invalida - Ja existe filho 3 direita')
else
begin
Pg := maketree{val);
Pq .ant := pp;
pp .filhod := pg;
PP := pg;
end;
END; (* CRIAFILHOD *)

procedure TITULO;

begin
clrser;
textcolor(0);
textbackground(7);
writein{' ':30,' PROGRAMA K-MEDIANA U130,
textcolor(7);
textbackground(0):
writeln;
end;

procedure ATUALIZA LIMITES(pp : nopt);

begin
PP .p1 := zd max;
pp”.pm := zd;

end;



procedure INICIALIZA ARVORE;
begin
1f 1s <1s incumb then

begin
TITULO;
rec := rec + 1;
end;
Is_incumb := 1s;

zd_max := zd max_inicial;
for i := 1 to p do
posmed(i] := pos[i];
pai := MAKETREE(Q);
ATUALIZA LIMITES(pai);

pp 1= pai;

arvore := true;

conte := 0
end;

procedure MOSTRA ARVORE;
var

Pq : nopt;
begin
PG = pp;

write('*** Aryore: ');
while pg <> pai do

begin
write{pg .valor,' ');
Pq := pg .ant;
end;
writein;

end;

A.©
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procedure QUICKSORT (L,R : INTEGER);
var
X, W : real;
i,J,k 1 integer;
begin  (* QuickSort *)
i:i=1,
Ji=r;
x:=sub[ (1+r) div 2];
repeat
while sub[i] < x do i:=i+1;
while x < sub[j] do j:=j-1;
if i<= j then
begin
w:=sub[i];
sub[i]:=sub[j];
sublj]:=w;
k:=pos[i];
pos[i]:=pos[i];
pos[j]:=k;
ii=it+l;
ji=j-1;
end
until i »j;
if 1< J then QUICKSORT {L,J);
if i< r then QUICKSORT (I,R);
end; {* QUICKSORT *)



A.8

function ACHA_POSICAO(v : integer) : integer;
var
i : integer;
achei : boolean;
begin
o= 13
achei := false;
while not achei do
if pos[i] = v then
achei := trye
elise
1= 1+ 1;
acha_posicao := i;
end;

procedure SUBGRADIENTE:
var
1,Jsks1,52,
iter,
np,
pass : integer;
viavel : boolean;
pi,
teta,
zd_art,
subgrad : real;
med : array [1..dim n] of integer;
begin
pass := 0;
iter := 0
it arvore then
pi :=1
else
pi = 2;
if not documenta then
TITULO;
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repeat

iter := iter + 1;

pass := pass + 1;
if documenta then
writein({arg,'----':10,"' Iteracao ',iter,' ---- ','Pass '
pass,' ----')
else
begin
gotoxy(5,3);
clreol;

write('*** Iteracao ',iter,' Pass ',pass);
if arvore then
write("  No ',tam arv,' Recomecos : ',rec);

end;

Resolver probiema lagrangeano  *)

%)
v
=2

M
ek

Lt

1
o
-

_'|’
9999,
for j := 1 to n do

5 U
o o
a w
M rm
—.
Lmd L1
" |

k := ENDER(1,j);
if d[k] < lambda[j] then
sub[i] := sub[i] + d[k] - lambda[j];
end;
end;
if documenta then
begin

(* Custos = D(i,j) *)
(* _______________ *)

writeln(arq, '*** custos:');

3



for i := 1 ton do
writeln(arg,' ':6,'c[',i,'] = ',sub{i]:1:3);
end;

(* Ordena a matriz de custos e pos{i) *)

(* __________________________________ *)

QUICKSORT(1,n};

if arvore then
if not documenta then
begin
gotoxy(5,14);
MOSTRA_ARVORE;
end,

(* Acertar o conjunto de medianas *)

if arvore then
begin

(* Retira os filhos direitos *)

(% e *)
pq = pp;
while pg <>pai do
begin
val := pg .valor;
if val < 0 then
begin
val := - val;
J := acha_posicao{val);
subgrad := sub[j];
for i := j+1 to n do
begin
pos[i-1] := pos[i];
sub[i-1] := sub[i];

end;



pos[n] := val;
sub[n] := subgrad;
if documenta then
begin
for i =1 to p do
write(arg,' ',pos[i],' ');
writeln(arq);
ESPERA;
end;
end;
Pg := pg .ant;
end;

(* Inciui os filhos esquerdos *)

(* __________________________ *)
P9 = pp;
np := p;
while pg <>pai do
begin
val := pq .valor;
if val > 0 then
begin

J := acha_posicao(val);
subgrad := sub[j];
pos{j] := posinp];
sub[j] := sub[np];

pos[np] := val;
sub[np] := subgrad;
np = np - 1;
end;
Pq := pg .ant;

end;
end;
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(* Calculo do Dual --> ZD *)

zd := 0;
for i := 1 to p do
beqgin
med[pos[i]] := -1;
zd 1= zd + sub[i];
end;
for i := 1 to n do

zd = zd + lambda[i];
if documenta then

writeln(arg, '*** zd = ',zd:1:3);

(* Atualiza o limite inferior --» D MAX %)

(* _____________________________________ *)

if zd > zd max then

begin
pass := 0
zd_max := zd;
zd_art := zd max;
end;

(* Calcular subgradientes para verificar viabilidade
{

{* e calculo do primal

viavel := true;
d[0] := 9999;
z 1= 0



for i t= 1 to n do
begin
sucli] := 1;
if med[i] = -1 then
sub[i] := 0
else
begin
for § 1= 1 o p do
begin
k := ENDER({,pos[j]);
if d[k] < lambda[{1] then
sub[i] := sub[i] - 1;
if d[k] < med[i] then
med[i] := d[k];
end;
z =z + med[i];
end;
if sub[i] <> 0 then viavel := false;
end;

1T documenta then
begin
writein{arg,'*** subgradientes:');
fer i = ] to n do
writeln{arg,' ":6,'subl',i,'] = ',sub[i]:1:3);
writeln(arg,'™™* z = ' z);
end;

(* Atvalizacao do limitante superfor --» LS *)
{t _____ e e e s e i S P E -t]
if z 1s then
begin
15 = 24
zd_art := zd_max;
end
else
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(* Nao houve melhora no 15 *)

(* _______________________ *)

zd_art := zd_art + 0.2*(1s - zd art);

(* zd_art nao pode superar 1s *)

if zd art > 1s then
zd_art := zd max;
if not documenta then
begin
gotoxy(5,6};
clreol;

writeIn('*** Timite superior: ',1s);

end
else

writeln(arg,'*** Jimite superior:

if not documenta then
begin
gotoxy(5,8);
clreol;
writeln('*** zd: ',zd:1:4,"'
end
else
writeln{arg,'*** zd: ',zd:1:4,"

(* pi = 2 para 2*n iteracoes.

(* Depois e’ dividido ao meic a cada 5 iteracoes

if not viavel then
begin

if {iter > 2*n) or (arvore) then

if pass > 4 then
begin
pi := pi/2;

',1s)s

zd_max: ',zd max:1:4);

zd_max: ',zd max:1:4)



if documenta then
writeln(arg,'*** pi corrigido para ',pi,
' apos ',pass,' iteracoes.');
pass := 0;
end;
if not documenta then
begin
gotoxy(5,10);
clreol;
writeln{'*** pi: ' ,pi:1:6);
end
else
writeln{arg, '*** pi: ',pi:1:6);
teta := 0;
for i =1 to n do
teta := teta + sub[i] * sub[i];
if not arvore then
teta := pi * (1s - zd art) / teta
else
teta := pi * (1s - zd) / teta;
if documenta then
writeln(arg,'*** teta = ',teta);
if not documenta then
begin
gotoxy(5,12);
clreol;
writeIn('*** teta: ',teta:1:6);
end;
for i :=1 to n do
begin
Tambda{i] := lambda[i] + teta * sub[i];
if lambdali]< 0 then
lambdafi] := 0;
end;
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if documenta then

begin
writein(arq,'*** lambda corrigido:');
for i :=1 to n do
writeln(arg,’ ':6,'lambdal',i,'] = ',lambdali]:1:5);
end;
end;
(* Caso tenha entrado na arvore, *)

(* so vai executar 30 iteracoes do subgradiente, *)
(* _____________________________________________ *)
it arvore then
if iter > 29 then
pi := 0.004;
itertot := itertot + 1;
until {viavel) or (pi < 0.005) or (1s - zd_max <= 0.05) or
(Is < 1s_incumb) or (itertot > 999);
if viavel then
status := 0
else
if (zd_max <= 1s) and (1s - zd max <= 0.05) then
status := 1
else
if 1s< Ts incumb then
status := 2
else
status := 3;
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if documenta then
begin
writeln{arg, ' *** Numero de nos: ',n):
writeln(arq,'*** Numero de medianas: "0}
end
eise
begin
gotoxy(5,14);
write(arq,'*** Status da solucao: ');
if not arvore then
case status of
0: writeln{arg, 'OTIMA - SUBGRADIENTE NULO');
1: writeln{arqg, 'OTIMA');
37 writeln(arg, 'NAO OTIMA'):
end
else
case status of
0: writeln{arqg, 'SUBGRADIENTE NULO - NO ESGOTADO' ) ;
1: writeln(arg, 'NO ESGOTADO - POR LIMITES');
2: writeIn(arg, 'RECOMECA A ARVORE'):
3: writelIn{arqg, 'NAO OTIMA');
end;
writeln(arg,'*** Valor da solucao, 1s = ",1s,

' z ="'z, zd = ',zd:1:2,

' (dual: ',zd max:1:2,')');
writeln(arg,'*** Numero de iteracoes: ',iter);
writein(arg,'*** Alocacao das medianas: ")
write{arg,pos[1]);
for i := 2 to p do

write{arq,', ',pos[i]);
writeln(arg);
end;
if ({not arvore) and (status < 2)) or (itertot > 999) then
fim := true;
end; {* SUBGRADIENTE *)
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procedure CALCULA_ALFA (var d min : integer);

const
infinito = 1.0e+30;
var
pg : nopt;
alfa : array [1l..dim n] of real;

alfa_min : real;
begin
if documenta then
begin
gotoxy(1,16);
for i := 1 to p do
write(arg, 'POS[',i,'] = ",pos[il," ')
ESPERA;
end;
for i := 1 to p do
begin
alfa[pos[i]] := 0;
for j := 1 ton do
begin
k := ENDER(pos[i],j);
if d[k] < lambda[j] then
atfalpos[i]] := alfalposfi]] + d[k] - lambda[j];
end;
end;
pg = pp;
while pg <>pai do
begin
if pq .valor >0 then
alfafpg .valor] := infinito;
Pg := pq .ant;
end;
alfa_min := alfa[pos[1]];
d min := pos[1];



for i := 2 to p do
begin
if alfafpos[i]] <alfa_min then
hagin
alfa_min := alfa[pos[i]];
d min := pos{il];
ends
end;
END: {* Calcuia Alfa *)

[-t.-ﬁrgtpy**tt't*****q*ttitttititibitttit*rtiittttttttittttttt¢¢***

PROGRAMA PRINCIPAL

R AT TR TR TR T TR R T T AT T AR T TR )

begin
TiTULD;
gotoxy(1,10);

write(' Numero de mediamas ......ceeeenees ')}

readlin(p);

write(" (L)er ou (glevar o5 dados? ....... "}i

readin{ch);
if ch = "1' then
begin
assign{arg, 'a:dados2s.med");
reset{arg)y
readlnfarg,n,k);
for 1 = 1 to n-l do
read{arg,e[i]);
readin{arg);
for 1 = 1 to k do
read{arq,d[i]};
end
else
begin
write(' Humero dé NoS veveeerennaans R,
readlni{n);

‘1



A.20

write(' Gravar os dados em arquivo? (s/n):

readin(ch);
randomize;
k := 03
for i := 1 to n-1 do
begin
eli] = k + 1;
for j := i+l to n do

begin
k := k + 1;
d{k] := random{96)+5;
end;
end;
if ch = 's' then
begin

assign(arqg,'a:dados25.med");

rewrite{arq);

writeln(arg,n,' ',k);

for i := 1 to n-1 do
write(arg,e[i],' ');

writeln(arg);

for i :=1 to k do
write(arq,d[i],' ');

close(arq);

end;
end;
write(' Documentacao completa? (s/n) ..... ")
readIn{ch);
documenta := ch = 's';
write(' (V)ideo ou {i)mpressora? ......... ")

readin(ch);
assign{arg,‘'con');
if ch = 'i' then
assign(arag,'prn');
rewrite{arq);
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if documenta then
begin

writeln{arg,'*** distancias:');
afo] := 0;
for 1 := 1 to n do
begin
for j := 1 to n do
begin
k := EMDER{i.j);
write{arg,d[k]:4);
end;
writeln{arg);
end;
ESPERA;

end;
d[0] := 9999,

for

f 1= 1 ton do

begin

d_min := 93999;
for § := 1 to n do
begin
k := ENDER{f.j);
if d[k] < d_min then
¢ min := d[k];
end;
lambda[i] := d min;

end;
1s := 32767, (* Maior inteiro = infinito )
re¢ = Q0; (* Numero de recomecos na arvore

1s_incumb := 0;
itertot := 0;
tem_arv := 03
2d_max := 0;

fim := false;
arvore = false;

*)
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(* CHAMADA DA PROCEDURE PARA CALCULO DO SUBGRADIENTE *)
(* _________________________________________________ *)
tempo := RELOGIO;

SUBGRADIENTE;

clrscr;

writeln{arg,'** IMITE SUPERIQR ',LS);
writeln(arg, '** 7D MAX ',ZD MAX:1:2);
writeln{arg,'** TOTAL ITERACOES 'L ITERTOT);
writeln{arq,'** ALOCACAO DAS MEDIANAS:');

for i :=1 to p do

write(arg,' ',pos[i]);
writein(arq);
iter inicial := itertot;
Ts_inicial := 1s;
zd_max_inicial := zd max;

Is_incumb := 0;
INICIALIZA_ARVORE;

while {not fim) do
begin
if conte < p then
begin
CALCULA ALFA(val);
CRIAFILHOE{PP,val);
conte := conte + 1;
SUBGRADIENTE;
if status = 2 then
INICIALIZA ARVORE
else
ATUALIZA LIMITES(pp);
end;
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while {(status< 2) or (zd_max >1s) or (conte = p))
and (not fim) do

begin
(* verifica se vem de um filho direito *)
(* ___________________________________ *)
val := pp .valor;

if val >0 then
conte := conte - 1;
pp := pp .ant;
zd max := pp .pl;
zd := pp .pm;
while (pp <>pai) and (pp .filhod <>nil) do
begin
val := pp .valor:
if val > 0 then
conte := conte - 1;
PP := pp .ant;
zd max := pp .pl;
zd := pp .pm;
end;
if pp = pai then
if pp .filhod <>NIL then
fim := true;
if not fim then
begin
CRIAFILHOD(PP,-val);
SUBGRADIENTE;
if status = 2 then
INICIALIZA ARVORE
else
ATUALIZA LIMITES(pp);
end;
end;
end;
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TITULO;
writeln(arg,'** LIMITE SUPERIOR INICIAL = ',1s_inicial);
writeln{arqg,'** LIM.SUP.,INCUMBENTE = ',1s_incumb);
writeln(arg,'** LIMITE INFERIOR INICIAL = "strunc(zd_max_inicial));
writeIn{arq,'** ITERACOES NO INICIO = ',iter inicial};
writeln(arq,'** TOTAL ITERACOES = ',itertot);
writeln(arg,'** TAMANHO DA ARVQRE = ',tam_arv);
writeln(arq,'** ALOCACAQ DAS MEDIANAS:'):
for i :=1 to p do

write(arg,' ',posmed[i]);
writeln(arq);
tempo := RELOGIO - tempo;
writeln(arg,'** TEMPQ = ',tempo:1:2,"

segundos.');

writeln{arq, *** NUMERQ DE RECOMECOS = ',rec);

and.
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