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ABSTRACT

In this paper several methods for estimuting the logit
(or logistic) model used to analyse the behaviour of discrete vandom
variables are presented. The advantages and disadvantages of each
method, as well as the aplicability of each one, are discussed.



CAPITULO 1
INTRODUCAD

Um dos problemas fundamentais relativos ao estudo de mode
los de decisao e entender o comportamento humano frente 3 escolha. For
mulam-se modelos ou hipdteses sobre a natureza do processo de decisdo
e, entao, avaliam-se essas hipoteses 3 luz do comportamento observado.
Nesse estudo, uma dificuldade encontrada & que muitos dos fendmenos com
portamentais de interesse sao de natureza qualitativa, nao sendo os me
todos estatisticos comumente usados no estudo de relagdes entre varia
veis apropriados para estimar tais tipos de relagao.

A analise estatistica de modelos com varidveis dependen
tes qualitativas pode ser vista como o problema de predizer as probabi
lidades associadas aos varios valores da variavel dependente. Essa and
Tise requer o uso de tecnicas que ainda nao estao bem desenvolvidas; no
entanto, ultimamente a area tem recebido uma atengao significativa, co
mo evidenciado por Nerlove e Press (1973).

Pode-se dizer que a analise de dados qualitativos € cons
tituida de duas fases; a primeira compreende a especificagao de uma for
ma funcional para as probabilidades basicas; a segunda abrange a consi
deragao da teécnica apropriada de etimacio do modelo especificado.

Neste trabalho, faz-se a apresentagao detalhada do Mode

To Logit, caracterizado pela especificacao das probabilidades basicas
em termos da chamada fungaoc logistica, definida como:

F(t) =—5—— |t € (-&, + ) (1.1)

Apresentam-se, tambem, alguns métodos de estimagao comu
mente usados na analise de variaveis qualitativas, salientando-se as



condicoes de aplicabilidade de cada um deles.

Especificamente, os metodos abordados sdo: minimos quadra
dos ordinarios, minimos quadrados ponderados , qui-quadrado logit mini
mo e maxima verossimilhanca.



CAPTTULO I
0 MODELO LOGIT

Seja Y uma variavel aleatdria definida como:

Y =41 se um determinado evento A ocorre
0 caso contrario

e seja P a probabilidade de uma resposta positiva, ou seja, Pé P(Y=1) =
P(A).

0 modelo Logit supoe que a probabilidade de uma resposta
positiva para o j-Bsimo individuo est3 relacionada a um vetor X de va
riaveis nao-estocasticas, atraves da fungdo F(.) definida na EquagEo
[.1, ou seja:

. X B

c=P(Y, = 1X.) = g) = & ou

PJ (YJ ”XJ) F(XJB) m—g—

PJ = 1 s J =1,2, » N H.1
1+ e B

onde 8 e o vetor de parametros a serem estimados, e N @ o tamanho da
amostra. A fungao logistica € muito usada, sendo sua popularidade de
corrente de suas convenientes propriedades matematicas.
Note-se que, se Pj S R , entao
1+ e XiP

j = ——————_—x—‘-g de tal forma gue



P3 .
: = eXJB 11.2
1-P.
J
Tomando-se logaritmos em ambos os lados da Equacao 2,
tem-se:
L9 |——e— | = X.B sJ=]929 -aN I1.3
1 - P. J
J
A expressao %g (EJ——m——J ,» denotada por Lj’ e cohhecida
1 - P,
J

como a "logit” da probabilidade Pj; este termo foi c¢riado por Berkson
(1953) e designa o logaritmo natural dos "odds" de uma resposta positi
va para o j-esimo individuo.

Ve-se que, enquanto XJB varia de -« a 4w, Pj varia en
tre 0ele Lj varia de -» a +». Assim, enquanto as probabilidades sao
Timitadas, as logits sao ilimitadas com relacdo aos valores de Xj. Alem
disso, Lj e uma fungao monotonicamente crescente de Pj; pode, portanto,
ser usada como uma medida de incerteza, do mesmo modo que a probabilida
de P..

J

Considere-se, agora, o caso em que um individuo escolhe
entre tres ou mais alternativas. Por exemplo, ao escolher uma maneira
de se dirigir ao trabalho, o individuo pode optar por condugao propria,
onibus, metro, etc. Em cada caso, supbe-se que as alternativas sio mu
tuamente excludentes, isto e, somente uma escolha € feita. Além disso,
considera-se, tambem, que ndc existe uma ordem natural associada ao con
junto de valores que denotam as possiveis alternativas.

Nesse caso, as fungoes estimadas expressam o logaritmo na
tural dos "odds” de um resultado em relacao a um outro gualquer, como
uma funcao linear das variaveis explicativas. Este logaritmo & denomina
do logit condicional.



Sejam Y,, Yg,...,YN observagoes independentes de uma va
riavel discreta Y, que pode assumir um entre m valores diferentes a;,
azs ... 3. A cada par (k,2}, k,£¥ 1,2,..:,m, k # R; & associado  um
vetor de parametros Bk% gue deve ser estimado.

Definindo-se ij como
A _ _
ij_ P(Yj_ak), k_1’|||,m
j=1.2,...,N
tem-se:
m
L Py =1 s d= 12,0 N 11.4
k=1
0 modelo Logit e, entao, escrito como:
g | Pdk | = x.s =L i=1.2,.. . N
J k& ik ? 1A I11.5
Pji k.8 =1,2,...,m

k#2

0 modelo acima expressa as logits condicionais, denota
tadas por ij, como fungoes lineares de Xj, onde Xj e 0 vetor de varia
veis explicativas associadas ao j-&simo individuo.

Pode-se observar que os parametros no lado direito da
Equagao 5 estao sujeitos a restricoes. Considere-se, por exemplo, essa
equacio para 0s "odds” FdL_
P..
ji

9

jig ] -
KBy



Se a equac¢ao acima € somada a Equacao 5, tem-se:

Ps P
Jk ) - _
P. P..
Jh Ji
mas ,

P. .

29 ik + 4 Pig |- 29 ij XjBki
PJQ Pji PJ1

Portanto, tem-se:
Pk T Bt B T By T By T By

Como salienta Theil (1970) estas condigoes de "circulg
ridade” implicam que Bkﬁ pode ser escrito na forma Bk - 82, para valo
res apropriados desses B's. Pode-se, portanto, escrever a Equacdo 5 na
forma:

Py

J = -

g | 35 X; (B, - B,) 11.6
P.
Je

J=1,2,...,N

k2= 1,2,....m

k # 2

Ve-se, entdo, que & suficiente considerar a Equagao 6
para um unico valor de %, por exemplo, %= 1, e para todos os valores de
k diferentes de 1; as equagoes para todas as outras combinagoes (k, 2)
podem ser obtidas a partir destas.

Fazendo-se 8; = By; = 0, o modelo se resume a:



P ]
L., = Jk | = x. = ...
Ji k = 2,3,...,m

As m-1 equagoes na Expressao 7 mais a restricao da Equa
cao 4 determinam as probabilidades univocamente. Estas s3o:

1
P.- =
J1 m ,
T+ ) oXify
2=2
XsBk
pjk= e i s j=1325---9N
1+ 3 eXife K = 2,3,....m
8=2
ou, genericamente:
= 3Pk = 1,2 N
jk oy, e I1.8
v oehdfe = 1,2,...,m

2=1



CAPTTULO I1I

ESTINACKO DO _MODELO

Para estimar os parametros da equacao L, ik = X, Bk exis
tem varios metodos; dentre eles, tratar-se-ao, neste traba]ho, dos  se
guintes:

- metodo de minimos quadrados ordinarios;
- metodo de minimos quadrados ponderados;
- método do qui-quadrado logit minimo; e
- metodo de maxima verossimilhanga.

Para descrever estes métodos, consederar-se-3, sem per
da de generalidade, o caso de uma variavel binaria (m=2). Para 0 caso
mais geral, m>2, vejam-se Nerlove e Press (1973).

3.1 - 0 METODO DE MINIMQS QUADRADOS ORDINARIOS

Dispondo-se de varias observacoes de Y para cada valor
de X, e possivel, dado X, calcular as frequencias relativas de cada re
sultado e usa-las como estimativas da probabilidade condicional de ocor
rencia do evento de interesse.

Considere-se, por exemplo, uma amostra que consiste em
ny familias com renda X1, n. familias com renda X,, etc. Seja N o nume
ro de "uiveis” de renda e defina-se a variavel Y como:

1 se a i-esima familia no grupo j mora em casa
_ propria (evento A ocorre).
caso contrario.

[
1
-
-
™o
-
w

Seja fj a frequencia relativa de ocorréncia do evento A
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no grupd j, ou seja:

J
Y.. s> J = 1,2,...,N IIT.1

f-=_-|_.. i3
n, 1

J

n ~1 =

J i

Definindo-se a logit observada Qj como

z.=zgtfi————} I11.2

L. = XB + &, , I11.3

onde E(ej) =0, V(ej) = a?, E(sjek) =0, j#k,e Xj e o vetor de va
riaveis explicativas para o grupo j, obtém-se o estimador de minimos
quadrados de g, dado por:

B = (X'X)"1 X' g

onde X e a matriz de valores observados das variiveis independentes e
% & o vetor das logits observadas.

s A aproximacao de Pj por fj & razoavel uma vez que, cOmo
£’ tem distribuicdo binomial, para a qual a frequéncia

i=1
media de ocorrencia do evento A & fj.

se sabe, Yij

0 metodo de minimos quadrados ordindrios fornece estima
tivas consistentes somente quando o numero de repeticoes para cada um
dos niveis de x for suficientemente grande, pois, nesse caso, a varia
vel dependente tem distribuicao aproximadamente normal.

Uma dificuldade surge com o metodo quando hi apenas uma
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observacao de Y para cada nivel de x, ou seja, quando nj=1. Neste caso,
fj =0 ou T, 05 "odds" sao 0 ou = e as Jogits nao sao sequer definidas.
Existem algumas regras para usar o metodo descrito, por exemplo, que nj
seja no minimo 5.(Hanushek e Jackson (1977)).. No entanto, uma regra pre
cisa deve levar em conta o fato de que a aproximagdo & mais pobre para

niveis de x em que a frequencia de uma dada escolha & proxima de 0  ou
de 1.

Alem das dificuldades mencionadas acima, surgem também
problemas quando as variaveis explicativas sdo contnuas, visto que,nes
Se caso, espera-se a observacao de um so valor de Y para cada valor de
X. Este problema & contornado agrupando-se os valores de X em catego

rias, de modo que se obtenha um nUmerc maior de valores de Y em cada qi
vel.

3.2 - 0 METODO DE MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS

Considere-se o modelo definido na Equacao 3.

Sob as suposicoes binomiais usuais, a frequancia relati

va f; & assintoticamente normal com média P, e variancia Einj%rlLJ3£Z_

J
Como Ej e uma fungao de fj que satisfaz a certas condigoes de regula
ridade, Qj e assintoticamente normal com média Lj e variancia assintoti
ca aproximadamente igual a ! .
n. P. (1-P.)
J 3 J

0 metodo de minimos quadrados ponderados propde o  uso
das reciprocas dessas variancias como pesos. Assim, dados os valores fj’
peso mais alto &€ dado aos niveis de X; nos quais o numero de  observa
coes (nj) e maior. Alem disso, niveis com frequéencia relativa igual a 0
ou 1 tem peso 0, o que € importante porque, nesses casos, a logit obser
vada zj nao & definida. Similarmente, dado njs 0 peso € pequeno quahdo
fj e proxima de 0 ou 1, o que & razoavel, ja que Qj assume, nessas con
digoes, valores muito grandes (positivos ou negativos), sendo altamente
sensivel a pequenas mudancas em fj. Assim, parece conveniente atribuir
peso baixo a tais observacoes.
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Assim, o metodo em questdo busca minimizar a expressao:
(2 - XB)'WN 1 (g - XR)

onde 2 e X sao definidos como na secdo anterior, ewnw € a matriz de
covariancia dos e's, dada por:

Lo = 1 0 0
mPy1(1 - Py)
0 ! 0
n2P2(1 - Pz)
: 1
0 0 nNPN(] - PN)

Para aplicar esse procedimento, sao necessarios os P
Como estes sao desconhecidos, usam-se as frequencias f comog est1mat1
vas dos primeiros, obtendo-se, assim, a matriz de covar1anC1a estimada
W, que  e:

n1f1(1 - fl)

0 ! 0
. nafa(l - f2)

0 0 anN(l - fN)
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Para n suficientemente grande (j = 1,2,...,N),pode-se
substituir w0 por A4 uma vez que, neste caso, fj e um estimador con
sistente de Pj‘

Obtem-se, dessa maneira, uma estimativa de g, computada
atraves de uma regressao ponderada com pesos wy = nj fj(1 - fj). A es
timativa obtida e:

B= (X"ha™t X)Tl xR

A deficiencia principal desse metodo esta em que niveis
com fj igual a 0 ou 1, bem como aqueles niveis que contém somente  uma
ou nenhuma observacao, sao ignorados. Se nj > 1, isto pode constituir
uma caracteristica indesejavel do méetodo. Além disso, o metodo se ba
seia em resultados assintdticos e &, portanto, aplicavel somente a gran
des amostras.

3.3 - 0 METODO QUI-QUADRADO LOGIT MINIMO

Este metodo foi desenvolvido por Berkson (1953) e sua
ideia basica consiste em minimizar a estatistica X%(logit), definida co
mo:

N 2
X2(10g1't) = z I:f'i - E('F"l)]
j=1  V(f3)

onde E(f;) =Py V() = Pid - Py)

Como P, = —m8—wuo | tem-se




- 14 -

0 procedimento acima possui algumas propriedades esta
tisticas interessantes. Em primeiro Tugar, a estatistica X%(logit) tem
distribuicao assintotica de qui-guadrado. Em segundo lugar, as estatis
ticas fornecidas sac assintoticamente eficientes; portanto, quando "j
e grande, o valor da variancia assintotica de cada Ei e minimo e dgual
a 1/11, onde:

2
I, =E [ Liiig—lg—] } » sendo & a distribuicao conjun

ta das variaveis amostrais.

Finalmente, a estimativa fornecida e suficiente e, por
tanto, no conceito de Fisher, extrai toda a informacao contida na amos

tra, informacao esta relevante para os parametros que estao sendo esti
mados .

A principal deficiencia do metodo € que ele exige, do
mesmo modo que 05 anteriormente descritos neste trabalho, dados agrupa
dos, ou seja, nj > 1, j=1,2,...,N. No entanto, conforme enfatizado
por Berkson (1953), o metodo fornece praticamente as mesmas estimativas
e estatisticas de teste que o metodo de maxima verossimilhanga, descri
to a seguir. Assim, dispondo-se de dados agrupados e de um grande nume
ro de observagoes, & justificado o uso do metodo qui-quadrado logit mi
nimo, uma vez que, nessas condigoes, seus resultados sao obtidos de for
ma mais simples do que as do metodo de maxima verossimilhanga.

Tendo-se em vista essas dificuldades, torna-se necessa
rio desenvolver metodos que sejam aplicaveis a uma observacao por nivel
e que tenham propriedades aceitaveis para pequenas amostras.

3.4 - 0 METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Com este metodo, busca-se eliminar - ou, pelo menos, re
duzir - algumas das dificuldades associadas aos meétodos anteriores.Aqui,
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ao inves de estimar a funcio Lj, trabalha-se diretamente com a  fungao
de probabilidade conjunta da amostra. 0 que se faz & derivar uma expres
sao para a probabilidade de obter é sequencia particular obtida de su
Cessos (Yj=1) e insucessos (Yj=0). Esta expressao, denominada fungao de
verossimilhanga, depende dos parametros B, que sdo desconhecidos; a
idéia do metodo & usar como estimativa de g o valor B que maximiza es
sa fungao.

Seja nj=l, J=1,2,...,N. A funcao de verossimilhanca @

e dada por:
a(Y Yo, X x) = 1 p.Y (v - pY;
I I | N: 1oy sN \]=-| J J
ou
) Y, 1 1-Y,
N 1 J e-){jﬁ J
@(Yl, ,YN, X]_,, ’XN)= ‘]E'l -
s o %38 1+ e %3P
Se nj > 1 para algum j, tem-se:
1 com probabilidade Pj para i = 1,2, ,nj
Yi5 7] 0 com probabilidade 1 - P, j=1,2,...,N
e & @ dada por
NS v 1-Y
) iir1. ..
@(Yu_,...,vnl,l,...,YIN,...YnN,N,Xl,...,XN) Jl;[_l 15_’ PJ 3(] PJ) 1

Seja &* o lopgaritmo natural de ¢, ou seja:

[(1 - YXE +ag (1 - e'xiB)]

L=
o+
It
[}
ne-—-1=

J=1
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Como ¢* & uma fungdo monotonicamente crescente de @, maximizar uma &
equivalente a maximizar a outra. Assim, derivando—se * com relagao a @
e igualando-se a derivada a zero, obtem-se o seguinte sistema de equa
¢oes:

I11.4

N ~1=
—
>
H
N 1222
—
ks

j=1 1 + e X3P J

As Equagoes 4 nao podem ser resolvidas explicitamente,
mas ha metodos para a obtengdo iterativa de uma série de  aproximacoes
que convergem para a solugac otima, se esta existe. Um exame das condi
coes de segunda ordem mostra gue esta solucao realmente maximiza &*,

A dificuldade basica no uso do método de maxima verossi
milhanga & seu custo. Para amostras muito grandes, com muitas variaveis,
o metodo € relativamente dispendioso. No entanto, ele tem a vantagem de
poder ser empregado quer sejam as variaveis explicativas categoricas,co
mo sexo, raga, religiao, etc; quer elas tenham sido previamente catego
rizadas; ou caso se tenham variaveis continuas e categoricas, ao mesmo
tempo. Alem disso, o uso do metodo ndo requer agregagdo a priori das va
riaveis explicativas, e nem a consequente suposicao de que  individuos
com diferentes caracteristicas tem as mesmas probabilidades de fazer
uma dada escolha.

No entanto, as convenientes propriedades possuidas pe
los estimadores obtidos sdo validas para grandes amostras. Para amos
tras pequenas, as propriedades do estimador de maxima  verossimilhanga
do modelo logit sao desconhecidas, com excecao de alguns casos espe
ciajs, como observa McFadden (1974). Uma implementagdo desse metodo en
contra-se em Nerlove e Press {1973) que usam o metodo de Newton-Raphson
para maximizar &%,



CAPTTULO IV
CONCLUSOES

A escolha do metodo majs apropriado para estimar os pa
rametros do modelo logit dependera dos dados disponiveis e das restri
goes existentes, principalmente no que diz respeito a custos computacio
nais. Se houver disponibilidade de dados agrupados, se as variaveis ex
plicativas sao categoricas e se a amostra & grande, o método de minimos
quadrados generalizados fornece estimadores satisfatorios. No entanto,
se custos computacionais nao representam um probiema, o método de maxi
ma verossimilhanga e desejavel, uma vez que ele garante estimativas con
sistentes dos parametros, no caso de grandes amostras.
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