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ABSTRACT

The stabilization of a rigid satellite by gravity-gradient,
with emphasis on the phases of attitude acquisition and steady-state
movement, was studied. The Hamiltonian formalism to get the equations of
motion was used. The stabillity analysis was performed by two different
techniques: the Liapunov's divect method and the linearization of the
equations of motion for small angles. In order to accomplish the computer
simulation, to obtain practical results, a specific geometry for the
satellite was usged. From these simulations, equipotential curves that
provide the bounds of libration were obtained. A brief analysis of the
damping process and of the perturbations working on the system was also
madea,
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CAPTTULD 1

INTRODUGAO

Os satelites artificiais ndao teriam nenhum valor como ins
trumento de pesquisa, se nao pudesse ser obtida uma estabilizacao em
dois eixos, ou mesmo em tres eixos. Esta estabilizacdo pode ser obtida
atraves de controle de atitude ativo, quando a grande quantidade de ener
gia requerida pelo sistema, 0 seu peso, e a complexidade de seu proje
to comprometem fortemente o tempo de vida (til do satelite.

No entanto, pode-se utilizar tambem sistemas de controle
de atitude passivos, guando a energia disponivel n3do limita o tempo de
vida do sistema de controle de atitude do satelite, pois este pode fun
cionar por longo tempo sem consumir energia. A maior desvantagem destes
sistemas, porém, e a pequena magnitude relativa dos conjugados estabili
zadores, que resulta em uma menor precisaoc de orientagao do sistema em
relagao a sua posicao de equilibrio nominal.

Pode-se dividir em seis fases a evolugdo da vida de um sa
telite estabilizado passivamente, do seu Tancamento até & sua morte, a
saber:

1) lancamento e separagao do satelite do ultimo estagio, normalmen
te com movimento de rotacao desordenado, ou entac estabilizado
por rotagao;

2) decaimento do movimento de rotagao atraves de equipamentos remo
vedores de momento angular (ioio) e/fou por dissipagdo internade
energia;

3) agquisigao de atitude ou captura na regiaoc de libragao, represen
tando o inicio das libragoes (grandes angulos);

4) amortecimento das libragoes ate alcangar a vizinhanga daposigao
de eguilibrio;

-1 -



5) movimento em regime (pequenos angulos), relativo a um ponto de
equilibrio em resposta aos conjugados perturbadores,

6) morte do satelite devido a falha em componentes, ou ao deéaimeg
to da orbita.

No proje%o de sistemas de controle de atitude passivos,ca
da um dos Ttens de (2) a (5) deve ser analisado através de tecnicas es
pecificas para cada caso, com o intuito de obter detalhes sobre asua ca
racteristica de funcionamento global.

Esta dissertacdo esta voltada aos Ttens (3) e (5), tendo
em vista o desenvolvimento do projeto do primeiro satelite brasileiro,
utilizando-se o formalismo hamiltoniano na obtengao das equagoes de mo
vimento e o metodo direto de Liapunov no estabelecimento das condigBes
para a estabilidade.

No restante deste capitulo, que visa & padronizagao dalin
guagem, seguem-se definicoes formais de expressOes tecnicas na area de
controle de atitude, assim como sistemas de referencia utilizados nosca
pitulos sequintes, No Capitulo 2 & calculado o potencial gravitacional
da Terra, considerada esférica, em um corpo de forma arbitraria,aléem do
conjugado estabilizador devido ao gradiente de gravidade. A seguir, no
Capitulo 3, a analise da estabilidade & feita através de duas tecnicas
diferentes: o metodo direto de Liapunov {ou segundo metodo de Liapunov)
e a linearizagao das equagoes de movimento para pequenos angulos e sub
sequente analise das raizes da equacdo caracteristica, ocasido em quese
supoe que a orbita possui uma pequena excentricidade. Visando-se uma a
plicacdo pratica, e de acordo com a configuracao escolhida para oprimei
ro satelite brasileiro,no Capitulo 4 novamente faz-se uso, apds a elimi
na¢ao da variavel ciclica e consequente reducao do grau de liberdade do
sistema, do metodo direto de Liapunov para estabelecer as condigoes que
levam a esbabilizacao de um satelite axi-simetrico, quando seconsidera,
de modo aproximado, a influencia do conjugado aerodinamico na estabili
dade do sistema; um modelo fisico e escolhido para a obtengao de resul



tados praticos. No Capitulo 5, sdo feitas simulagBes digitais das eque
goes de movimento, assim como sao obtidas as curvas equipotenciais que
fornecem os limites de libracGes, ferramenta basica na andlise doproces
so de captura. Finalmente, no Capitulo 6, & feita uma breve an3dlise do
processo de amortecimento e das perturbagoes que atuam no sistema, na
tentativa de formar uma idéia a respeito de suas influéncias no movimen
to do satelite. Cada uma das secoes deste capitulo merecera um estudode
talhado em futuro proximo.

As referencias mais utilizadas no trabalho como um todo fo
ram: Meirovitch (1970), Wertz (1978), Pringle (1964}, Cologue Internatio
nal - CNES (1968) e Symposium on Passive Gravity-Gradient Stabilization
(1965). Adicionalmente, no Capitulo 3 foi também utilizado Matsumura
(1978) e Kaplan (1976); no Capitulo 4, Flanagan and Rangarajan (1972),
Frik (1970) e Meirovitch .and Wallace (1966); no Capitulo 5, Auelmann
(1963) e Zajac (1961); finalmente no Capitulo 6, Etkin (1964), Fischell
(1961) e MacNaughton andGrimshaw {1969).

1.1 - ATITUDE DE SATELITES

Controle de atitude & 0 processo de obter e manter uma de
terminada orientagao no espaco. Uma manobra de atitude € 0 processo de
reorientar a espagonave de uma atitude para outra. Uma manobra de atitu
de, na qual a atitude inicial nao € conhecida quando a manobra planeja
da ‘esta sendo executada, & denominada aquisigdo de atitude. Estabiliza
¢ao de atitude & o processo de manter uma atitude existente, relativa a
-algum sistema de referencia externo, o qual pode ser fixo inercialmente,
ou lentamente rotatorio, como no caso de satelites orientados pelaTerra.

Un sistema de controle de atitude ativo caracteriza-se pe
la necessidade continua de tomadas de decisdes e de operagoes de equipa
mentos. As fontes mais comuns de conjugados para sistemas de controle a
tivo s3ao jatos de gis, materiais eletromagneticos e volantes deinercia.
. Em contraste, sistemas de controle de atitude passivos utilizam conjuga
dos do meio ambiente para manter a orientacao da espagonave. Gradiente
de gravidade e pressao de radiagdo solar s3ao metodos comuns de controle
de atitude passivo.



0 sistema de controle de atitude depende fortemente damis
sao do satelite. A decisao em utilizar um sistema de controle ativo ou
passivo, ou ainda uma combinagao de ambos, depende dasespecificacoes de
apontamento e estabilidade do satelite, da interacdo do sistema de con
trole com os equipamentos e experimentos de bordo, dasespecificacgoes de
potencia disponivel, das restricdes de peso do satélite, das caracteris
ticas da orbita projetada para a missao, e da estabilidade dosistema de
controle e seu tempo de resposta.

No presente trabalho, sera estudado apenas o sistema pas
sivo de controle de atitude por gradiente de gravidade.

Um sistema de estabilizagao por gradiente de gravidade in
terage com o campo gravitacional para manter a atitude da espaganave.De
vido ao fato de o conjugado do gradiente de gravidade decrescer comoin
Verso do cubo da distancia da fonte gravitacional, sistemas a gradiente
de gravidade sao normalmente utilizados em missoes proximas a Terra, ou
a Lua, que requeiram que uma face da espagonave aponte em diregdo a0 cor
po central (centro de forga). A exigencia basica para a estabilizagao a
gradiente de gravidade € que o conjugado produzido pelo gradiente degra
vidade seja maior do que todos os outros conjugados do meio ambiente.Pa
ra obter isto, um dos eixos principais de inercia do satelite deve ser
menor do que os outros, O que causa o alinhamento do menor eix0 princi
pal de inercia com o vetor nadir. A fim de conseguir esta diferenca en
tre 0s eixos principais de inércia, estica-se um mastro ao longo do me
nor eixo principal de inércia. 0 conjugadc devido ao gradiente de gravi
dade faz a espagonave oscilar, ou librar em relagac ao eixo de arfagem,
e um mecanismo amortecedor passivo & normalmente usado para minimizar a
amplitude de tais oscilagoes.

1.2 - SISTEMA DE REFERENCIA ORBITAL ESISTEMA DEREFERENCIA FIX0 NO CORPO

Para discutir o movimento de atitude de um satelite rigi
do em uma orbita circular, € conveniente introduzir um sistema de refe
rencia orbital X, Y, Z, com a origem 0 no centro de massa do corpo, o



eixo X na direcao radial, o eixo Y tangente 3 orbita, e o eixo Z normal
ao plano da orbita, como e mostrado na figura 1.1. O sistema de referen
cia fixo no corpo X, ¥, z, alinhado segundo 05 tres eixos principaisde
inercia do corpo, e obtido a partir dos eixos X, Y, Z por meio de tres
rotagoes independentes, a serem especificadas posteriormente. A relagdo
entre 0s dois conjuntos de 2ixos pode ser escrita em termos doscossenos
diretores na forma matricial compacta. Seja [ £] a matriz dos cossenos
diretores:
- -
Ly L £
[ £ ] =| L1 fay Lo
231 L3z Las ]

e sejam {x} e {X} as componentes de um vetor no sistema xyz e XYZ, res

pectivamente:
b3 X
{x} =32y 3 (X} =+4Y
z z

ya
Z, B CENTRO DE
\\ FORGA
\\\ m,

- ORBlTADO
o~___¢ SATELITE

Fig. 1.1 - Sistemas de referencia.



A relagao entre os dois sistemas e dada por:
xy =[] Xy, S{1.7)

onde os cossenos diretores dependem das tres rotagdes independentes es
colhidas.

Movimenio de arfagem @ o movimento relativo dosat@lite em
torno do eixo Z do sistema orbital (também chamado eixo de arfagem).

Hovimento de rolamento & o movimento relativo do satelite
em torno do eixo Y'do sistema orbital (também chamado eixo de rolamen
to).

Movimento de guinada € 0 movimento relative dosatelite em
torno do eixo X do sistema orbital {tambem chamado eixo de guinada).

0s momentos de inércia associados aos trés eixos princi
pais de inercia do satélite serao denominados de A, B e C, segundo osei
X0S X, ¥, Z, respectivamente.

1.3 - ESTABILIZACAQ EM TRES EIX0S E EM DQIS EIXOS

0 estudo da estabilidade dos movimentos do satelite,a ser
desenvolvido posteriormente neste trabalho, leva & uma posigao de egui
1ibrio estavel, definida da seguinte maneira: o eixo de maior momentode
inércia esta alinhado com o eixo de arfagem; o eixo de momento de inér
cia intermediario esta alinhado com o eixo de rolamento; e o eixo de me
nor momento de inércia confunde-se com o eixo de guinada.

Quando os trés momentos de inercia do satelite saodiferen
tes, 0s trés eixos do satelite coincidem com os eixos do sistema orbital,
com exce¢do de pequenas oscilacdes em torno desta posicac. Neste caso
tem-se estabilizacao em tres eixos.



Quando os dois momentos de inercia maiores sao iguais, o
movimento de guinada & 1ivre, sendo controlados apenas oS movimentos de
rolamento e de arfagem; tem-se, portanto, estabilizacdo.em dois eixos.
0 efeito deste controle sera 0 de alinhar o eixo de menor momento de i
nércia com o vetor nadir.

¢

1.4 - ESCOLHA DAS MATRIZES DE ROTACAO: COSSENOS DIRETORES

No estudo da estabilizacao em tres eixos, para passar do
sistema orbital para o sistema fixo no corpo, serao feitas tres rotacoes,
as B e vy, segundo a Figura 1.2.

Fig. 1.2 - Definicdo dos angulos de rotagac o, B e .

Os valores dos elementos da matriz [ £], da Equacdo 1.1
sao dados pelas sequintes expressoes:



£1] = cOSa COSY + Sena Seng seny

L1, = COS8 seny
£i3 = - Sena COSy + €OSa Senp seny
£;1 = - coSa seny + sena SEnf cosy
J £yo = COSB COSY (1.2)

Ly3 = seno seny + coso Seng cosy
L£y; = seno CosSp

- Seng

()
w
M

]

COSa COSE,

o
w
w

n

onde o & o angulo de rolamento, 8 © angulo de guinada e y o angulo de
arfagem. A matriz de rotacao [E‘]x sera utilizada nos Capitulos 2 e 3.

Para o estudo da estabilizacao em dois eixos (Capitulo 4),
utilizar-se-a tambem o sistema ¢, n, ¢, definido a partir de duas rota
coes, 8, € 8,, apresentadas na Figura 1.3. 0 eixo & sera sempre coinci
dente com o eixo de simetria do satélite, e o momento de inércia, em re
Jagao a esse eixo serd representado por A, enquanto ¢s momentos de inér
cia em relacao aos eixos perpendiculares a £ serao denotados por-B.

Fig. 1.3 - Defini¢ao dos angulos de rotagao 8, e 85.



- g .

A matriz de rotagio [£ ]g’ dada por:

cOSB; COSB, =~ Send,  Sens, Coso,
[ E]E = | coss; sens, cos8,  sSeng; sens, (1.3)
L - sens; 0 Cos8;

da a transformagao de um sistema de coordenadas para outro:

£ (X
n = [ E]g Y
- L

A posicio do eixo de simetria do satélite e descrita em
termos dos angulos 8, (rolamento) e 8, (arfagem). O angulo. © entre oei
xo de simetria do sateiite, £, e a vertical local, X, & dado por:

@ = arc cos (cose; + c0s8y) . (1.4)






CAPITULO 2

CALCULO DO POTENCIAL E DO CONJUGADO GRAVITACIONAL

2.1 - POTENCIAL GRAVITACIONAL PARA UM CORPO DE FORMA ARBITRARIA

Considere-se um sistema de dois corpos, consistindo em um
corpo de massa m; que possui simetria esférica, e em um outro corpo de
massa m, que tem uma distribui¢ac de massa arbitraria. Como m; esimeétri
co, pode-se supor que o seu centro geometrico coincide com o centro de
for¢a, como & mostrado na Figura 2.1.

b Z

Fig. 2.1 - Diagrama para o calculo do potencial.

Representagao de um vetor no sistema orbital:

-
=Xe e e 2.1
A=7X e + Y ey + Z e, (2.1)

Representacao de um vetor no sistema fixo no corpo:
b - - -~
A=xi+yj+zk (2.2)

-1 -
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0 vetor R no sistema orbital & dado por:
+ ——
R=Re,, (2.3)

e utilizando-se a matriz de rotagdo [£ ]x e a Equacao 1.1, encontra-se
>

R expresso no sistema x, y, z, fixo no corpo:

X v L 4y R REZyy
y = Loy Lpp Aag 0 = REy,
z 31 Ly L33 0 RELz1 | »
portanto:
EA = R (‘Ell‘{ + 2213: + 231E) . (2.4)

Tem-se ainda que:

o4
U

Xi+yj+zk. (2.5)
A energia potencial correspondente a um campo central hew
toniano pode ser escrito na forma integral:

dmz

\J=—Gm1J =2 (2.6)
Mma r

5. = Con
IR + p| & a distancia entre o centro de for¢a e o elemento de

onde r
massa diferencial dm,. Tem-se, portanto, que:

- - - - ZE - 2
P2 = (R +p)2 = (R2+ 2R ~. p + p2) = R2( 1 + RZM%E),
portanto:
> ) -+ o
ple RPL( 7 ¢ B0 0ty (2.7)

R2 R2
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Utilizando-se a expansao binomial em série de potencias,
segundo a formula:

1 3 15
172 21 - L 292 - 23+ ..., .
(T+q)yt/2=1-2q+g0¢® -0+ (2.8)
tem-se:
E . ; 02 3(§ . 3)2 392 - >
—-1=R-1T7- - + + Rep+ ... ]
[ RZ 2R? 2RY 2RY -
= R-1 { 1-R2R-p +1§R'2 [ 3R-2(R+p) -p2 ] + o[ (5)? ] }
portanto:
N - 1 - >
r-1 2 R-1 -R-3 R ooty R-3 [ 3R-2(R-p)2 - 2] (2.9)
Tem-se ainda que:
R 3= R + L1y + £312) (2.10)

Aplicando-se as EquacOes 2.5 e 2.10 na Equacao 2.9, vem:
p-1 = R-1 = R=2(fqyx + £pqy + L312) + % R-3 [ 3(L;1x +
+ Ly + L312)2 - (x2 + y2 + 22) ] (2.17)
Subsfituindo—se a Fquacao 2.11 na Equacao 2.6, tem—ée:
Gmy, mp, Gm,

V= - + ) J (L11% + Loy + Ly12) dmy -
R R2 mz

Gm, )
T o3 J [ 3(L11x + Loyy + £312)2 - (X% + y2 + 77) ] dm; =
2R3 m2 -

Gm; my, Gmy
= - + [£1)
R2 M

y dmg + £31J zdmy ] -
R

x dm, +£21J
my

2 Mo
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o,y 2 2 (
- _[(3211 "‘])Jm demz + (3.821 "])J

y2dm, +(3£3, -1)[ z%dm,+
2R3 2 1]

mz

+ 6211 £21J xydmz + 6£11 £31J

xzdm, + 685, £31J yzdm, ]
My

My M3

(2.12)

Chamando-se de x, y, z as coordenadas do centro de massa
em relacao aos eixos x, y, z, tem-se:

J xdmy, = X my ; J
m . m

ydmy = y my 3 J zdm, = z m, (2.13)
2 My

2

e ainda, das definigoes dos momentos de inrcia, pode-se escrever:

1
-2— (Iyy + IZZ - IXX)

. (2.14)
xydm, = I
[ o1
Xzdm, = 1
[ ne e,
yzdm, = 1
Jy o = e

Substituindo-se as Equagoes 2.13 e 2.14 na Equagaoc 2.12,
obtem-=se a expressao geral do potencial, desprezados os termos de ordem
igual ou superior a p3/R3:

Gml Mo Gml My Gm

_ - — 1 5
V== + £ + £ + £oqz2) - — [ (387, - 1) -
. : = {1 + £21y * ) e (385, - 1)
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2

CLy Ly - L)+ 12(4 04, Ly + fudsy T, + £oyhg Iyz) ]
(2.15)

EscoThendo-se a origem dos eixos x, y, z coincidindo com

0 centro de massa do corpo e tomando-se X, y, z segundo os eixos princi

pais de inércia do corpo, tem-se:

32:03 _:)7:03 'Z_'—_O

Ly =8 L, =B I, =¢C (2.16)
Ix‘y = 0, Ixz =0, IyZ =0
Substituindo-se a Equagao 2.16 na Equagao 2.15, obtem-se:
o Gmypomy Gy 5 | 0 '
V= - - [(327, - 1) (B +C ~A)+ (385, - 1) -

R 4R3
- (A+C=~-B)+ (383, -1) (A+8-2C)]

ou, de outra formwa:

GTI'I]_ m2 G.m]_ BGTI'I]_ n
V=- + (A+B+C)-—[ 2] (B+C-A)+
R 4R3 4R3

+ £2, (A+C-B)+ 25, (A+B-2C)] (2.17)

2.2 - CONJUGADD DEVIDD AO GRADIENTE DE GRAVIODADE

Ve-se a partir da Figura 2.1 que a forga exercida por m;
no elemento de massa diferencial dmp pode ser expressa por:

G, dm
oF = - — 2 ¥, (2.18)
-r-3
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portanto, o conjugado em relacdo a 0 e:
- -
N = J o x dF (2.19)
m

Substituindo-se a Equagao 2.18 na Equagao 2.19, tem-se:

> o x"h* o (R + o
N=- Gm J £XL dm, = - am J . ) dm, =
m, r3 My r3
= - Gmlj LZ2 dm, (2.20)
my p3
Da Equacao 2.7 resulta que:
- - 2
r=3 = R-3( 14 R0 0% yoap0 (2.21)
R2 R2
Utilizando-se a formula:

3 15 35
1+q)-3/2=1-2qg+-—=q%2-22¢g% ¢ ,.., 2.22
(1+q) p Aty ¥ - (2.22)

tem-se:
-
R -3
3= R[Sl 02 ],

portanto, utilizando-se a Equagao 2.10, tem-se:

3(£y1%x + £y + £372)
P-3 ZR-3[1 - ] . (2.23)
2 :

Substituindo-se a Equagao 2.23 na Equacao 2.20 edesprezan
do-se 0os termos de ordem igual ou superior a p2/R?, tem-se:

. Gm & 3(£yx + Loy + L£3;2)
N= - -—-J epxR [1- ] dm, =
R3 /m, R
Gmy N (Lr1% + £o1y + £312)
‘“““_[R"J 3dm2+3J 5 x R dm; ]
R3 my M R

(2.28)
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Supondo-se que o centro de massa do corpo coincide com a

origem 0 do sistema fixo no corpo, tem-se que:

s

2

portanto,

-

© 4
x

=4
It

+

+

+

obtem-se:

-

+

S‘dmz =0,
a Equacao 2.24 fica:

dm2 . (2.25)

3Gmy L, o (Lx + Ly + Lg2)
-1 J >« R
R? Jm, R

Tem-se ainda que:

R=RT[ (£a1y - £212)F + (L1127 - L3103 + (Lo1x - &%)k ]
(2.26)

Substituindo-se a Equagao 2.26 na Equacgao 2.25, vem:

3Gm, N R ~
“E;‘ J [ (Layy - £212) + (L1122 - Layx)§ + (B21x - £11._Y)k 1-
My
36m, |
(L13x + Loy + £3;2) dmy = '*'“'J { [ L1 £3:(y% - 22) +
R3 mo

L1 Ly xy - £yy Lo xz + (&5 - 2. )yz 15+ [y L3 (22 -x2) +

L1 1Yz - Loy Layxy + (€31 - £ xz ] + [&1y L2y (%2 -y?) +

Ly L31xz - £y Layyz + (& - £y)xy Jk } dm, .

Utilizando-se a Equacdo 2.14 e integrando a equagao acima,

3Gm1

3 { [ 21 2aa(1,, - Loy 4 day L = by don Typ ¥

(£, - B1, T+ oyt (L - T, + a1, -
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"oy gy L * (&, - 401, 13+ [ & LUV W
+ iy 2y L, - &y 2 Ly + (45 - £1) Ly Tk } : (2.27)

Finalmente, se x, y, z 5ao 0s eixos principais de inercia
do corpo, utilizando-se a Equagao 2.16, as componentes do conjugado se
rao dadas por:

3G,
N, = — (C - B) £ £3
X R3
3Gm1
< N‘y = (A - C) 'E'll £31 (2.28)
R3
36m, \
N = — (B - £y1 £27 .
BRI ( ) 441 €2y




CAPTTULO 3

ESTUDO DA ESTABILIDADE EM TRES EIX0S

3.1 - A HAMILTONIANA COMG FUNCAO DE LIAPUNOV

A energia cinética e dada, no caso geral, por:

T=T, +Ty + Ty , (3.1)
onde:
7 oo L.
By b Loegdd (3.2)
e uma fungdo quadratica homogenea nas velocidades generalizadas,
n
Ty = rzl 8. A, (3.3)
e uma fungdo linear homogenea nas velocidades generalizadas, e

TCI = YD (3.4)

& uma fungdao nao-negativa das coordenadas generalizadas e do tempo. Os
coeficientes o ., B, & vo sao fungdes das coordenadas generalizadas edo

rs
tempo.
Partindo-se da equacao de Lagrange:
4 ( E%;_) _8L | 0, k=1,2, ....n (3.5)
dt

e considerando-se o caso em que a lagrangeana nao depende explicitamen
te do tempo, tem-se: '

-~ 19 -
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Portanto:
db _ % oal . Doa . M g oL dq
d—=§—qk+f—_—qk=2r“(%)k £“£ =
t k=1 3q, k=1 3q, k=1 30} 3G dt
n
d sl -
= ] — _'_qk)
Esta relacao pode ser reescrita na forma:
d , D s .
— Z'_,_qk'l-)‘o
dt k=1 3G,
Integrando-se a equacao acima emrelacao ao tempo, obtém-se:
)
jﬂ;—ék - L = h = const. (3.6)
k=1 aqk

que € uma integral do movimento, conhecida como integral de Jacobi.
Como se esta considerando o caso em que a lagrangeana
L=T'V=T2+T1+T0'V (3.7)

nao depende explicitamente do tempo, a energia cingtica T também n3o de
pendera explicitamente do tempo e, portanto, os coeficientes Apgs B, €
Yo que aparecem nas Equagoes 3.2, 3.3 e 3.4 nao mais dependem do tempo.

Introduzindo-se a Equacao 3.7 na Equacde 3.6, e usando-se
o teorema de Euler para fungoes homogeneas, obtém-se para a integral de
Jacobi :

n . :
he 3 g L=+ = L=2T, 4Ty - (Ty+ T+ Tg - V)
k=1 3q, )

portanto,

h=T,-Tg+V . (3.8)
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Lembrando-se que a definicao da funcao hamiltoniana & da
da por:

n

sl -
H = E — qk - L Y (39)
k=1 3G,

conclui-se que se a lagrangeana de um sistema nao depende explicitamen
te do tempo, entao, tem-se para a hamiltoniana o valor da integral deJa
cobi:

H=T, - Tg + ¥V =h = const . (3.10}

Calculando-se agora as componentes da velocidade angular
do corpo em relagac aos eixos x, y, z, vée-se pela Figura 1.2 que:

y = 8 Foa, t By

= Q.+ & + B 3.
vy = Sy oy T By 3.1
wz;‘ﬂz-i-az-i-y

Como o vetor velocidade angular orbital & do satélite Epa
ralelo ao eixo Z do sistema orbital, vem:

[ 7
fy 4y H2 43 0
2 [ = £y s L33 0
2, f31 L3z 433 Q
L )
portanto:
QX=Q£,13
§ =R 2 3.12
y 23 { )
Q.Z = 0 fag

Calculando-se as componentes de & ho sistema x, y, z, tem
se:
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- "
Gy Ly tiz 43 0
Sy 1= |t Loz Ly &
G, | €1 f32 L33 | | 0
portanto:
&X = Qo £12
6y = 6 Loz - (3.13)
dz = d£32
Fazendo-se 0 mesmo para g, obtém-se:
éx COSY COSB Seny  Seng seny B
éy = - seny Ccosg cosY' seng cosy 0
Bz - 0 - SEeng cosB(-I . 0
portanto:
éx = B CoSy
U . (3.14) -
= - B sen
By B Y
Substituindo-se as Equacoes 3.72, 3.13 e 3.14 na Equacao
3.11, vem:

w. =9£13+d£12+.BC05‘Y

X
o, = 9 L3 + & Loz - B seny (3.15)
MZ =0 £33 + 4 232 + ¥

Supor-se-a que os tres momentos de inercia sejam diferen
tes, istoe, A#B, A#Ce C#B.

A energia cinetica de rotagao & dada por:
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To=o (Al + Bl i) =T +T) + T (3.16)

1
2 Y

Substituindo-se nesta equacac os valores dados pela Equa
cao 3.15, tem-se:

T, _-% [ A(a2ys + Bcosy)? + B(akyy -~ Bseny)? + Calss + 7)2 7 &
(3.17)
Ty = o[ AL s(aly, + BcoSyY) + BE,3{8L,, - BSeny) +
+ Clas(alsr + %) ] (3.18)
T, = %-92 (M2; + BEZ, + Ce25) . (3.19)

Desprezando-se, na Equacao 2.17, os termos constantes pa
ra um satelite em orbita circular em torno da Terra, tem-se para a ener
gia potencial:

, |
Ve-3271 02 gac-A)y+ 2 (A+C-B)+ €2 (A+B-C)],
(3.20)

onde tomou-se 92 = u/R3 = Gm;/R3, pois a massa do satélite & pequena em
comparacac com a massa my da Terra. A Equacao 3.20 pode serreescrita na
forma:

2
V=- Q%_ [ MGG, + £3) - £5)) + B(&Ey + 45, - £5,) +
;o 2
+ C(‘Ell + Loy - 1)—31)] - (3-21)

Decorre das propriedades dos cossenos diretores a seguin
te relagao:

B+ G+ 85 =1 . (3.22)



- 24 -

Fazendo-se substituicdo da Equagdo 3.22 na Equagio 3.21,

obtem-se:
2
Ve 2T a -2 s (1 - 2630 v 0O - 248 ] -
2 2
= -3 B )+ 2 Ak 4 ady 4 h)) (3.23)

Desprezando-se na Equagao 3.23 a parcela constante, tem-se
para a energia potencial:

V=2 g2 (AL, + BES, ¥ CA5;) . (3.24)

ro Lo

‘ Ve-se atraves das Equagoes 3.16, 3.1?,l3.lB, 3.19 e 3.24
que a lagrangeana L = T ~ V nao depende explicitamente do tempo t e, de
acordo com a Equagao 3.10, tem-se a seguinte expressao para ahamiltonia
na: '

H=T, - Ty +V = const . (3.25)

As equagoes diferenciais que descrevem ¢ movimento de ro
tagdo de um satElite s3o altamente ndo-lineares, e nao existe uma solu
cao analitica para as equacoes. Nestas circunstancias, pode-se obter a
informacao referente ao comportamento do sistema na vizinhanca de posi
goes especificas. Em particular, deve-se ser capaz de estabelecer se o©
sistema e estavel ou instavel nessas posigles. Utilizar-se-a para tal a
nalise o método direto de Liapunov, o qual requer que se teste se uma
certa fungao & positiva definida ou nao, na vizinhanga da posigao estu
dada.

Considerando-se o satélite da Figura 1.1, examinar-se-3 a
estabilidade na vizinhanca de um ponto de equilibrio para 0 qual ocorpo
esta em repouso, em relagao ao sistema de referéncia orbital, isto E&,
&E = éE = ?E = 0. Para definir completamente os pontos deequilibrio, os
valores das coordenadas angulares correspondentes devem serdeterminados.
Como o sistema & canonico, estas posicoes sao dadas pelas equagoes:
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AL, =0, i=1,2,3, (3.26)

onde as coordenadas generalizadas q; (i =1, 2, 3) sao os angulos o, B
e y. 0 sTmbolo E significa que a derivada sera avaliada no ponto deequi
1ibrio.

Em relacao a expressao da hamiltoniana, dada pela Equagao
3.25, sabe-se que o termo T, € quadratico nas velocidades generalizadas,
as quais sd3o zero nos pontos de equilibrio considerados, decorrendo, por
tanto, que as posicoes de equilibrio relativas ao sistema de referencia
orbital devem satisfazer as equacoes:

Nl =0, i=1,2,3, (3.27)
4
E
onde:
U=Vv-T, . (3.28)
Substituindo-se as FEquagoes 3.19 e 3.24 na Equagao 3.28,°
obtem-se:
U=La2 [ a8, - Bs) + (385 - £5) + €38 - £3) 1, (3.29)

2
que e uma funcdo que depende apenas das coordenadas generalizadas.
Usando-se a notagao:

_ i . A3 . g, =3
ﬂija o , Eiis IR 3y 0 sy

e tomando-se as derivadas parciais de £y, £51, 31> £13> €23, £33 emre
lacdo a a, B e y, obtem-se:

Li1a = £13 5 £130 = - £y
1o = £p3 3 Lose = - Loy (3.30)
L310 = 33 3 L3zg = = 431
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J £118 = Sena cosp seny ; £13g = COSa COSB seny
£y1p = sena COSB COSY 3 £53p = COSa COSR cosy (3.31)
£31g = - Seno seng ; £33g = ~ COSa Senp
(
Liiy = £py 5 Ligy = A3
1y = - 2y s Logy = = L3 (3.32)
| La1v = 0 £33y = 0

Calcutando-se as derivadas parciais de U em relacao a a,
B e vy, tem-se:

%§-= %‘92 [ A(6£1) 2114 - 2813 £y3g) + B(64s) Ly1q - 2833 Lp3q) +
+ C(6£31 £310 - 2833 £33a)] = 02 [ A(3Ly) L13 + £11 £y3) +
+ B(3yy Loz + €y £3) + C(383, L33 + £31 £33)] >
portanto:
Do 402 (Atyy fys + Blyy Lo3 + Clyy £33) (3.33)
I%%—= 02 [ A(3£;; sena cosg seny - £,3 COSa COS§ Seny) +
+ B(34,, sena cosB coSy - £,3 coso COSB CoSy) -
- C{323; seno seng - £33 cosa seng) |
portanto:
%% = 02 [ A cosg seny (3£;, sena - £;3 cosa) + B cosg cosy -

+ (3£, sena ~4£y3 cosa) -C senp(3£3; sena -£33 coSa) | (3.34)
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al

3y C 2 [ A(3Ly, do3 - £13 £23) - B(3Lyy £3) - £23 £33) ]
portanto:

al _ 5

3y - © (B~ A) (&3 L3 - 381 £2q) (3.35)

Para encontrar os valores de a, B e y nos pontos deequild
brio, deve-se ter:

BU :0' —— =0' aU

y W oLy, (3.36)

0s pontos de equilibrio sao aqueles em que os eixos prin
cipais do corpo estao alinhados com os eixos do sistema dereferencia or
bital. Estas posicoes correspondem aos angulos ap =Bp =yp =0, o =7/2 e
Bp = vp = 0, etc. No entanto, qualquer ponto de equilibrio que se tome
para estudar a estabilidade levara exatamente ao mesmo resultado.

Como a hamiltoniana e constante, a sua derivada temporal
H & zero e, portanto, se H for positiva definida na vizinhanga deum pon
to de equilibrio, a hamiltoniana podera ser tomada como uma ~fungao de
Liapunov, e o ponto de equilibrio correspondente sera estavel. Mas, por
defini¢ao, T, € positiva definida e, portanto, o sistema serd estavelse
U for positiva definida. O problema se resume entdo em encontrar a con
digao a ser satisfeita para que U seja positiva definida.

Considerar-se-a, neste estudo, o ponto de equilibrio para
0 qual aE=BE=vE=0.

Pelo critério de Sylvester, uma certa fungdo U & positiva
definida, se a sua matriz hessiana [# ], definida como sendo:

" 82U a2y 22U ]
Do ? 3038 20,3y
2 2 2
[H]=| 2> 2 L (3.37)
3830 2p2 3By
32U 220 . 32U -
| dvda ayaB ay2

tiver todos os seus menores principais com determinante positive.
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Calculando-se os elementos da hessiana, obtem-se:

32U 2
=402 [ A - €0)) +B(85s - £5)) + 0855 - £5) ], (3.38)
32U 3%y
5o38 ~ agss = 4% [ A coss seny(&)) cosa + £;3 sena) + B cosg -
+ cosy(£;1c050 +£53 sena) -C seng(L£3; cosa +£35 sena)],(3.39)
32U _ 3 .
saay - ayse - - A (B - A) (L1 Loz + £y3 £a1) (3.40)
2
%E% = 2 [(B-A)sen 2u seng sen 2y + (A senZa + B cosZq - ) -
- {3 sen?q - cos?a) cos 28 ] » (3.41)
220 320 _ 2 rn. )
sgoy - ayog - % (B-A) coss [cosy(£y3 cosa - 3£y, sena) +
+ seny (fp cose - 3%, sena) ] 5 (3.42)
32U 2 2 2 2 :
P 92 (B - A) [£z3 - 413 - 3(L21 - £01)] (3.43)

Para o ponto de equilibrio 0 = Bp = Yp < 0, tem-se:

£11=.|, £21=0, £31=0

(3.44)
£13 =0 ,. fLr3=0, Laz =1
A hessiana avaliada nesse ponto tera a forma:
402 (C-A) 0 0
[H g = 0 Q2(C-B) 0 . (3.45)
0 0 302(B-A)

Portanto, as condicoes para que U seja positiva definida,

e, consequentemente, para que o sistema seja estavel, sdo:
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402 (C-A) > 0
404 (C-A) (C-B) > 0 (3.46)
1206(C-A) (C-B) (B-A) » O .

As condicoes expressas acima podem ser resumidas naseguin
te relacdo:

C>B>4A, (3.47)

cujo significado fisico @ o eixo de momento de inércia minimo estar ali
nhado com a diregao radial, e o eixo de momento de inércia maximo ser
normal ao plano da orbita. A interpretacao desse resultadc € que uma pe
quena perturbacac da posigao de equilibric do corpo, quando este esta
com o eixo de menor momento de inércia segundo a vertical local, levara
ao aparecimento de um conjugado gravitacional, que ird restaurar a posi
cao original do corpo. Se, no entanto, houver amortecimento no sistema,
tal que H £ 0, entdo a configuracao dada pela Expressac 3.47 e assintc
ticamente estavel.

0 mesmo problema pode ser tratado por meio de analise in
finitesimal, que consiste em linearizar as equagoes de movimento do cor
po na vizinhanga da posicao de equilibrio e resolver a equacao caracte
ristica resultante. Fsta analise, feita a seguir, confirma o resultado
que se obteve na Expressac 3.47 e, alem deste, obter-se-a um outro cri
tério em que a estabilidade tambem sera possivel em um subdominio de
B>A>C. Isto implicard que, para certas razoes dos momentos de iner
¢cia, existira uma posicac de equilibrio estavel, na qual ¢ eixo demomen
to de inércia intermediario coincide com a vertical local, um resultado
ndo previsto pelo método direto de Liapunov, o que & explicado pelo fa
to deste metodo fornecer as condigbes suficientes para o equilibrio es
tavel; portanto, restringindo o conjunto de critérios para acbtengao da
estabilidade do sistema.
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3.2 - ANALISE INFINITESIMAL DA ESTABILIDADE

A equagao de movimento, na forma matricial, & dada por:

d [ aT 5T )
C{L v {Z)-1n, (3.48)
coms:
: _ .
0 W, vy
[w] = w, 0 -, (3.49)
| Yy “x °
Substituindo-se as Equages 2.28 e 3.16 na Equagao 3.48,
obtem-se:
Ry + (C-Bluy w, = 3 TE? (C-B) £p1 &3
) Bg,y * (A-Clu, w, = 3 ;—3 (A-C) £1; 237 (3.50)
Co, + (B-A)u v, =3 ;—3 (B-A) £11 L2

Para estudar o efeito, na estabilidade do sistema, de or
bita quase circular, incluir-se-a uma pequena excentricidade orbital e.
Usar-se-a a equacao das conicas:

R=a(l- aé;

1 + e cosg

3

onde a e 0 semi-eixo major, € ¢ € a anomalia verdadeira; assim, pode-se
desprezar os termos o{e?) de modo que:

a

x
i

1 + ¢ coso
e, consequentemente,
p = u(l + e cosp)’

R3 as
onde n = v p/a’ e o movimento medio do satelite.

= n%{1 + 3e cosg)
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Pode-se obter a anomaiia verdadeira como funcao domovimen
to medio do satélite, n, da pequena excentricidade, e, e do tempo decor
rido desde a passagem do satelite pelo perigeu, tp, atraves de uma ex
pansao em série (Wertz, 1978):

= nt_+ 2e sen nt_ + ofe?
$ 5 b o{e?)
A derivada temporal da anomalia verdadeira sera:
¢ = n{l + 2e¢ cos ntp) (3.51)

e a sua derivada segunda tera a forma:

.

6 =-2n2 ¢ sen ntp

Linearizando-se em torno da posicao de equilibrio, dada

por a = B = vy = 0, tem-se para a pegueno:
lsena;a; cosa = 1 :
3.52)
| sen®a = 03 cosZa = 1 - senZg = 1

Expressoes analogas as da Equagao 3.52 sao validas também
para g e y pequenos.

Os cossenos diretores serao aproximados por:

£y = 1, Ly = = % > £31 = «
212 = Y » £22 = 1 ’ 4?_32 = - B (3-53)
Ly =- o, L3 = B, L3y = 1

e a partir da Equagao 3.15, obtém-se as expressoes aproximadas para as
velocidades angulares: ‘
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B~ da

wx;
vy =a+¢8 (3.54)
w, =y + b

para 0s seus produtos:

wy Wy, =0
Wy Wy = ¢B -$2a = ng - n2q ) (3.55)
w, , Z po +628 = na + n2g

e para as suas derivadas em relacao ao tempo:

by ZE-6a T E-nd
! G, G+ 68 = &+ ng (3.56)
&Z =y +¢=y-2n2e sen ntp

| onde foram desprezados os quadrados e os produtos de pequenas quantida
des.

Substituindo-se as aproximacoes dadas pelas Equagbes 3.53,
3.55 e 3.56 na Equacao 3.50, tem-se:

' A(B - n&) + (C - B) {nd +n28) =0 , (3.57)
£ B{a +ng) + (A-C) (n8 ~n2) =3n2 (A-C)a., (3.58)
C(y - 2 n2 e sen ntp) =-3n2(B-A)y - {3.59)

Dessas equagoes acima, vé-se que o pequeno movimento dear
fagem (angulo y) esta desacoplado dos pequenos movimentos de rolamento
e guinada (angulos « e B, respectivamente). Da Equacao 3.59 conclui-se
gue 0 peqgueno movimento de arfagem sera estavel, se:

B>A . (3.60)
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A solugao geral da Equagdo 3.59, que da o movimento de ar
fagem, a qual inclui a oscilagao natural e o movimento forcado devido a
excentricidade, supondo-se que este movimento & estivel, & da forma:

2 ¢ sen nt / B-A
Y:————-————E'i' K cos [ nt 3 (-*—'-") + 6] » (3°61)
B-A P ¢
3 (“]f") -

onde K e § sao constantes de integragao que dependem das condi¢bes ini
ciajs. Definindo-se:

ve-se que para kA = 1/3 ocorre ressonancia no movimento de arfagem, por
menor que seja a excentricidade e. Portanto, em projetos desaté]ites”eg
tabilizados por gradiente de gravidade, deve-se evitar a configuragao
geometrica em que:

C=23(B -4,
evitando-se assim a ocorrencia de ressonancia em arfagem.

Pefinindo-se:

as equacgoes acopladas dos movimentos de rolamento e guinada, Equagoes
3.57 e 3.58, podem ser colocadas na forma:

B+ ksn2g - (1 - K.)na =0
G e (3.62)
&+ 4 kp nZe + (1-- kglng = O

Aplicando-se a transformada de Laplace na Equagao 3.62,
obtém-se:
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(s + kg n?)g - (1 - kghnes =0

(52 + 4kR n2)a + (1 - kR)nBS =0 ,
que leva a equacao caracteristica biquadrada:

st + (k kp + 3kp'+ 1)n?s? + 4k, Kp nt* =0 (3.63)

G R

Para que se tenha estabilidade, & necessario que asraizes
da Equagao 3.63 nao tenham parte real positiva. Se s; for uma raiz da
Equagao 3.63, - s, tambem o sera e, portanto, para que ambas, S; e -5,
nao possuam parte real positiva, s; deve ser imaginaria pura. Consequen
temente, deve-se ter as seguintes relacgoes:

ke kp >0 (3.64)

k. kp + 3kR + 1 >4V k. k, . (3.65)

G R G R

A Expressao 3.64 implica que o momento de inercia ao longo
do eixo de arfagem, C, deve ser o maior, ou o menor momento de inércia
bara se obter estabilizacao em rolamento e guinada. Da Expressdo 3.60pa
ra a estabilizacao em arfagem, obtém-se a condigdo de que o momento de
inércia de rolamento deve ser maior que o momento de inércia de guina
da. Portanto, tem-se duas relagGes permitidas, que sao C > B > A ou
B > A > C. Entretanto, a condicao dada pela Expressio 3.65 restringe a
ultima configuracdo para certas razoes de momentos de inércia. A Figura
3.1 resume as zonas de estabilidade para varias razoes dos momentos de
inercia.
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CAPTTULO 4

INFLUENCTA DO CONJUGADO AERODINAMICO EM UM SATELITE
AXI-SIMETRICO ESTABILIZADO POR GRADIENTE DE GRAVIDADE

4.1 - INTRODUCAQ

Sabe-se que os conjugados aerodinamicos sao significantes
para altitudes de varias centenas de quilometros, e podem predominar so
bre o conjugado devido ao gradiente de gravidade, para certas configura
goes do satelite, em altitudes de ate 450 quilometros aproximadamente.
Tanto o conjugado gravitacional, como o conjugado aerodinamico dependem
da configuragao do satelite; porem, esta dependéncia funcional & comple
tamente diferente para cada um dos dois efeitos. Em seguida, investigar
-se-a a estabilidade de um satélite rigido em uma orbita circular, noca
s0 do satelite estar sujeito a conjugados aerodinamicos egravitacionais
simultaneamente. Usar-se-a, novamente, o metedo direto de Liapunov afim
de se obter os criterios de estabilidade para o movimento ao redor de
uma posicao de equilibrio. Neste estudo, supoem-se as sequintes hipote
5es:

a) A Orbita e circular de raio constante, o que implica que odecai
mento da orbita devido as forgas aerodinamicas serda desprezado.

b) -0s conjugados perturbadores periodicos devido anao-uniformidade
do campo gravitacional serao ignorados. Portanto, o campo gravi
tacional terrestre sera tomado como sendo fungao apenas de dis
tancia radial.

¢) Os conjugados perturbadores no satelite, devido a variagio da
densidade do ar entre os lados do dia e da noite da Terra, serao
desprezados. Esta hipotese & justificavel, para altitudes acima
de 300 quilometros.

d) 0 conjugado aerodinamico e ndo-conservativo. Entretanto, sera
mostrado posteriormente que, através de hipoteses simplificado
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ras, o conjugado aerodinamico pode ser derivado de uma fungao
potencial e, consequentemente, sera tratado como conservativo.

e) 0 acoplamento entre o movimento rotacional do satelite, em rela
¢ao ao seu centro de massa, e o movimento orbital do centro de
massa nao sera considerado.

4.2 - REDUGAC DO GRAU DE LIBERDADE DE SISTEMAS QUE CONTEM VARIAVEIS CI
CLICAS

Para um sistema dinamico descrito por n coordenadas gene
ralizadas qi(t) (i.=1, 2, ..., n), as equagoes diferenciais do movimen
to podem ser escritas na forma de n equacoes de Lagrange, em termos da
lagrangeana L =T - V,

-COnsidere-se um sistema conservativo e, em particu]ar; 0
caso especial em que algumas das coordenadas generalizadas nao aparecem
explicitamente na lTagrangeana; portanto, o sistema das equagoes de movi
mento pode ser escrito na forma:

r .
d oL al -
= —_ - = , 1:],2,...,]‘” 4.1
dt ( 3q.; ) 3q; 1
4
EL.( E%_.) =0 , s=m+1, .....n , (4.2)
dt qu

o que implica que as coordenadas generalizadas que nao aparecem na la
grangeana sao as qs(s =m+ 1, ..., n). Estas coordenadas sao chamadas
¢iclicas ou ignoraveis, e as n-m equagoes de movimento correspondentes
podem ser integradas imediatamente para obter:

aL
aqs

= pg = const. , s=m+ 1, ..., n (4.3)
onde os impulsos conjugados generalizados ps(s =m+ 1, ..., n) sao in
tegrais do movimento do sistema, cujos valores sao determinados pelas
condicBes iniciais. Visto que todas as equagoes representadas pela Equa
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¢ao 4.3 sao funcoes lineares nas velocidades dk (k =1, 2, ..., n),pode
-se resolver o sistema para as velocidades ds (s=m+1, ..., n), em
termos das velocidades restantes di (i=1,2, ..., m) e das constantes
Ps (s =m+1, ..., n), e escrever:

és = ﬁS (qls QQ, LI ] qms dl: dz: ey dms pm+ls “vy Pn) » (4-4)
s=m+1, ..., n.

Estas n-m equagoes podem ser usadas para reduzir o grau de liberdade do
sistema de n para m.

No caso de funcoes do tipo f(x1, Xp), com X, = g(x1), ~de
fine~-se a quantidade conhecida como derivada semitotal em relagac a x;
como sendo:

Xy
#f__ of |, af

| (4.5
#x1 aX) dXo 9Xq ? ( )
onde af/axi (i =1, 2) representa a derivada parcial de f em relagao a
penas a X, (1= 1, 2). Se for construida a fungao f*(x;) = f(X1.9(x1)),
conclui-se que:

5T af*

Py ey
Generalizando-se para o caso em que L = L{q,, Q2. cees Qs
Grs Qoo «vos ﬁn) com ds = ds(ql, cevs G Qs oo QU)(S= AT, LLL,n),
tem-se: .

n ax
TR A P (.6

0 procedimento para efetuar a redugao do grau de 1iberdade
de um sistema € conhecido como eliminacao das coordenadas ciclicas, in
troduzido por Routh. De acordo com esse procedimento, define-se afuncio
routhiana de um sistema como sendc da forma:
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n . ‘
R=L- } p.9 (4.7)
sem+l S °
usando-se a Equagao 4.4 para eliminar as velocidades generalizadas ci
clicas d (s =m+ 1, ..., n) e fazendo-se com que a routhiana nao sega
fungao destas velocidades, obtem-se:

R =R (qlg qz, PP qm, (']1, qz, ey qm, pm+1, ey pn) . (4.8)

A routhiana pode ser usada como se fosse umafungac lagran
geana, para a obtengao das equagoes de movimento, em fungdo das coordena
das a5 (i=1,2, ..., m), ignorando-se, portanto, as coordenadas ci
clicas. Para mostrar isto, forma-se:

i 1o TR
6R = 6L - ép. q_ - p. 69 = — 8q.
s=mbl > 5 g=me1 o S 45 ¥ %
n n ' n
. oL ..
* —~6q - 1 g .- ] g, =
121 Bq s=m+l  ° S gl Bq s
m s
= { —8q, * ] T—eq, - Z G, ap (4.9)
i=1 Bq1 i=1 99, S=Mm+l
por um lado, e
m m n )
R= T BRG Z——ﬁq1 ] B, (4.10)
i=1 99, i=1 39, s=m+1 3P,

por outro lado. Nota-se que, para uma variagao completa, mesmo os impul
sos conservados sofreram variacao.

Comparando-se as Equacoes 4.9 e 4.70, conclui-se que:

il:_=___BR E-I:--‘—""a-l.i*;, 'i:]s 29 ceas M (4']])
bq; 90, 8q; oy
e ainda:
. _ 3R -
-4 =g s=m+13, ..., N0 . (4.12)
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Portanto, substituindo-se a Equacao 4.11 nas m equagoesda
das pela Equacao 4.1, as equagoes de movimento correspondentes tornam
-se:

—(—)-—=0, i=1,2, ..., m (4.13)
e formam um conjunto de equacgoes de movimento para um sistema comapenas

m graus de liberdade. Se uma solucao da Equagao 4.13 puder ser encontra
da, pode-se obter as coordendas ciclicas pela integracac daEquagao 4.12:

qs = - J EB—-dt s s=m+1, ..., n . (4-14)

Para encontrar a hamiltoniana H, parte-se da Equagao 3.9
e utilizando-se as Equacoes 4.3 e 4.6, obtém-se: "

n m n
oL - al . al. .
H = —— Q. - L= —q. X ——q. - L =
izl 3q; izl 34 1 g=my 84y °
m n 3. ‘ n
7L S 1 .
=y [&~ -1 p. — ] .+ } p.G.o-L - (4.15)
j=1 B4y gopey S G, Togemir
Utilizando-se as Equactes 4.7 e 4.11, & facil ver que
m
: : L S
H = H(qls -y qms qls e qm: Pm+1= [ ] Pn) - izl aqi qi R .
(4.16)
A Equagao 4.15 pode ser reescrita como:
m ) n ) mo3q,
N R W N C A Y i (4.17)

1 $Qi 1 S=m+1 i=1 aqi

Considerando-se que a lagrangeana & do tipo daEquacao 3.7,
isto &: '

-
1

T"V=T2+T1+T0"V, (4.]8)
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supondo-se que a energia cinetica T & dada pelas Equagoes 3.1, 3.2, 3.3
e 3.4, similarmente ao que foi feito naEquacao 3.8, e usando-se o teorema
de Fuler para funcoes homogeneas, tem-se que:

? ok
—§; = 2T, + Ty . (4.19)
j=1 99; 1
Substituindo-se na Equacao 4.17 as Equacoes 4.18 e 4.19,
obtem-se:
n . m ads _
H=T2+V“Tg+ E pS (Cls'- Z E_q'l) (4.20)
S=m1 i=p °Y4

4.3 - ANALISE DA ESTABILIDADE EMDOIS EIXOSPELQ METODO DIRETO DE LIAPUNQV

Sabe-se que quando a lagrangeana nao depende explicitamen
te do tempo, tem-se que H = 0, e portanto, se H for positivadefinida em
uma vizinhanca de um ponto de equilibrio, a hamiltoniana podera ser to
mada como uma funcao de Liapunov e o ponto de equilibrio correspondente

. sera estavel.

Seguindo-se o mesmo raciocinio Jja utilizado, pode-se es
crever:

H=Ty + U (4.21)

e como T, & positiva definida, o sistema serd estavel se U for positiva
definida. Os pontos de equilibrio s3o dados pela Equacao 3.27, isto eé:

al .
— i =0, i=1, ..., m 4.22
o (4.22)

Combinando-se as Equacoes 4.20 e 4.2]1, tem-se:

) P S (4.23)
U.—.V"To'l' p (ﬁ" ‘._q0) » 4.23
S=m+1 3 s 'i:] aqi L

onde ﬁs {s =mtl, ..., n) $30 fungoes de_éi (i =1, ..., m), obtidas a
partir da Equagao 4.3.



- 43 -

Definindo-se a matriz hessiana, avaliada no ponto de equi
1ibrio, como sendo da forma:

2
P s P (4.24)
8q. 9Q.
1 J
pode-se dizer que a fungdo U & positiva definida se [H ]E for positiva
definida. De acordo com o criterio de Sylvester, uma matriz e positiva
definida, se todos os determinantes de seus menores principais forem po

sitivos. Portanto, [# ] @ positiva definida se:

32y l . i, 3=7,2, ve.s 1
_av 0, » £ (4.25)
laqi BCI':l r=1,2, ....m .

A relagbes dadas pela Equagao 4.25 representam as condi
coes suficientes para a existencia da estabilidade do movimento em uma
vizinhanga do ponto de equilibrio E. Isto significa que a. fungao U pos
suj um ponto de minimo local em E.

4.4 - MODELO FISICC ESCOLHIDD

Devido ao fato do conjugado aerodinamico depehder forte
mente da geometria do satelite, um estudo mais realista requer que se
adote uma configuracao especifica.

0 modelo fisico adotado para representar osatélite propos
to no anteprojeto do mesmo, constante do estudo de viabilidade doprimei
ro satélite brasileiro, sera composto de cinco cilindros com eixos coin
cidentes, como € mostrado na Figura 4.1. 0 cilindro superior representa
a massa na ponta do mastro, o segundo cilindro representa o mastro, o
terceiro @ o corpo principal do satélite, o quarto representa o anel a
daptador ao Uitimo estagio, e o cilindro inferior representa a antena
de UHF. 0 centro de gravidade do satélite (CG) esta a uma distancia e
{braco do momento aerodinamico) do centro de pressao (CP). Os  valores
nas cotas estdo dados em milimetros.
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Fig. 4.1 - Modelo fisico escolhido.
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4.5 - CONJUGADO AERODINAMICO

Un satelite em orbita terrestre sentira os efeitos das for
cas aerodinamicas em altitudes de até varias centenas de quilometros, de
vido 3 atmosfera terrestre. Quando a forca aerodinamica resultante, com
posta pelo arrasto e pela sustentacao, nao passa através do centro de
gravidade, o satelite sera submetidc a um torque que irainfluenciar seu
movimento de atitude. E evidente que as forgas aerodinamicas dependemda
densidade atmosférica.

Para altitudes acima de 120 quildmetros, a trajetdoria me
dia iivre do movimento molecular na atmosfera rarefeita € grande em com
paragao as dimensdes tipicas do sat&lite, e o fluxo de regime & classi
ficado como fiuxo molecular livre (Schaaf and Chambre, 1958). Para cor
pos convexos, considerando-se que as condigoes de fluxo esuperficie sao
dados, a for¢a aerodinamica em um ponto de superficie do satelite & fun
gao apenas do angulo entre o fluxo de moléeculas incidentes e a  superfi
cie. Consequentemente, & possivel integrar a forga de superficie (aqual
existe em virtude da incidencia molecular e de sua subsequente reemis
s8o0) sobre a area frontal do sateélite, obtendo-se o arrasto, a sustenta’
¢ao e o momento no satelite em termos dos angulos de atitude. Neste tra
balho, o interesse estara restrito ao momento aerodinamico,sendo despre
zado o decaimento da orbita devido ao arrasto.

) -+ - -
Chamando-se, respectivamente, P e 1, a pressao normal e a
tensdo de cisalhamento em um elemento de area unitaria, o momento aero
-dinamico no corpo sera dada por:

- -
A:J?’x(m‘{)dﬂ\, (4.26)

- - ..~ - . - .
onde r e 0 vetor-posicao do elemento diferencial de area nosistema &nzg;
a integracdo sera efetuada sobre a superficie do sat@lite. Asexpressoes
-+ - . . ~
de P, T e ¥ em termos de suas componentes nesse sistema serao:
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+ - — -—
P = PE eE + Pn en + PC eg
—- . - -~
TS T e T R T e (4.27)
. - ~ ~
= +
r £ eE n en + eC

Substituindo-se estas expressoes na Equacac 4.26, tem-se
para o momento aerodinamico:

ﬁA = { J [ n(PC + TC) - (Pn + r;) ] dA } ég+-{J [ g(PE + TE) -
- €(P, +7,) ] dA} 5+ {j [e(P, +1,) =n(P, +x,)] dA} g, (4.28)

Como se esta interessado no caso de um satélite simétrico
em relagao ac eixo £, movendo-se na direcao do eixo n, as integrais cor
respondentes aos dois primeiros termos da Equacao 4.28 se anulam, e ©
conjugado aerodindmico terd a sua expressdo simplificada:

S ) .
Ny = {J [ s,(Pn + Tn) n(Pg + TE) ] da } e, - (4.29)
Ve-se, portanto, que o conjugade aerodinamico serd da for
ma:
e - .
NA = - NA e, > (4.30)

—>
o que mostra que NA atuara ne plano £n. 0 sinal negativo € utilizadopor

conveniencia de formalismo.

Considerando-se que a velocidade de rotagcao, segundo o ei
xo de arfagem do satelite, & desprezivel em relagdo a sua velocidade or
bital, a velocidade de incidéncia das particulas independe de 6, e 8,.
Neste caso, o conjugado NA depende dos angulos de orientacac o, e 0,, e
nac das velocidades angulares. Consequentemente, uma fun¢ao potencial po
de ser obtida, de forma que ela seja igual ao trabalho necessario para
mover o satelite da orientagdo de referéncia (6, = 8, = 0) para a orien
tacao dada por @, e @,. Para o sistema de coordenadas utilizado, pode-se
ver que o conjugado aerodinamico no satélite axi-simétrico dependeraape
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nas do angulo 8,, e nenhum trabalho sera realizado pelas forgas aerodi
namicas quando o satelite executar rotacbes segundo os outros eixos.Por
tanto, a funcao potencial devido as forcas aerodinamicas sera:

02
V, = - J N, de, (4.31)
0

Varias estimativas das forgas aerodinamicas em um pontoda
superficie do sat8lite existem (Schaaf and Chambre, 1958; Schaaf and
Tatbot, 1959; Schamberg, 1959; Evans, 1962), embora nao exista uma A con
cordancia universal com os métodos e constantes fisicas adotados. Utili
zando-se o metodo proposto por Schaaf and Chambre (1958),Meirovitch and
Wallace (1966) dao uma expresac aproximada para Ny, quando o satelite e
composto por cilindros com eixos coincidentes:

Ny =Cpach, cos? 8, ‘ - (4.32)

onde Cp & o coeficiente de arrasto para 6, = 0, A, € a area aparente do
satélite, a = 1/2 pvZ € a pressao aerodinamica (p @ a densidade atmosfe
rica, e v, a velocidade do satélite), e ¢ € a distancia ao longo doeixo
E entre o centro de gravidade e o centro de pressao, isto €, o centro
geometrico do satelite esta localizado no ponto & = ¢,

Os valores para o conjugade aerodinamico, em fungao ded,,
obtidos através do uso da expressao analitica, dada pela Equagao 4.32,
foram comparados com os valores obtidos por Carrara (1981), para o mode
1o real do satélite, que utilizou integracdo numérica. Amaior discrepan
cia entre os valores do conjugado aerodinamico & de 6% e ocorre em tor
no de 6, = 30°,

4.6 - EXPRESSOES DE ENERGIA

As componentes da velocidade angular do satélite, no sis

tema de eixos £nz, sao dadas por:
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Q sens, cos, + 6, sens, + Oj

w€~
w = 2 Seng, seng, - 8, Coso, (4.33)
w, = 0 C0S6) - 8,

onde o € a velocidade angular orbital e 6; € a velocidade angular de ro
tacao em relagao aoeixe desimetria dosatdlite (eixo £).Deve estar claro
'que 63 & uma coordenada ciclica (ou ignoravel) e, portanto, o grau deli
berdade do sistema pode ser reduzido para 2.

Lembrando~se que a energia cinética de rotacdo edada por:

1 2 2 2
1= E—(AwE + Bwn + Bmc) =To + Ty +Tg (4.34)
e que:
L _ ol
36 96

pois o potencial V so depende das coordenadas e nao das velocidades, po
~de-se utilizar a Equacao 4.3 para obter:

El;-= p = A(Q seng; cosf, + 8, seng, + 03) = const. (4.35)
‘ 393 ]

ou seja:
é3 = E-— n sene, cosé, - 6, send, (4.36)

e, consequentemente,

: 0
29 . - sene, ; 293 (4.37)
1

38 aéz

A parcela Ty da energia cinetica nao depende das velocida

des generalizadas e, portanto:

S
{
P
=[3

+ B2 senZa; sen?s, + Bo? cos?e,) . (4.38)
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Eliminando-se da Equagao 4.38 as parcelas constantes, tem

~se: |
Ty = --% o2 B sen?e; cos?e, . (4.39)

» Para construir a funcao U dada pela Equacao 4.23, deve-se
ter a expressao para a energia potencial:

+ Vo, (4.40)

onde VG’ que & a parcela relativa ao potencial gravitacional, pode ser
obtida atraves da Equacao 3.24, resultando:

Ve = -

ro e

q? (B-A) cos?e; cos?e, (4.41)

e VA’ que & a parcela relativa ao potencial aerodinamico, pode ser obti
da das Equacoes 4.31 e 4.32, resultando:

1
Vy = "3 Chaeh (6, + seng, cose,) (4.42)

Reescrevendo-se a Equagao 4.23 para o caso presente, tem
-se: '

,
. 86
U=V =-To+p (b3 - § —=

= §.) =V - Ty +p (65 + 6 sensy).
i=1 331 1

(4.43)

Utilizando-se a Equacao 4.36 e desprezando-se a parcela
constante, a Equacao 4.43 torna-se:

U= %<92 B sen?s, cos?e, - % 02 (B-A) cos?e, cosZe, -
—-% CD qe Aa (62 + sengy cosBy) - 9 p Send; COSO, ,

ou de outro modo:
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Q2 B cos?8, - % 92 (4B - 3A) cos?e, cos?e, -

M| —

Ch e A (6, +send, cosd,) -Q p send; cosh, . (4.44)

D

oy —

4.7 - POSICDES DE EQUILTBRIQ DINAMICO

As posicoes de equilibrio s3o dadas por:

W[ g, | .

FEO P ol M (4.45)
Calculando-se as derivadas parciais, tem-se:

Sg: = g2 (4B - 3A) sens; coss, cos?e, - QP cosél cosg, . (4.46)

Estabelecendo-se a hipotese de que o satelite n3o estara
longe da posigao desejada (o, = 8, = 0), tem-se portanto, que 8, #+ n/2

e 6, # #+ n/2. Em consequencia, na posicdo de equilibrio deve-se ter:
p=2 (4B - 34) seng, p cos8 ¢ (4.47)

A derivada parcial em relagao a 6,, fornece:
= = g2 (4b - 3A) cosZe; sens, cosB, - 92 B sens, cos6y +

+ 0 psens; send, - Cpqe A c0s%6, (4.48)
e, na posicio de equilibrio, levando-se em conta a Equagdo 4.47, tem-se:
02 (4B-3A)send,p cosOp - 2B send,p cosbyp - Chae A cos?o,p = 0

ou de outra forma:

302 (B - A) tgorp = Cpa e A, (4.49)
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Ve-se, portanto, que a posigao de equilibrio dada por e;f
e 8,5, sera tal que:
qu—:A
302 (B-A)

1

(4.50)

tg [ —5—

92F

arc sen [ P 1, (4.51)

§(4B-3A) cosBoE

O E

sendo que p depende das condigoes iniciais.

4.8 - CONDICOES PARA A ESTABILIDADE

Deve-se montar a matriz hessiana de U, dada pela Equagao
4.24. Calculando-se as derivadas de segunda ordem, tem-se:

a2

2 02(4B-3A) (cos?e; - sen?e;} cos?@, + © p sene; cosd, =
1

02(4B-3A) cos?e, cos?e, + 2 sen®, cosfp -

*

[ p - 2(4B-3A) sene; cose, | (4.52)

e, ha posicdo de equilibrio, tem-se:

2
U1 - 02(4B-3A) cos26yE cos265E - (4.53)
96

Vi

Tem-se também que:

32y 2 . -
280 50, = - 207(4B-3A} senp; cose; seneép cosf, + 0 p €O56; send, =

1 99,

- 02(4B-3A) sena; cose; Seng, COSH, + £ cos6; sendp -

[ p - (4B-3A) sene; cosB, | (4.54)

. e, no ponto de equilibrio:

32U

—_ = ~ 02(4B-3A) send,f COSO)[ Sendyf cOSeyf . (4.55)
38y 90,
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Finalmente,
82U
— " 02 (4B-3A} cos2e; (cos?e, - sen?e,) - 2B(cos2e, - sen2s,) +
385 '

+ 9 psens; cose, + 2 Cpge A sens, cose, = 302(B-A) -

i

- (cos?e, - senZe,) + 92(4B-3A) senZe, sen2e, + 0 send

- c0s8, [ p - 9(4B-3A) sene, cose, | +

+

2 CD q e A sene, cose (4.56)

e, no ponto de equilibrio:

2
E_g = 302(B-A) (cos28,F - sen2e,p) + 02(4B-3A) sen2ep -

382 |g
.+ senZg, + 2 Ch @ e A senezp cosesp - (4.57)

Dado que o critério de estabilidade advém de duas condi
coes que devem ser satisfeitas pela Equagao 4.25, tem-se: "

12 condigdo

R2(4B - 3A) cos2g;p cos?e,p > 0

(4B - 3A) > 0 (4.58)
3

B>=A
4

2- condicao
22(4B-3A) cos?eifp cos?e,p [ 392(B-A) (cosZe,p - sen2o,p) +
+ 02(4B-3A) sen®e,f sen®ep + 2 C; G ¢ A Senepp cosbyp | -

- Q%(4B-3A)2 sen?g;p cos?e,p seneyp cos2e,p > O
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ou simplificando,
02(4B-3A) cosZe,p cos26,p [ 392(B-A) (cos26,f - sen2o,p) +
+2Cyqe A sensyp coseyr ] > 0. (4.59)
Considerando-se que a primeira condigao deve ser satisfei
ta, o termo que aparece multiplicando o colchete deve ser positivo e,
portanto, a quantidade entre colchetes tambem devera ser positiva. Subs
tituindo-se a Equagao 4.49 na Equagao 4.59, obtém-se:
392(B-A) (2 cos?e,p - 1) + 62%(B-A) sene,p > 0
602(B-A) - 30%(B-A) > O
32(B-A) > O
ou seja:
B>A. (4.6D)
Fazendo-se a intersegdo entre as duas condigbes ~ encontra
das, Expressdes 4.58 e 4,60, conclui-se que o sistema serd localmentees
tavel segundo Liapunov, se o momento de inércia segundo o eixo radial

(6, = 8, = 0) for menor que os outros momentos de inércia, isto &, B >A.

Ve-se, portanto, que o conjugado aerodinamico influi napo
sigao de equilibrio do sateélite, porem ndo altera a sua estabilidade.






CAPTTULO 5

SIMULACRO DIGITAL DAS EQUAGDES DE MOVIMENTO

5.1 - EQUACOES DE MOVIMENTO

Construindo-se a fungdo routhiana dada pela Equagao 4.7,
obtem-se:

2
L

2A 2

B[ (asencysene, - 67 C0508,)2 + (@ cosep - 85)2]

+ §-92(8 - A) cos?e; cos?8, + 1 Cpa e Ay (82 + senoy COS5 05)
2 2

+ Qpsend; COS0, + By psens, (5.1)

Para a obtengao das equagoes de movimento, deve-se utili
zar a Equacao 4.13:

3R

20

= B, cosZa, - 2 Bseng, senZ2g, + psend, (5.2)

d. (-"}-Fi-) = Boy c0s28, -~ 2B, 6, Seno, cos o, - £ B§,cosn, sen2o,
2

dt Bél
- @B, senn; cos208, + ph,cosoy , {5.3)

e a primeira equagao Sera:

. - . pasy
By = 26,8, tgo, + 209, Sen 9y -
Bcos 8,
02 (4B - 3A) Qpcos 6
- sen2 g, + ———— (5.4)
2B Bcos g,

- B§ -
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Fazendo-se o mesmo para 8,, resulta:

35 = B&, - RBcos 8, (5.5)
089
g—(ﬂ?0= Bé, + 0B 8, sen g (5.6)
dt 380
R 0% Bsen? g, sen e, €058, - RB O, senv; cos2e,
38,
V. 392 2 -
~ B8] seno, cos 8y - = (B-A) cos?0; sen26; + p o) COS 0y
2
*+ Cpge A €052 6, ~ RpSene; senoy (5.7)

e a segunda equacdo de movimento sera:

6, = - 200, sene; cos? 6, 21 é% sen? g,
2

2 (4B - 3A) 81 €05 8 2
28 i 2

L&p

Chge A
+ B2 s2 8, - —~ Sene; send, (5.8)

B

Adotar-se-do os seguintes dados para o modelo fisico pro
posto na Secao 4.4, visando a simulagdo digital:

A = 10,135 kg . m2
B = 323,8 kg.m?
Cp = 2,42
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I
t

1,034 m2

e =1,20m ,

e considerando-se que ¢ satélite se encontra em uma oOrbita circular a
700 km de altura, tem-se ainda que:

g = 1,062 x 10-3 s-1

v = 7509 m,s"!

p = 3,6 x 107 kg.m™3

q=1/2p v2 =1,015 x 1076 kg .m™1 .52

Usando-se estes valores na Equagdo 4.53, obtém-se o va
lor do angulo 8, na posigao de equilibrio:

6, = 10*
ou seja, para um sateélite como o proposto, o arrasto aerodinamico e -
desprezivel quando comparado com outras perturbagGes. Porem, para or
bitas mais baixas, este valor cresce rapidamente. Por exemplo, conside
rando-se uma orbita a 600 km, o valor de 6, na posicao de equilibrio
estd proximo de 0,50, e uma orbita a 500 km de altitude, 6,p cresce pa
ra 30, como se vé na Figura 5.1,

A Figura 5.2, feita a partir de dados obtidos do  traba
Tho de Kondapalli (1981), mostra, para uma atividade solar media, o de
caimento da orbita em funcao do tempo. Note-se que alguns meses antes
da queda do sat@lite, este ja estara fora de operagao, visto que, a
400 km de altura, o angulo formado entre o eixo de simetria do sateli
te e a vertical local alcanga ¢ vaior de 159,
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Fig. 5.1 ~ Angulo de equilibrio 6,f em funcdo da altura do satelite.
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Fig. 6.2 - Tempo de vida do satelite (atividade solar media).
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Considerando-se p = 0 e, portanto, 8, = 0, a Equagao 4.36,
avaliada no ponto de squilibrio, tem a forma:

s = 2 - pseneg:
A
Substituindo-se p, dado pela Equagao 4.47, obtem-se:
63f = Qsenop [ 48 - 3R) | 1] = 10 (B2A) sene,p
A A

gue, utilizando-se as constantes adotadas, fornece:
85 = 1,255 sen e (rpm)

Esta relacdo esta represesntada graficamente na Figura 5.3.

S .
18° p
] L~
- //
12° 4 ///
i vd
60_ //
: g
] ~
0°
111T1-j111|lll1_1|*l'_l'1_'2
0 8 16 24 32 40, x 10

Bze

Fig. 5.3 - Angulo de rolamento na posigdo de equilibrio, em fungao da
velocidade angular em torno do eixo de simetria do satelite
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Pode-se ver claramente por este grafico a  importancia,
na precisdc de apontamento do satelite, de remover todo o movimento de
rotacao do mesmo. Isto significa que o impulso conjugado p deve ser pe
queno. Para gque o erro no apontamento do sateélite, devido a sua rota
¢30, nao seja major que 0,59, deve-se ter 83p < 0,01 rpm.

7

A Figura 5.4 mostra o comportamento do sistema durante &

horas (= 3 orbitas), com as condicOes iniciais dadas por 6, = 6, = 5°
e 8, = 8, = 0. Para esta simulacdo, tomou-se o valordep jgual a zero.
w
)
{m.—-
[
(D_
w
Z-
(T
. =
< ™ ]
i_._
Wi o -
— 3
O YT
_‘.J_.
N
(Dl
= ]
‘:f{‘o‘,, ~1
‘I'F]‘]‘I'I'I‘I'I'I‘IL‘IO
-60 -45 ~-30 -15 © iS 30 45 80 75 99 i05

ANGULO TETA 2 EM GRAUS

Fig. 5.4 - Simulacao do movimento de atitude do satelite (sistema sem
amortecimento).

Se uma linearizacao for feita nas equacoes de movimento,
Equacoes 5.4 e 5.8, e considerando-se p = 0, obtem-se:

by = - (438- A, (5.9)
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6, = - 302 (1-2 s, (5.10)
B
Integrando-se analiticamente, vem:
@1 = 9;5 cos [sz /B -3A ] (5.11)
B -
i A
6, = 8, COS ’ 8 /3(1 -—)t] (5.12)
- B .

onde os deslocamentos iniciais sao dados por 8,4 e 6s1.

Supondo-se que B >> A, as Equagdes 5.11 e 5.12 sao- apro
ximadas por:

9] = 8y{ cos2Qt
9, = 8,7 cos V3 Ot
Lembrando~se que o periodo orbital e dado por:
_2n
Torb - j; *

o periodo natural de oscilagao em rolamento sera dado por:

T =2 . lorb (5.13)
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e em arfagem por:

Torb /G?

LI (5.14)

/30 3

T

orb =

Ve-se da Equagdo 5.13 que o periodo natural de oscilagao
em rolamento € igual a metade do periodo orbital. Como varias per
turbagoes sao periodicas, e possuem periodo igual ao orbital, pode-se
prever a ocorréncia do fenomeno da ressonancia, uma vez que essas per
turbacdes sac sub-harmonicas do movimento de rolamento. Portanto, evi
dencia-se a necessidade de ter um dispositivo amortecedor para minimi
zar as oscilagoes.

Substituindo-se nas Equacoes 5.11 e 5.12 os valores da
dos, obtém-se:

It}

9] = 017 ¢cos 7,54 t (5.15)

8,4 cos 6,51 t , (5.16)

R

02
com o tempo t dado em horas. Pelas Equagoes 5.15 e 5.16, pode-se veri
ficar que o periodo aproximado do movimento de rolamento situa-se em

torno de 50 minutos e do movimento de arfagem, em torno de 58 minutos.

5.2 - CURVAS EQUIPOTENCIAIS; LIMITES DE LIBRACODES

Reescrevendo-se a Equagac 4.44 para p e p iguais a zero,

tem-se:

U=Lo2pcos2e, - L a2.(4B-3A) cos26, cos? o, (5.17)
2 2

Dado um valor de U constante, U = C, pode-se obter 0 1lu
gar geométrico de todos os pares, 6y, 65, que resultam em U = C. Para
consequir isto, basta atribuir valores para 8; na expressao:
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COS 6y = * 1 /// 2C :
Q B- (4B - 3A) cos? 6,

obtendo-se o valor de 8, correspondente. E facil ver que o grafico as

(5.18)

sim obtido sera sim@trico, tanto em relacao ao eixo e, como em relagao

ac eixo §,. Somente deverac ser considerados os valores de &,, tais que:

sos valores de U.
nivel da fungao potencial U.

A

e e
B- (4B - 3A) cos? g; !

As curvas dadas pela Figura 5.5 foram obtidas para diver

equilibrio {minimo de U).

EM GRAUS

ANGULO TETA 1

PR 1 i e e S A T L i

7% -60 45 -30 -5 O 15 kel 45 &0 75 a0

ANGULO TETA 2 EM GRAUS

Fig. 5.5 - Curvas equipotenciais.

Estas curvas sao interpretadas como sendo curvas de
0 ponto central corresponde a posicao de



- 54 -

Un moviments, cujas condigoes iniciais estejam sobre uma
determinada curva equipdtencia] U=¢C, comé,5 = 8,5 = 0, estara total
mente contido dentro da curva equipotencial considerada. As curvas de
nivel de U, portanto, fornecem os limites de libragfes do satBlite, pa
ra uma dada condicac inicial, com o movimento partindo do repouso. Sem.
pre que a trajetoria do movimento atinge a curva de nivel limitante,
tem-se que &, = &, = 0. A Figura 5.6 mostra o movimento de  condicdes
iniciais 8,7 = 085§ = 50 e 815 = ézi = 0, contido dentro da curva equi
potencial U = - 5,21 x 107" kg . m? . s~2, Lembrando-se que a constante
do movimento @ H = T, + U, se o sat@lite parte do repouso, 1isto &,
T = 0, e 0 eixo de simetria do satélite forma um dngulo © com a verti
cal Tocal de sorte-que U = Ho, entao para todo o movimento subsequente

tem-se que T, > 0 e portanto U ¢ H_. Isto explica o observado na Figu

o
ra 5.6.
&
1 ‘{URVA U= Ho( Ta= 0}
y PONTO INICIAL
5% 1 @i = B2i= 5°
1 éii = 62i= ©
0° -
5 ] TRAJETORIA, CONTATA A
1 ponTos me M CURVA DE NIVEL LIMITAN-
) TERNGS UCHo(T2>0) $01 = 6z=
N A SN IR L S A L R SN NN B SN A S S
-g° -4° o° a0 g° O

Fig. 5.6 - Determinacdo da curva limitante das libracdes para
017 = 827 = 59 & 61§ = 6,4 = 0,
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Para determinar o 1imite da regiao estavel, ou seja, o
maior valor de U para o qual o sistema ainda oscila em torno da  posi
cao de equilibrio considerada, basta aumentar o valor de U, a partir
do minimo em questao, até obter a ultima curva fechada possivel. A Fi
gura 5.7 mostra que, para o caso presente, a curva separatriz  ocorre
para U = 0, e portanto oyyay = 59°36' e eyupy = 90°.

0, - CURVA LIMITE
1 B1unx // (SEPARATRIZ)

40° - (’P

4 J ©2uax
— 'g/y/

-80° -40Q° o° 40° 80° 02

Fig. 5.7 - Determinacao dos limites da regido estavel,






CAPTITULO 6

AMORTECIMENTO E CONJUGADOS PERTURBADORES

6.1 - AMORTECIMENTO

Normalmente, as forcas amartecedoras sio tais que H < 0.
De acordo com a teoria de estabilidade de Liapunov, uma posicao de equi
librio que & estavel para forcas potenciais torna-se assintoticamente
estavel com a adicdo de forgas dissipativas. Se acaso ocorrer H=0 em
pentos diferentes da posicao de equilibrio, diz-se que o amortecimento

€ espalhado (“"pervasive damping").

Considere-se o caso de amortecimento por histerese magne
tica. As perdas por histerese magnética nas barras magnéticas ocorrem
devido aos ciclos contnucs de magnetizagdao e desmagnetizacao, induzi
dos pelas cscilagoes do satélite no campo hagnético. Como 0  fenomeno.
da histerese & independente da frequéncia, este amortecedor & particu
larmente desejavel em aplicagoes de estabilizacdo por gradieﬁte de gra
vidade, quando as frequencias de oscilacoes sdao inerentemente pequenas,

Tentativas feitas no passado para predizer o desempenho
de satelites, utilizando-se amortecedores por histerese magnética, in
variavelmente resultaram em uma simulacaoc por computador. 0 modo mais
preciso'e que gasta menos tempc de computagdo consiste em uma  simula
¢do hibrida, sendo que a parte analogica seria fornecida, atraves de
equipamentos que acoplam as barras magnéticas reais e o computador ana
1ogico, ao computador digital (Gluck and Wong, 1968).

Sabe-se que aumentando o volume das barras magnéticas re
sulta um decaimento mais rapido das libragGes iniciais, mas observa-se
uma maior perturbacao magnetica atuando no satelite, que torna maior o
picc do desvio da vertical local em regime. Deve-se, portanto, ajustar
a taxa inicial de decaimento desejada com a precisao da estabilizacao
final.

- 67 -
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Na especificagao de projeto do sistema amortecedor @ da
do o tempo requedido para o satelite entrar em opera¢do nominal, o qual
vincula o transiente do sistema. Este tempo, dependendo da missao, po
de variar de algumas horas a algumas dezenas de dias. Em contraste, na
especificacao de projeto para o sistema em regime & dada a precisdo do
alinhamento do sistema com a vertical local.

Segundo Fischell (1961), o método de amortecimento  por
histerese magnetica e mais efetivo para amortecer libragdes normais ao
plano da orbita. No entanto, esse efeito & minimizado devido & indugao
de movimento de arfagem (no plano da orbita) pelo movimento de rolamen
to.

Uma continuagao natural deste trabalho seria o dimensio
nariento de um dispositivo amortecedor.

6.2 - CONJUGADOS PERTURBADORES

A seguir, sao descritas brevemente as influenciasdos con
jugados perturbadores mais importantes que atuam no satelite.

6.2.1 - RADIACAD SOLAR

De acordo com Wiggins (1964), a altitude considerada de
700 quilometros, 0 momento devido a pressao de radiagdo e da ordem de
grandeza do momento produzido pelo arrasto aerodinamico, podendo, por
tanto, ser tambem desprezado.

6.2.2 - EXCENTRICIDADE DA ORBITA

Uma pequena excentricidade na orbita induz um movimento
oscilatorio de arfagem, de acordo com a Equacao 3.61. 0 angulo de ar
fagem maximo, 6;MAx, que e induzido pela pequena excentricidade e, @
dado por:
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0aMAX = 2¢ (radianos) (6.1)

3 828y
C

Se B=C>>A, entdo a Equacao 6.1 toma a forma aproximada:
BoMAY = @ (radianos) (6.2)

0,5°.

1

Como ilustracao, e = 0,01 fornece s,may

6.2.3 - CAMPO MAGNETICO

Os conjugados perturbadores magneticos resultam da inte
racio entre o campo magnético residual do satélite e o campo geomagné
tico. As principais fontes destes conjugados sao as correntes de fuga,
a histerese magnética e o momento magnético do sat@lite. Estas pertur
bacdes sao as de mais dificil modelamento. Conhecendo-se 0s parametros
magnéticos do satélite, um procedimento aproximade para calcular o con
jugado perturbador devido ao campo magnetico € descrito por Wertz
(1978). '

6.2.4 - FLEXIBILIDADE

A perturbacdo na atitude do satélite devido a sua flexi
bilidade depende fortemente da geometria do satélite e dos materiais
que o compoe. Pode-se desprezar a influéncia da flexibilidade do sate

- Tite, se a menor frequéncia natural de oscilagdo das componentes flexi
veis for, pelo menos, uma ordem de magnitude maior que as frequéhcias
das libragoes do corpp rigido, que, para os valores considerados no Ca
pitulo 5, sao da ordem de 2 x 1073 rad/s.

A menor frequéncia natural de oscilacao das componentes
flexiveis do sistema & dada, aproximadamente, por:
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.
n

/ JEI (rad/s), (6.3)
(M+0,243 p2)2®

onde E & o modulo de Young do material estrutural do mastro; I o momen
to de inércia de area de uma secdo transversal do mastro; o  produto
EI, conhecido como "rigidez a flexao"; M a massa na ponta do mastro;
o, a densidade de massa do mastro por unidade de comprimento; e 2, o
comprimento do mastro.

Substituindo-se na Equacdao 6.3 os valores tipicos, M=5 kg,
2=9,7m, p=0,0219 kg/m e EI=4,2 N.m2, obtém-se f = 5,2x 1072 rad/s.
Neste caso, portanto, para efeito de controle de atitude, ou mais espe
cificamente estabilizacdo de atitude, o satelite podera ser aproximado
pelo corpo rigido, desprezando-se o efeito da flexibilidade. Deve fi
car ciaro, contude, que deve ser considerada a influencia da flexibili
dade para efeito de determinacao e predicac de atitude.

Um trabalho recente sobre o éssunto, para uma configura
cao do sateélite semelhante a que foi adotada nesta dissertacao, foi rea
Tizado por Lourencgao (1881).

6.2.5 - CURVAMENTO TERMICO DO MASTRO

: A amplitude da Tibragao solar induzida pelo  curvamento
termico do mastro € uma fungdo das posigOes relativas da orbita e do
Sol. Esta perturbacdo @ muito mais efetiva segundo o eixo de rolamento,
para orbitas nao-equatoriais. Ovalor maximo da amplitude do movimento
~de rolamento e fungao do angulo formado pela linha Terra-Sol e pela 1i
'nha dos nodos, da quantidade da drbita que estd na sombra; e da incli
nacdo da orbita. Se esta perturbacao ndo for 'Tevada em consideragdo no
projeto, desvios da ordem de 10° da vertical local serio possiveis de
ocorrer, como foi mostrado por Pisacane et alii (1967) em um trabalho
referente ao satelite GEOS-A (Explorer XXIX), para uma orbita nominal
de 59° de inclinacdo. Para esta inclinacio especifica, o angulo de ro
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lamento miximo, que & 8,5° para o mastro de 17 metros inicialmente pro
jetado, ocorre quande o anguio entre a linha Terra-Sol e a linha dos
modos & de 65° ¢ o perigey esta na sombra. Estudos posteriores revela
ram que um mastro de 13 metros de comprimento fazia com que o  anguio
de rolamento ndo passasse de 5°, na pior configuracdo das posicoes re
lativas da orbita e do Sol. Um mastro menor n3o melhoraria o desempe
nho do sistema, pois a perturbacac no movimento de arfagem devido & ex
centricidade comecaria a predominar,

6.2.6 - EFEITO DA NAQ-ESFERICIDADE DA TERRA

No caso de um satélite axi-simétrico, a Equacao 2.28 for
nece N, = 0, visto que B = C. Baseando-se no trabalho de Beletskii

(1966), pode-se considerar que os conjugados N, e Nz’ respectivamente,

y

em relacao ao eixo de rolamento e ac eixo de arfagem, sac compostos de

duas parcelas: a primeira, denotada por Noy {ou NOZ), corresponde a

parcela devido a um campo central newtoniano (Terra esferica), e a se
ou N

) py (H pz*° e .

clui o termo J, da expansao em esféricos harmonicos do geoide. Desse

gunda, denotada por N ), refere-se a perturbagao quando se in

modo, tem-se:

- 6.4
Ny Noy ¥ pr ( )

Ny = Mgy (5.5)

As ekpressaes para Noy e N _ s3o obtidas a partir das

Fquacoes 1.3 & 2.28.

0L

Noy = (B~ A) i?}- Sen 9; cos By €OS 8 (6.6)
Nos = (B -A) Su_ cosz\el sen 8, COS B3 (6.7)

R3



NPY

sz

onde R, & 0 raio equatorial da Terra (R,
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0s conjugados perturbadores N_ e sz tem a forma:

py
RZ
(B-A) X [8,111 x 1073 —& (7 sen? i sen? 3 -1)
R3 R2
R2
sen g, c€0S 6; €OS 6, + 1,622 x 1072 sen i sen A —f%
R

2
(sensy By -cos 8] COS B, Bs) + 3,244 x 1073 Re B1 B3] (6.8)
2

2

R
(B-A) X [8,111 x 1073 -5 (7 sen? i sen? A -1)
R3 R?
R2
. cos?8; senb, cos @, + 1,622 x 1072 sen i sen A-{%
R
. (cose; seng, B; + cos8; COS B, Ez)
R?_
+ 3,240 x 10-3—§~ By B 1, (6.9)
R

ne

6378,14 km); i & a inclina

gdo da orbita; » a latitude do satBlite; e B;, B, e By sdo definidos

como :

B1

H

- sen g, cos A sen i + sen 8; c0S 8, cos i

+ cos 9; cos 6, Sen X sen i (6.10)
€os B €OS A Sen 1 + sen 8; sen 9, cos i

+ CcoS 8; Sen 6, sen i sen i (6.11}

€os §; €OS 1 =~ Sen @; sen A sen i (6.12)
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Para uma orbita de inclinagao i = 250, e usando-se 0s da
dos do Capitulo 5, os conjugados perturbadores~pr e sz sa0  menores
que 2% dos valores de NOy e Noz‘ Una simulagdo mais completa, que vise
a determinagdo e a predicac de atitude do satelite, devera incluir es

ta perturbacao.

6.2,7 - EFEITO DAS LIBRACUES DO SATELITE EM SEU MOVIMENTO OQRBITAL

Pode-se obter, a partir da Equagao 2.15, a fungao poten
cial, considerando-se a Terra esferica:

UM HMo

Ve m —— (2] X+ 2271 ¥ + hlf}--j-(A+B+Q
R R2 2R3
3 2 2
+ 5&5 (Ae], + B2y, + C23,) , (6.13)

onde u = Gm;, m; € a massa da Terra, m, & a massa do satélite, e X, vy,
Z sao as coordenadas do centro de massa do satélite. 0 termo -um»/R na
Equacdo 6.13 representa o potencial gravitacional newtoniano para o €3
s0 em que se considera que toda a massa do corpo esta concentrada  em
um s0 ponto (centro de gravidade). 0s outros termos na Equacdo 6.13
aparecem devido ao fato do satélite possuir dimensoes geométricas fini
tas.

A Equacgao 6.13 pode estudar o movimento de um corpo rTgl
do sob trés pontos de vista diferentes:

1) Problema classico do movimento de um corpo massivo, quando a
fungdo potencial. @ obtida a partir da Equacao 6.13, fazendo-se
formalmente A=B=C=0. Este estudo refere-se aoc movimento de
um corpo em relagao a um ponto fixo {origem do sistema xyz).

2) Estudo do movimento do satelite em relagdo ao seu centro de
massa, quando se toma X =y =Z = 0 e supde-se que o centro de
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massa do satelite descreve uma orbita kepleriana. Esta foi a
aproximagao utilizada nos capitulos anteriores.

3) Estudo do movimento do satelite em relagao ao seu centro de mas
sa, acoplado ac movimento proprio do centro de massa, que rela
ciona a rotagao e a translacao do satélite, resulta uma orbita
nao-kepleriana. Tambem nesse caso X =y = Z = 0, Sabendo-se que
o momento de inércia I (representando A, B ou C) e dado por
I= mzRé, uma vez que o raio de giragao R; & da ordem de uma di
mensao tipica do satelite e, portanto, RG << R, os termos ndo
-newtonianos da Equacao 6.13 serdao da ordem de grandeza de
(RG/R)Z. Estes termos provocam um efeito desprezivel na orbita
do satélite. Un estudo mais profundo neste assunto foi  desen
volvido por Moran (1961), para o caso de um satelite com a for
ma de um halteres,

6.3 - CONSIDERAGCOES FINAIS

Um aumento no comprimento do mastro, o que acarretara
uma inercia maior do satélite em dois eixos, faz com que as  perturba
coes induzidas pelo campo geomagnético, que s3o muito importantes 'na
altura considerada, tornem-se menos significativas, assim como a ampli’
tude do termo forcante, no movimento de arfagem, devido a excentricida
de da orbita. Por outro lado, as perturbagoes decorrentes da  pressao
de radiacao solar, do curvamento térmico do mastro, da flexibilidade e
do arrasto atmosferico, crescerao com um aumento no comprimento do mas
tro. Portanto, fica evidenciado que deve existir um comprimento otimo
para o mastro, que minimize a amplitude do movimento do sistema em re
gime.

E aconselhavel utilizar um mastro com aproximadamente
dois metros a mais que o tamanho de projeto, pois se a orbita nominal
nao for alcancada, fica claro que o cdmprimento do mastro naoc tera o
seu valor otimizado. Nesse caso, se o satélite fosse colocado em uma
orbita mais alta, haveria ainda a disposicao a possibilidade de esti
car ainda mais o mastro, na tentativa de obter um tamanho otimo.
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Se uma manobra de inversao for requerida, o tempo total
para executar esta tarefa & maior que o tempo que o satelite ficara vi
sivel para uma estacao de controle. Entretanto, esta manobra pode ser
realizada em um arco da orbita coberto por duas estacbes de controle,
cujas visibilidades se interceptem ligeiramente. Devera ser feita uma
analise detalhada deste problema, visando a maximizacao da probabilida
de de sucesso da citada manobra.
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