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ABSTRACT

Numerical errors and instability of the equations can
lead to erroneous results in Kalman filtering. In this report the
conventional filter, stabilized filter, upper triangular square root
filter and UD factorization filter are analysed in terms of numerical
stability and processing time costs. FORTRAN routines and preliminary
conclusions about each algorithm are also presented.
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1 - INTRODUCAO

0 constante avango cientifico consagrou a tecnica de esti
macao de estado via filtro de Kalman. Sendo, porem, uma solucac de apli
cacao essencialmente numerica, o filtro pode levar a resultados erro
neos, pois erros inerentes a maquina (computador) estao sempre presentes
e levam, por vezes, o usuario a interpretacao falsa dos resultados obti
dos.

Neste relatorio faz-se uma apresentacao preliminar de qua
tro algoritmos do filtro de Kalman, classificados entre os mais utiliza
dos atualmente. Descreve-se o filtro convencional de Kalman na forma
apresentada por Kalman (1960), o filtro estabilizado de Kalman, ou for
ma de Joseph (Bucy and Joseph, 1968), o filtro de raiz quadrada (Bellan
toni and Dodge, 1967; Andrews, 1968), e o algoritmo de fatorizacao UD
(Bierman, 1977). Apresentam-se as listagens dos algoritmos em 1inguagem
FORTRAN padrao, conforme a sequencia do trabalho. Origens e ou detalhes
particulares dos algoritmos sao deixados em segundo plano por se preten
der apenas uma descrigao e utilizacao de tais algoritmos.

Apresenta-se, tambem, uma analise comparativa preliminar
dos algoritmos, tendo em vista os aspectos numericos de estabilidade e

consumo de tempo de processamento.

2 - FILTRO CONVENCIONAL DE KALMAN

0 filtro de Kalman (1960) e um algoritmo recursivo que per
mite a obtencao de estimativas do estado e da matriz de covariancia dos
erros no estado, de forma sequencial. A recursividade se expressa em
duas etapas, nas quais se leva em conta primeiramente a dinamica do sis
tema, e, em seguida, o processamento das medidas. As duas etapas que com
poem um ciclo completo de estimacaoc saoc denominadas:

1) Propagacao ("time update") do estado e da matriz de covariancia
dos erros no estado.
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2) Atualizacao (“"measurement update") do estado e da matriz de co
variancia dos erros no estado.

Assim, seja o sistema dinamico completo modelado por:
Xer = P,k Xk * Tk koo (1)
2 = He X+ vy (2)
onde :

Xy e o vetor do estado no instante k de dimensao n,
ke .k € a matriz nxn de transicao do estado no intervalo k a k+1,
9

Ty € uma matriz nxr continua,

W € um vetor de dimensao r do ruido no estado,
zy e o vetor de medidas de dimensao m,
Hk e a matriz mxn das observacoes, e
Vi € o vetor de dimensao m do erro nas medidas.
As estatisticas dos ruidos sao representadas por:
- . T =
Efw, 1 = 05 E[w, w1 =0Qp 8, » (3)
- . Tq =
E[vk] =0 ; E[vk vz] = Rk 6kz . (4)

As equagoes abaixo definem um ciclo de propagacao e atua
1izagao correspondentes ao filtro convencional de Kalman:

. Propagacao

- do estado: X, = Pan k Xk > (5)



o ) T T
- da covariancia: Fk+l = ¢k+1,k Pk ¢k+1,k + Ty Qk Ty * (6)

. Ganho de Kalman

Kier = Prar Paer P Pkon ke ™ Skan!

. Atualizacao

+ K H

- do estado: X, =X kot Zipy - ka1 Xipy) (8)

kK+1

(9)

- da covariancia: Pk+1 = Fk+l - K

ke Mo Pk -

E pratica comum processar as medidas sequencialmente,
j.e., uma de cada vez, para a atualizacao do estado e da  covariancia,
Equacoes 7, 8 e 9. Bierman (1977) mostra que o processamento sequencial
nao tira a generalidade do procedimento. Na verdade, para poder ser uti
lizado o processamento sequencial, admite-se que os ruidos de medida
sao nao-correlacionados entre si ou, em outras palavras, a matriz de co
variahcia correspondente, R, , e diagonal. Porem tal fato nao e restri
tivo, pois podem-se "branquear" as medidas, tornando Rk+1 diagonal. Admi
tir-se-a ao longo do trabalho a utilizagao do processamento sequencial
para a fase de atualizacao.

A Figura 1 mostra o algoritmo convencional de Kalman para
processar uma medida escalar, na forma de sub-rotina FORTRAN.
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SUBRUJTINE KALSTO(NPsNIR,RKsHpX2P»K)

ENTRADAS ¢ NPoosPRIMEIRD INDICE DA MATRIZ P NU PRUGR.
dekodokok Rk PRINCIPAL

N oseNUMERDO DE ELEMENTOS DO ESTADO

R «esRESIDUD DA NBSERVACAD

RKeeseos VARIANCIA DD RUIDO DA OBSERVACAQ

H easVETIR DAS PARCIAIS DA OBScRVACAD

X +eeVETIR DE ESTADO A PRIORI

P veeMATR1Z DE COVARIANCIA DO tRRU A PRIORI

SALDAS & X eos VETOR DE ESTADO ATUALIZAODO
*hh KW P ees COVARIANCIA ATUALIZADA ,
K eee VETOR REAL REPRESENTA O GAWHO UE KALMAN

NDBSELRVACOES ¢ = ATUALIZACOES DE x E P VIA EQUACDES DO
SIEFTEE L FILTRO CONVENCIONAL DE KALMAN
- £STADO cOM ND MAXIMO 10 ELEMENTOSSCASO
CONTRARIO AUMENTAR A DIMENSAOD DO
VETOR LOCAL AUXILIAR Vv ATE N

HELIO»DIVe DE DINAMICA DRBITAL,INPE,07=81
REAL H(N).P(NP:N)»x(N)nK(N);V(10)
SIGMA = R

vil) = 0.
DU 5 J=1l,N
5 VEI) = v(1) + P(I»J) * Hi)
= SIGMA + 4(1) * Vv(I)

CALCULOU=SE vV = p*HT E SIGMA = H*P=HT + RK
SIGMA = 1,/SIGMA

00 29 I=1,N

K(l) VII) » SIGMA

X(1L) XC1) + K(I) » R

DO 20 J=1sN

PCIsyd) = PLI»Jd) = K¢I) = VvI(J)

20 P(Jsl) = P(I»J)

CALCULDU=SE "P" PELD FILTRO CONVENCIONAL DB KALMAN

RZTURN
END

Fig. 1 - Rotina para processamento de uma medida escalar

usando-se o algoritmo convencional de Kaliman.



3 - COMENTARIOS E DISCUSSOES

Os varios algoritmos alternativos surgem em decorrencia do
filtro convencional de Kalman ser simples, poréem nao livre de erros quan
do se utiliza um computador digital para realizar os calculos. Na verda
de, a fonte de erros reside na forma algebrica da equacdo de atualiza
cdo da covariancia, Equacdo 9. Tal equacao & mal condicionada e os valo
res absolutos dos elementos da matriz de covariancia tendem, gradual
mente,a se tornar em pequenos. A Equacao 9, por sua estrutura algebrica,
nao garante simetria e alguns elementos da diagonal da covariancia po
dem se tornar negativos. A covariancia, entdo, perde a caracteristica se
midefinida positiva. Assim, o a1gor1tmo convencional de atualizacao e
sensivel aos erros de arredondamento/truncamento computacionais e a pre
cisdo numerica se degrada, de forma que os resultados deixam de ser sig
nificativos. A quest3ao e: como utilizar vantajosamente a simplicidade e
a versatilidade do filtro de Kalman sem ser vitimado por imprecisao e
instabilidade numerica? Algumas alternativas imediatas podem ser propos
tas:

- utilizar dupla precisao, se esta for disponivel na maquina;

- utilizar metodo da forca bruta, eliminando o foco de instabilida
de; ou seja, impondo simetria e diagonais positivas na matriz
de covariancia dos erros;

- utilizar tecnicas de estabilizacao (para melhor condicionamento
numerico), tal como o filtro de raiz quadrada, que fornece estabi
lidade e precisao numerica praticamente equivalente ao filtro
convencional com dupla precisao.

A consequencia natural da imprecisao e instabilidade ca
racteriza-se pelo fendmeno da divergencia, no qual as estatisticas calcu
ladas se tornam incoerentes com a estimativa real (Fitzgerald, 1971).
Basicamente, as causas da divergencia sao:

1) Estatisticas a priori incorretas e parametros mal ou nao-modela
dos.
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2) Presenca de nao-linearidades (para problemas nao-lineares).

3) Erros devidos a efeitos de truncamento e ou arrendondamento com
putacionais.

0 efeito dos erros numericos geralmente se manifesta pelo

aparecimento de matrizes de covariancia dos erros que nao retém a nao-

negatividade. Portanto, uma analise do ponto de vista numérico sugere

que, em principio, os metodos devem melhorar a precisao e manter a nao-

negatividade e simetria das covariancias calculadas. Algumas maneiras

usualmente utilizadas para contornar tal efeito sao:

a) Calcular so a parte triangular superior (ou inferior) da cova
riancia e entao forcar a simetria, o que tambem reduz o montante
de calculo.

b) Calcular a matriz de covariancia completa e forcar a simetria,
tomando-se a media dos elementos correspondentes fora da  diago
nal.

c) Testar e impor os elementos da diagonal da covariancia, se nega
tivos.

d) Substituir o filtro convencional pelo filtro estabilizado, na
forma apresentada por Joseph (Bucy and Joseph, 1968), que e mais
preciso numericamente. Isto implica substituir a equacao de atua
1izacao da covariancia, Equacao 9, por:

T

Kk+1

: : T

k+1 k+1 k+1 k+1 Rk+1

A justificativa e devida ao fato de que um pequeno erro no cal
culo do ganho nao se propaga na Equacao 10. Considerando-se er
ros de 12 ordem no ganho tem-se 8Py .= -6Kk+1 Hk+1.§k+1’ quando
se utiliza a Equacao 9. Agora, considerando-se a Equacao 10 tem-
-se 6Pk+1= 0. A Figura 2 mostra a Tistagem da rotina FORTRAN cor
respondente ao filtro estabilizado de Kalman. Naturalmente, 0

montante de calculos se eleva.
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e) Usar ruidos e covariancia dos ruidos maiores, que podem ser im
plementados de varios modos:

- Pode-se limitar os elementos diagonais, com os limites infe
riores escolhidos conforme a confianca do usuario na estimati
va, € uma maneira de adicionar ruido indiretamente.

- Pode-se sobrepesar as medidas mais recentes (Jazwinski, 1970).

- Pode-se adicionar um nivel de ruido no estado para eliminar a
divergencia. Esses ruidos sao normalmente escolhidos por algum
criterio a ser definido pelo usuario.

Na verdade, todas estas alternativas sao de alguma forma
artificiais, com excecao do item d, quando vistas sob o aspecto numéni
co. Entretanto, este trabalho ater-se-a somente a exposicao da qualida
de numérica dos algoritmos,sem propor solucoes como as descritas nos
itens a, b, ¢, e.
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SUBRUOUTINE KALSTHC(NP,NsR)RKsHaX2PsK)

ENTRADAS ¢ NP.esPRIEIRO INDICE DA MATRIZ P NO PRUGR.
S EXE X X2 PRI«“CIPAL

SATUAS 3

Neoss NUMERD DE ELEMENT(OS DO ESTADD

R «esRESIDUO DA NBSERVACAD

RKess VARTANCTIA D0 RUIDU DA OBSERVACAQD

H weeVETIR DAS PARCIAIS DA OBSERVACAQ

X eesVETIR DE ESTADD A PRIORI

P weeMATRIZ DE COVARIANCIA DU cRRO A PRIORI

sees VETOX DE ESTADD ATUALIZADOD

X
*hok kR P wee COVARTIANCIA ATUALIZADA
K

ees VETOR REAL REPRESENTA O GANHO DE KALMAN

OBSLRVACDES ¢ = ATUALIZACOES DE x E P VIA EQUACOES DO
eRkEN RN RA kR FILTRO £STARILIZADUO DE XALMAN

= ESTADO ¢OM NO MAXIMQ 10 ELEMENTOS;CASO
CONTRARIO»AUMENTAR A DIMENSAD DO
VETOR LOCAL AUXILIAR v PARA N

HELIO»DIve DFE DINAMICA pRBITALSINPE,Q7=81

1c

20

30

40

REAL HON)sP(NPINIsXINIsK(N)SV(10)

SIGMA = Ry
DU 10 I=1,nN

V(I) = Qo

DU 5 u=1,N

VEID) = v(l) + PUIsJd) * H{U)
SIGMA = SIGMA + H({I) » v(I)

CALCULOU=SE Vv = p*HT E SIGMA = H*P=HT + RK

SIaMA = 1 ,/SIGMA
wo 20 I=1,n
K1) = V(I) » STaMA
XCI) = X(C1) + K(I) *» R
DU 206 J=T.nN
PCIsy) = P(Ird) = K(ID) = V(U
P(Jsl) = p(lsd)
00 30 I=1,nN
v(ly = 0.
VEL) = V(T) + P(1sJd) * H(J)
VD 40 usl,N
DO 49 I=1,J4
S 2 05 % ( 26#P(I0g) = VCId#K(g) = VIJI*K(I) )
PCTI2U) = 8§ ¢« RK » K(I) » K(J)
PCdsl) = pCIsu)d
RETURN
enD

Fig. 2 - Rotina para processamento de uma medida escalar,
usando-se o algoritmo estabilizado de Kalman.
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3.1 - COMENTARIOS SOBRE 0S METODOS DE FATORIZACAO

0s metodos de fatorizacao sao essencialmente baseados na
fatorizacao da matriz de covariancia dos erros. Tais metodos, que envol
vem matrizes de raiz quadrada, tem propriedades numericas muito superio
res aos metodos normais. Potter introduziu a fatorizacao de raiz quadra
da (P= sST
zar a raiz quadrada S para uma medida escalar, sem necessidade de apare

,onde S e a matriz raiz quadrada de P), o que permite atuali

cer a matriz de covariancia explicitamente. 0 uso de raiz quadrada pre
serva simetria e a estabilidade numerica, isto foi comprovado quando uti
lizado intensivamente na missao Apolo.

Kaminski (1971) em sua tese afirma, por meio de exausti
vos testes, que os algoritmos de raiz quadrada podem usar meia palavra
(de comprimento em computador) para chegar aos resultados dos filtros
convencionais (sem raiz quadrada).

Posteriormente, Agee and Turner (Bierman, 1977) propuseram
a fatorizacao UD (P = UDUT, onde U e a matriz triangular superior unita
ria e D a matriz diagonal), que @ uma mecanizacao bastante estavel de
decomposicao da covariancia. Bierman and Thornton (1977) fizeram estu
dos comparativos sobre os varios filtros em relacao aos de raiz quadra
da, com particular enfase para as qualidades do algoritmo UD.

0 fato e que com o advento dos metodos de fatorizacao, ra
pidamente assimilados e aceitos, eles ganharam importancia e estao sen
do extensivamente empregados em varias areas, tais como navegagao iner
cial, determinacdo de trajetoria, Orbita e atitude, etc.

4 - FUNDAMENTOS PRELIMINARES

A fatorizacao da matriz de covariancia e feita via decom
posicao de Cholesky, obtendo-se matrizes triangﬁ]ares superiores ou in
feriores. Os algoritmos de decomposicao e respectivos programas FORTRAN
sao descritos sumariamente.
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4.1 - DECOMPOSICAQ DE CHOLESKY

Se P = SST com S matriz quadrada, entdo S e uma raiz qua
drada de P. Deve-se lembrar que S nao e unica, pois se a matriz Ae or
togonal, i.e., AT -1 , entao SA tambem e uma raiz quadrada de P. 0 al

goritmo para decomposicao triangular inferior e dado abaixo.

Se P > 0, entao existe uma fatorizacao triangular  infe

T

rior P = LL', onde L e uma matriz triangular inferior, e a decomposicao

com elementos diagonais positivos e dado pelo algoritmo abaixo.

Para j = 1,....,n-1

L(3.3) = P(3.5)"

L(kaJ) P(kaJ)/L(JaJ) s k = J + 1a-~-an

1
e finalmente L(n,n) = P(n,n)/2 .

E interessante notar que a decomposicao envolve n raizes
quadradas escalares, que aparecem na diagonal e dividem as colunas. Tal
fato sugere fatorar L e escrever P ='fDET, com L triangular inferior uni
taria (diagonal unitaria) e D diagonal.

Se P > 0, entdo existe P = LDL'

elementos dl,...,dn, dados pelo algoritmo abaixo.

, com D matriz diagonal de

Para j = 1,...,n-1 ,

dJ = P(J,J) a—L_(JaJ) =1,
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P(i,k) = P(i,k) - L(i,3) P(k,J)

L(k,j) P(k,j)/dj s, k=3+1,...,n.

e finalmente d_ = P(n,n). Portanto, o algoritmo de decomposicao P =
- TOC" ndo exige raiz quadrada escalar para seu calculo, o que implica
menor gasto de tempo computacional. Para a decomposicao triangular supe
rior; i.e., P = UUT ou P = UDUT, onde U e triangular superior unitaria,
o algoritmo e semelhante. As Figuras 3 e 4 mostram as rotinas  FORTRAN
que fazem a decomposicao P = UUT e P= UDUK respectivamente. As Figuras
5 e 6 mostram as rotinas FORTRAN que fazem a montagem P = UUT el>=UDUT,

respectivamente. As rotinas sao auto-explicativas quanto a utilizacao.
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SUBROUTINE CHLSKIUNDsN»Psu)

PECUMPOSICAD DE CHOLESKY ¢ P = U

ENTRADAS ¢ ND e«os PRIMEIRO INDICE

N ees ELEMENTOS DE TRABALHO DAS MATRIZES P E U

U'

DAS MATRIZES P E U

P ees MATRIZ SIMETRICA NXN

SATUA ¢ U see MATRIZ NXN TRIANGULAR SUPERILOR

HELIO = DIVISAD DE JINAMICA ORBITAL = 09/10/81

10

DIMENSIUN PC(NDsN)sUCNDsN)

J N+l

J J=1

UJdd = SART(P(usJd))
Utdedd = JUyd

ALFA = 10/UJJ

DU 5 Kz=l,g=1

BLTA = ALFA « P(KsJ)
U(K»J) = BFETA

DU 5 I=1sK

PCI»K) 2 P(15K) = BETA*U(TI»J)
IF(JeGES3) GO TO 10
UCisl) = SQRT(P(L1-1))
RETURN

EiND

Fig. 3 - Decomposicao de Cholesky P = UU",

T
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SUBROUTINE CHLSK2(NDsN»P»y»D)
DFCOMPOSICAD LIVRE DE CHOLESKY P=y=Dey'

ENTRADAS ¢ ND see¢ PRIMEIRO INDICE DAS MATRIZES U E P )
N oas ELEMENTOS DE TRABALHU DAS MATRIZES U E P
P wee MATRIZ NXN SIMETRICA

SAIDA % U ees MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR NXN
D ees VETIR #X1 REPRESENTANDD A MATRIZ D WNXN
DIAGONAL

HELIG = DIVISAQ DE DINAMICA (ORBITAL = 09/10/81
DIMENSTION PUNDsNY+UCNDsNIH»D(N)

J N o+ 1
10 J J =1
DJd = P(dsd)
DCJ) 0J
ALFA 1e/nJ
DU 5 zls Jmy
BLTA P(Ks J)
UCK»J) = ALFA * BETA
Ul 5 =1,k
5 P(lsK) = P(IsK) = BETAxU(I»J)
IF(UeuE«3) G0 TO 10
DC1) = P(1,1)
RETURN
END

H X nHu

Fig. 4 - Decomposic¢ao livre de Cholesky P = UDUT.
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SUBROUTINE CHLSK3I(NDsNsUspP)

COMPOSICAD P =  » y!

ENMTRADAS ¢ NU +es PRIMEIRD INDICE JAS MATRIZES U E P

N  eoe ELEMENTOS DE TRABALHUO UAS MATRIZES y E P
U see MATRIZ NXN TRIANGULAR SUFERIUR

SAIDA ¢ P ees MATRIZ NXN SIMETRICA

HELIU = DIVISAQ DE DINAMICA QRBITAL = 09/10/81

10

DIMENSION UCNDsN)YsPINDsN)

DG 5 I=1)N

DO 5 Jd=lsnN

SUMA = 0,

DG 10 K=JsN

SOMA = SOMA + UCI»K) « UCJsrK)
P(I»J) = SnMa

PCJrI) = SoMA

RETURN

END

Fig. 5 - Montagem de P = UUT.
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SUBROUTINE CHLSK4INDs»NsUsD2P)
COMPUOSICAD P = 4y D U’
EMTRADAS ¢ ND +s0 PRIMEIRO INDICE 0AS MATRIZES U E P
C +eo ELEMENTOS DE TRABALHO DAS MATRIZES U E P
U ess MATRIZ NXN TRIANGULAR SUPERIOR
D see VETOR NX1 REPRESENTANDO UMA MATRIZ D NXN
DIAGONAL

SAIDA ¢ P ess MATRIZ NXN SIMETRICA
HELIU = DIVISAD OE DINAMICA ORSBITAL = 09710/81
DIMENSIUN U(NDsHNIsPINDsN)»DIN)

DN = D(N)

DU 5 Izl,n=t
u(i»Il) = 1,
DU 10 Jy=lsn=i

UM W[y ) 1 1)

DU 195 K=J+1,N

15 SUMA = SOMA + U(IsKIWNYCJsKI*D(K)
P(I»J) = SOMA

10 P(Jr1) = SOMA
Cin = UClsN) * DN

PC(I»N) = CIN
S P(N#I) = CIN

P(NsN) = DN

RETURN

END

Fig. 6 - Montagem de P = UDUT.
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5 - FATORIZAGAO DE RAIZ QUADRADA TRIANGULAR SUPERIOR

0 primeiro método que utilizou a fatorizacao de raiz qua
drada foi proposto por Potter. Potter mecanizou o procedimento de manei
ra a atualizar a raiz quadrada, sem a necessidade da covariancia apare
cer explicitamente. 0 maior inconveniente, apesar das suas propriedades
numéricas, € a elevada quantidade de calculos em relacao ao filtro con
vencional, devido ao fato da raiz quadrada S ser uma matriz cheia. Atual
mente, prefere-se utilizar uma raiz quadrada triangular superior, que,
como consequencia, diminui o tempo de processamento e a memoria de ma
quina requerida, e mantém as qualidades numericas. Carlison (1973) foi
quem primeiro propos que S fosse uma matriz triangular superior; poste
riormente,Bierman (1977) melhorou o algoritmo (em termos computacionais)
que se descreve em seguida.

Dados x e P a priori, z = Hx + v medida escalar e E[v?] =
=r, comP - 33T e P = SST a covariancia atualizada devido a medida z,
obtem-se S triangular superior atualizada e o ganho de Kalman K por:

F=S H, f = (farne.aif),
n -1
g =T N KI = (§11f1:0:....:0)

a5 =05y + fz,

B = (aj_l/aj)]’/z > vy = F3/(8505)

Si3 = Si3 B

Sij = 543 Bj -5 Kj(i) , 1 =1,...,j-1T para j =1,
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e, finalmente, K = K /o € 0 ganho de Kalman. Obtém-se a estimativa

n+1
atualizada pela relacao X = X + K(z - Hx). A Figura 7 mostra a rotina

FORTRAN do algoritmo de raiz quadrada triangular superior.
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SUBROUTINE SRTUPINDSNIRESSRsIHsX2S5,8)

ENTRADAS ¢t NDoeePRIMEIRD INDICE DA MATRIZ 5 NU PRUG
KERKKANK PRINCIPAL

Neoo s NUMERO DE ELEMENTOS DO ESTADO

RES.«RESINUD DA ORBSERVACAQ

Reess VARIANCIA DO RUIDO NA OBSERVACAQ

Heesoo VETOR DE PARCIAIS DA QOBSERVACAU

Xeeas VETOR DE ESTADD A PRIQRI

SeeseRAIZ QUADRADA TRIANG, SUPe DA MATRIZ DE

COVs A PRIURI

SAIDAS ¢ XeeeoVETUR DE ESTADO ATUALIZADOU
T SeseeRAIZ QUADRADA TRIANG. SuPe DA MATRIZ DE
COve ATUALIZADA
Beso VETOR AUXILIAR DE DIMENSAO NsuANHO DE
KALMAN PONDERADD

HELIULUIV. DE DINAMICA ORBITALsINPE»Q7=81

DIMENSION SCND»N)2sXIN)»HIN)»BIN)
J = N+l
10 J = J=1
SIGMA = 0.
DU 5 K=l,J
% SIGMA = SIgMA + S(Ks,J)yxH(K)

T

IF(JeGEe2) GO To 10

ALFA R & H(1)#»2
B8(1) SC1,1) = H(1)
5¢1s1) = 5(¢151) * SQRTC(R/ALFA)

Hon

DG 20 J=2sN

BCJ)Y = S5CJ,,y) *» ALY

GAMA = ALFa

ALFA = ALFA + H(JIw%2
BETA = SQRT(GAMA/ZALFA)
GAMA = H(J)y /7 (ALFA*BETA)

SCJsJd) = S(JsJ) » BETA
D0 20 n=1,y-1
ESSE = S(KsJ)
S(RsJ) = FSSE*BETA = GAMA*XB(K)
20 B(K) = p(K) + H(JI®ESSE
RES = RES /7 ALFA
DU 30 J=1l»N
30 XCJ) = Xx(J) + B(J)«RES
RETURN
END

Fig. 7 - Rotina para processamento de medida escalar, usando-se 0
algoritmo de raiz quadrada triangular superior.
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6 - FATORIZACAO UD

A essencia desta tecnica consiste na fatorizacaodamatriz
de covariancia P, de forma que:

T b Y .
P=UDU , P?2 =UD? =U d1ag{/3f,...,/3;},

onde U € a matriz triangular superior unitaria (diagonal unitaria) e D,

a diagonal de elementos dl,...,dn.

0s comentarios seguintes caracterizam o algoritmo UD:

1 -
E um algoritmo do tipo raiz quadrada, pois UD? e uma raiz qua

drada da covariancia.

Tem caracteristicas de precisao dos algoritmos de raiz quadrada.

Nao envolve calculo de raiz quadrada escalar.

Qualifica-se para o uso, em tempo real, que envolva minioumicro
computadores de capacidade limitada de operacoes.

E quase tao eficiente, em rapidez e quantidade de calculos, quan
too (instavel) filtro de Kalman convencional.

Em particular, em relacao ao algoritmo de Potter, a fatori
zagao UD:

- Diminui a quantidade de calculos computacionais.

- Requer menos memoria de computador, pois U e uma matriz triangu
lar, com D podendo ser armazenado na sua diagonal, enquanto no

algoritmo de Potter, P = SST com S matriz cheia.

- Evita o consumo de tempo no calculo de raiz quadrada(pois nao ha
este calculo).
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0 algoritmo para processamento de uma medida € fornecido
em seguida:

Dado X e P a priori, z = Hx + v medida escalar e E[v?] =
=r ,comP = Trﬁfﬂ.e P = UDUT a covariancia atualizada devido a medida
z, obtem-se U triangular superior unitarioe D diagonal atualizados, e o
ganho de Kalman K por:

F=TH, f = (fi..of ),
V = Df ou Vi = a}fi 3 i=1, SNy
n-1
dy = dir/ag comay = r 4 Vafy ;3 Kb = (V1:05.00.0) .
Para j = 2,...,n,
OLJ- = aj_l + ijj R
dj = HJ. aj_l/aj,
Uj = Uj 2 Kj com Ay = -fj/aj_l,
Kj+1 = Kj + Vj Uj .
onde U = [Ulz...{Un] e U= [Ui:....:U T, 0 ganho e dado por K = Knpa/

/an e a estimativa atualizada por X = X + K(z - HX). A Figura 8 mostra
uma rotina FORTRAN para o processamento de uma medida escalar atraves
do algoritmo UD.
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SUBROUTINE UDUTUP(NDsNsRES»ReHsXsUsL»B)

EMTRADAS & ND.o.sPRIMEIRD INDICE DA MATRIZ U NU PROG.

22228 2 81

SALDAS
ERRT ok

PRINCIPAL

| O
Neowo NUMERD DE ELEMENTOS DO EQ*AB&
RES«.RESINUD DA DOBSERVACAD

foynVARTNGIA D0 RUT00 08 UDVRTYAGAQ

Heoeeo VETOR DAS PARCIAIS DA UBSERVACAQ
XessoVETOR DE ESTADO A PRIQRI

Useos FATOR U DA MATRIZ DE CcUVe A PRIDRI
DesssFATO® D DA MATRIZ DE COVe A PRIQRI

Xeeoe VETUR DE ESTADD ATUALIZADOU
JeeeFATGR U DA MATRIZ DE CUvV.e ATUALIZADA
DeeoFATGR D DA MATRIZ DE COve ATUALIZADA

SeeeMATRIZ AUXILIAR DIMENSAQ N»GANHO DE XALMAN

PONDERADD

HELIO»DIVe DE DINAMICA DORBITAL»INPE,07=81

10

20

30

DIMENSIUN YONDINI2DCNY» XCNDIsHIN)»B(N)
J = N+]1

Jd = J=1

Hy = H(J)

uld 5 K=1s j=1

HJd = HJ + U(KsJY*H(K)
H(J) = HJ
BCJy) = DCJyerd
IF(JewEe3) g0 To 10
BC1) = OC1l)y=H(1)

ALFA = R + 3(1)=H(1)

GAMA = le/ALFA

DC1) = R « GAMA = D(1)

Du 20 J=2»n

BeTA = ALFA

ALFA = ALFA + R(JI*H(Y)
ALBDA = = H(J) * GAMA
GAMA = l./ALFA

DCJU) = BETA » GAMA » p(J)

g 20 1=1,4=1

GETA = U(T,4)

U(i»rJd) = BETA + 5(I)%xALBDA
BOI) = s(l) + B(J) = BETA
RS = RES » GAMA
DU 30 J=1l»n
XCJ) = X(J)y + B(J)I*RES
RETURN
EnD

Fig. 8 - Rotina para processamento de medida
escalar, usando-se o algoritmo UD.
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7 - ANALISE DA EFICIENCIA DOS ALGORITMOS PARA ATUALIZACAO DA COVARIANCIA

A Tabela 1 mostra o numero de operacoes requerido, por ca

da algoritmo, para atualizar a covariancia

e a estimativa

(Bierman,

1977). A variavel n representa a dimensao do estado,e m representa

quantidade de medidas a serem processadas.

TABELA 1

NOMERO DE OPERAGOES PARA ATUALIZACAO DA COVARIANCIA E ESTADO

. .~ no .~ no raiz
algoritmo n? adicoes multiplicacdes nQ divisoes quadrada
convencional | (1,5n%+3,5n)m | (1,5n%+4,5n)m m -
UD 0,5n%-0,5n+ n®-n+ m
(1,5n%+1,5n)m | (1,5n%+5,5n)m -
raiz quad. 0,5n%+0,5n+ 0,5n%+0,5n+ onm -
triang. sup. | (1,5n%+3,5n)m (2n%45n)m
estabilizado | (4,5n%+5,5n)m (4n%+7,5n)m m -

siva. Assim, propoe-se um criterio que consiste em comparar 0S

A primeira vista, & dificil uma analise preliminar concly

de calculo de cada operacdo algébrica em relacdo a operacao mais

ples, ou seja, a de adicao. Os seguintes valores foram retirados dos ma

nuais referentes ao computador BURROUGHS 6700:

T, = 6,3 useg ,
Ty = 7,0 useg ,
T, = 9,65 useg ,
T E 114,3 useg ,

onde T, representa o tempo gasto para realizar a operacao. Portanto:

tempos
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T =11 ,
+ +
TX=],]]T+,
T, =1,53 1 ,
- +
T = 18,14 T,

Em consequencia obtem-se a Tabela 2, que compara os tempos gastos por
cada algoritmo, ponderados em relacao a T, © relativos ao algoritmo con
vencional.
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A analise da Tabela 2 mostra que:

- Quando n > «, aumenta a vantagem do algoritmo UD em relagao aos
outros algoritmos alternativos.

- Quando m = 1, o algoritmo UD consome ~40% a mais de tempo de cal
culo em relacao ao filtro padrao; os outros dois algoritmos(raiz
quadrada e estabilizado) consomem muito mais.

- Quando m > 4, a fracao em m no algoritmo UD torna-se pequena e
sua desvantagem em relacao ao convencional e de ~10%.

- Na maioria das situacoes o tempo gasto, segundo o criterio adota
do, segue a seguinte hierarquia crescente: convencional, UD, raiz

quadrada triangular superior e estabilizado.

8 - PROPAGACAO DA COVARIANCIA

Em vista dos fatos expostos, visualizam-se novas maneiras
de implementar a fase de propagacao do filtro de Kalman, Equacoes 5e 6.
Anteriormente, deu-se enfoque especial a atualizacao da covariancia, vis
to que esta atualizacao representa o local de provavel falha numérica
do filtro. Com a utilizacao de metodos de raiz quadrada, a fase de pro
pagacao deve ser revista para incorporar essa nova formulacdo.

A propagacao via raiz quadrada triangular superior  pode
ser feita de duas formas:

19) Aplicacao direta da Equacao 6 de propagacao da covariancia. Pa
ra tanto, sao necessarias a composicao e a decomposicdo da ma
triz P. Assim, dada a matriz de raiz quadrada atualizada S:

T - .-~ . .
- calcula-se P = SS', que corresponde a covarianciaatualizada;
- aplica-se a equacao normal de propagacao, i.e.,

P = gpg + QU
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- aplica-se a decomposi¢ao de Cholesky para P, i.e., S e tal
que

P-3%

e,entdo,S sera a raiz quadrada propagada.

20) Aplica¢ao da transformacao de Householder. Dado W =4S, e A =

= (rQrT)l/2 , OU seja, rQrT - AAT:
- constroi-se [ W : A 1] ;
nxn  nxn

- assim P = [W:A] [W:A]T € a covariancia propagada;
- por meio da transformacao de Householder acha-se a matriz B
ortogonal de modo que P = [W:A] B ([W:A] B)T, que satisfaz

[S:0] = [W:AlB com S triangular superior. Entao, S sera a
raiz quadrada propagada (Kaminski, 1971).

Carlson (1973) propoe expliorar as formas particulares da
matriz de transicao (se houver) péra diminuir o montante de calculos.
Porem, como nao se consegue uma formulacao geral, a regra aplicada obe
dece a um dos dois esquemas anteriormente propostos.

Para o algoritmo UD, ha tambem duas formas equivalentes:

10) Aplicacao direta da propagacao da covariancia (Equacdo 6). Da
das as matrizes fatores U e D atualizadas:

T - i .
- calcula-se P = UDU", que e a covariancia atualizada;
- aplica-se a equacao de propagacao, i.e.,

P =¢P¢T + FQFT ;
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- aplica-se a decomposicao livre de Cholesky para obter os fa
tores propagados U e D,tal que P = UﬁUT.

20) Aplicacao da ortogonalizacao ponderada de Gram-Schmidt. Dado U
e D fatores atualizados e Q matriz de ruido rxr,

- * - . .
- constroi-se W=(4U:T)eD que e a matriz diagonal com elemen
nxn - nxr

tos de D e Q, i.e., D* = diag(D,Q);
- assim, P = wD*wT corresponde a covariancia propagada;

- aplica-se a ortogonalizacgao ponderada de Gram-Schmidt
(Thornton and Bierman, 1977) a WD*W para obter UeD:tal que,

UDTU' = wo*n'.

0s fatores U e D assim obtidos correspondem a propagacao da
covariancia.

Um outro tipo de abordagem consiste em integrar diretamen
te a equacao de Riccati, sem ser necessaria a obtencao explicita da ma
triz de covariancia, quando o sistema for continuo. A equacdao de Riccati
e dada por:

B -FP' + PF' +GQG' ,
onde o sistema dinamico € representado por
X = FX + Gw;
ECw(t)1 = 0 5 ECw(t)w' ()1 = Q(t) & (t-1) .
No caso do algoritmo de raiz quadrada triangular superior,
Tapley and Choe(1976) propoem integrar a equacao de Riccati em termos de

S. Para o algoritmo UD Tapleyand Peters(1980) propoem a integracdo em
termos de U e D.
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De qualquer forma, o aparecimento dos varios algoritmos
para propagacdo da covariancia em termos da raiz quadrada nao permite
uma conclusdo adequada sobre a melhor politica a ser adotada. Entretan
to, atualmente, a ortogonalizacao de Gram-Schmidt para propagacao da co
variancia (Thornton and Bierman, 1977) tende a ser a tecnica mais utili
zada, nao so por facilidade de implementacao como tambem por sua preci
s3o numerica. Alem disso, nao estando restrita a sistemas discretos,ela
pode ser tambem aplicada a sistemas de dinamica continua.

9 - COMENTARIOS E CONCLUSOES

Os algoritmos de raiz quadrada e fatorizacao UD mostram-se
bastante superiores numericamente em relacao ao filtro de Kalman conven
cional e a forma de Joseph, embora um poucb mais lentos que o convencio
nal, conforme a analise efetuada. Em particular, o filtro UD mostra-se
facilmente aplicavel a situacoes onde seja preferivel trabalhar princi
palmente com as quatro operacoes fundamentais (adicao, subtracao, multi
plicacao, divisao), devido 3s restricoes de tempo de processamentoou a
jnexistencia de operadores aritmeéticos mais complexos (raiz quadrada,
logaritmos, exponenciais etc) na maquina utilizada. A analise prelimi
nar dos métodos de propagacao da covariancia em termos de tais algorit
mos nao permite uma escolha conclusiva; acredita-se que ela deva ser
especificada para cada problema em estudo. Todavia, deve-se lembrar que
todas as técnicas pressupoem um ruido no estado que,de alguma forma, ja
e conhecido ou determinado a priori. Num filtro adaptativo como o de
Jazwinski (1970), onde o ruido no estado e determinado "on-line", o es
quema de propagagao por raiz quadrada falha, e outra abordagem deve ser
empregada. Assim,'pode ser preferivel aplicar a decomposicao de Cholesky
para, entao, atualizar a covariancia, pois deste modo nao se perde a ge
neralidade do procedimento e propaga-se a matriz de covariancia pelos
metodos usuais.

Finalmente, convem lembrar que as medidas sao processadas
sequencialmente,uma de cada vez,0 que evita instabilidades geradas pela
inversdo matricial, requerida por outros metodos.
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