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ABSTRACT 

Numerical errors and instability of the equations can 
lead to erroneous results in Kalman filtering. In this report the 
conventional filter, stabilized filter, upper triangular square root 
filter and UD fàctorization filter are analysed in terms of numerical 
stability and processing time costs. FORTRAN routines and preliminary 
conclusions about each algorithm are also presented. 
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1 - INTRODUÇÃO 

O constante avanço cientifico consagrou a técnica de esti 

mação de estado via filtro de Kalman. Sendo, porém, uma solução de apli 

cação essencialmente numérica, o filtro pode levar a resultados errõ 

neos, pois erros inerentes ã maquina (computador) estão sempre presentes 

e levam, por vezes, o usuário a interpretação falsa dos resultados obti 

dos. 

Neste relatório faz-se uma apresentação preliminar de qua 

tro algoritmos do filtro de Kalman, classificados entre os mais utiliza 

dos atualmente. Descreve-se o filtro convencional de Kalman na forma 

apresentada por Kalman (1960), o filtro estabilizado de Kalman, ou for 

ma de Joseph (Bucy and Joseph, 1968), o filtro de raiz quadrada (Bellan 

toni and Dodge, 1967; Andrews, 1968), e o algoritmo de fatorização UD 

(Bierman, 1977). Apresentam-se as listagens dos algoritmos em linguagem 

FORTRAN padrão, conforme a sequência do trabalho. Origens e ou detalhes 

particulares dos algoritmos são deixados em segundo plano por se preten 

der apenas uma descrição e utilização de tais algoritmos. 

Apresenta-se, também, uma analise comparativa preliminar 

dos algoritmos, tendo em vista os aspectos numéricos de estabilidade e 

consumo de tempo de processamento. 

2 - FILTRO CONVENCIONAL DE KALMAN  

O filtro de Kalman (1960) é um algoritmo recursivo que per 

mite a obtenção de estimativas do estado e da matriz de covariancia dos 

erros no estado, de forma sequencial. A recursividade se expressa em 

duas etapas, nas quais se leva em conta primeiramente a dinâmica do sis 

tema, e, em seguida, o processamento das medidas. As duas etapas que com 

põem um ciclo completo de estimação são denominadas: 

1) Propagação  ("time update") do estado e da matriz de covariancia 
dos erros no estado. 
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2) Atualização ("measurement update") do estado e da matriz de co 

variância dos erros no estado. 

Assim, seja o sistema dinâmico completo modelado por: 

xk+1 = 41(+1,k x k 	rk wk ' 	
(1) 

z k  = H k  x k  + v k  , 	 (2) 

onde: 

xk 
é o vetor do estado no instante k de dimensão n, 

é  
(+1,k 	

a matriz nxn de transição do estado no intervalo k a k+i, 41  
r
k 
é uma matriz nxr contínua, 

w
k 
é um vetor de dimensão r do ruído no estado, 

z
k 

é o vetor de medidas de dimensão m, 

H
k 
é a matriz mxn das observações, e 

v
k 
é o vetor de dimensão m do erro nas medidas. 

As estatísticas dos ruídos são representadas por: 

E[wk] = O ; E[wk  W1] = Q k  151(2, 	 (3) 

E[v k] = O ; E[v k ,rQ ] = Rk 	 (4) . 

As equações abaixo definem um ciclo de propagação e atua 

lização correspondentes ao filtro convencional de Kalman: 

. Propagação  

- do estado: 3-c-k.4.1  = 6 
k+1 ,k 5"(k 	 (5) 
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- da covariãncia: -15 	= + r k k  Q rT . 	(6) k+1 	k+i,k Pk (1) 1(+1,k 	k 

• Ganho de Kalman  

Kk+1 =P k+i H k+1N+1 r k+1 n k+1 	r'k+1 ]  • 

. Atualização  

- do estado: 	= 	+ K(z 	- H 	) 	 (8) 
k+i k+1 k+i 	k+1 	 k+i k+1 

- da covariãncia: P 	="k+1 -K 	HTY 	 (9) k+1 	 k+1 1(.4-1 k+1 • 

E prãtica comum processar 	as medidas sequencialmente, 
i.é., uma de cada vez, para a atualização do estado e da covariãncia, 

Equações 7, 8 e 9. Bierman (1977) mostra que o processamento sequencial 

não tira a generalidade do procedimento. Na verdade, para poder ser uti 

lizado o processamento sequencial, admite-se que os ruidos de medida 
são não-correlacionados entre si ou, em outras palavras, a matriz de co 

variãncia correspondente, R k+i , é diagonal. Porém tal fato não é restri 
tivo, pois podem-se "branquear" as medidas, tornando Rk+i  diagonal. Admi 
tir-se-ã ao longo do trabalho a utilização do processamento sequencial 
para a fase de atualização. 

A Figura 1 mostra o algoritmo convencional de Kalman para 

processar uma medida escalar, na forma de sub-rotina FORTRAN. 
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SUbRUjTINE KALSTO(NP,NPR,RK,H,X , P,K) 

ENTRADAS : NP...PRIMEIRO INDICE DA MATRIZ P NU PRUGR. 
******** 	PRINCIPAL 

N •44NUM=A0 DE ELEMENTOS DO ESTADO 
R ...RESIDUO DA OBSERVACAO 
RK...VARIANCIA DO RUIDO DA ObSERVACAO 
H ...VErJR DAS PARCIAIS DA 08SERVACAO 
X •..VErJR DE ESTADO A PRIORI 
P ...MATRIZ DE COVARIANCIA DO ERRO A PRIORI 

SAIDAS : X a,. VETOR DE ESTADO ATUALIZADO 
****** 	P e.. COVARIANCIA ATUALIZADA 

K •.. VETOR REAL REPRESENTA O GANHO DE KALMAN 

OBSERVACDES : • ATUALIZACOES DE X E P VIA EQUACOES DO 
*********** 	FILTRO CONVENCIONAL DE KALMAN 

" ESTADO COM NO MAXIMO 10 ELEMENTOSJCASO 
CONTRARIO AUMENTAR A DIMENSAO DO 
VETOR LOCAL AUXILIAR V ATE N 

HELIOPOIV. DE DINAMICA ORbITALPINPE,07•d1 

REAL H(N),P(NP,N),X(N),K(N)PV(10) 

IMA = RK 
C 

uo 10 I=1.N 
V(1) = O. 
DíJ 5 j=looN 

5 	V(I) = V(I) 	P(I,J) * H(J) 
1 0 	SI°MA = SIGMA 4. .1(I) * V(I) 

C 
C 
	

CALCULOU - SE v = P*HT E SIGMA = H*P*HT 	RK 
C 

SIGMA = lb/SIGMA 
C 

Ú0 20 11,N 
K(I) = V(I) * SIGMA 
X(I) = X(I) 	K(I) * R 
DO 2D J=IoN 
P(I , j) = P(I.J) • K(I) * V(J) 

20 	P(J0I) =  
C 
C 
	

CALCULOU"SE "P" PELO FILTRO CONVENCIONAL DE KALMAN 
c 

RETURN 
END 

Fig. 1 - Rotina para processamento de uma medida escalar 

usando-se o algoritmo convencional de Kalman. 

c 
C 
c 
c 
c 
c 

c 
C 
c 
c 
c 
c 
C 
c 
c 
c 
C 
C 
C 
c 
c 

C 
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3 - COMENTÁRIOS E DISCUSSÕES 

Os vários algoritmos alternativos surgem em decorrência do 

filtro convencional de Kalman ser simples, porém não livre de erros quan 

do se utiliza um computador digital para realizar os cálculos. Na verda 

de, a fonte de erros reside na forma algébrica da equação de atualiza 

ção da covariãncia, Equação 9. Tal equação é mal condicionada e os valo 

res absolutos dos elementos da matriz de covariância tendem, gradual 

mente,a se tornar em pequenos. A Equação 9, por sua estrutura algébrica, 

não garante simetria e alguns elementos da diagonal da covariância po 

dem se tornar negativos. A covariãncia, então, perde a caracteristicase 

midefinida positiva. Assim, o algoritmo convencional de atualização é 

sensível aos erros de arredondamento/truncamento computacionais e a pre 

cisão numérica se degrada, de forma que os resultados deixam de ser si 

nificativos. A questão é: como utilizar vantajosamente a simplicidade e 

a versatilidade do filtro de Kalman sem ser vitimado por imprecisão e 

instabilidade numérica? Algumas alternativas imediatas podem ser propos 

tas: 

- utilizar dupla precisão, se esta for disponivel na maquina; 

- utilizar método da força bruta, eliminando o foco de instabilida 

de; ou seja, impondo simetria e diagonais positivas na 	matriz 

de covariáncia dos erros; 

- utilizar técnicas de estabilização (para melhor condicionamento 

numérico), tal como o filtro de raiz quadrada, que fornece estabi 

lidade e precisão numérica praticamente equivalente ao 	filtro 

convencional com dupla precisão. 

A consequência natural da imprecisão e instabilidade 	ca 

racteriza-se pelo fenõmeno da divergência, no qual as estatísticas calcu 

ladas se tornam incoerentes com a estimativa real (Fitzgerald, 1971). 

Basicamente, as causas da divergência são: 

1) Estatísticas a priori incorretas e parâmetros mal ou não-modela 

dos. 
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2) Presença de não-linearidades (para problemas não-lineares). 

3) Erros devidos a efeitos de truncamento e ou arrendondamento com 

putacionais. 

O efeito dos erros numéricos geralmente se manifesta pelo 

aparecimento de matrizes de covariãncia dos erros que não retêm a não-

negatividade. Portanto, uma anise do ponto de vista numérico sugere 

que, em principio, os métodos devem melhorar a precisão e manter a não-

negatividade e simetria das covariãncias calculadas. Algumas maneiras 

usualmente utilizadas para contornar tal efeito são: 

a) Calcular s a parte triangular superior (ou inferior) da 	cova 

riãncia e então forçar a simetria, o que também reduz o montante 

de cãlculo. 

b) Calcular a matriz de covariãncia completa e forçar a 	simetria, 

tomando-se a média dos elementos correspondentes fora da 	diago 

nal. 

c) Testar e impor os elementos da diagonal da covariãncia, se nega 

ti vos. 

d) Substituir o filtro convencional pelo filtro estabilizado, 	na 

forma apresentada por Joseph (Bucy and Joseph, 1968), que é mais 

preciso numericamente. Isto implica substituir a equação de atua 

lização da covariãncia, Equação 9, por: 

P
k+1

. (I - K
k+1 Hk+1 

) 	(I - K k+1  H 	)
T  + K 	 T 

k+1 	 k+1 	k+1 
R  
-k+1 

, 
'1(41 	(10) 

A justificativa é devida ao fato de que um pequeno erro no al 

culo do ganho não se propaga na Equação 10. Considerando-se er 

ros de 1 ordem no ganho tem-se (SP I(+1  -(1<k+1  Hk+1  P.,(+1 , quando 

se utiliza a Equação 9. Agora, considerando-se a Equação 10 tem-

-se SP O. A Figura 2 mostra a listagem da rotina FORTRAN cor k+1 
respondente ao filtro estabilizado de Kalman. Naturalmente, 	o 

montante de cãlculos se eleva. 
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e) Usar ruidos e covariãncia dos ruidos maiores, que podem ser im 

plementados de vários modos: 

- Pode-se limitar os elementos diagonais, com os limites 	infe 

riores escolhidos conforme a confiança do usuário na estimati 

va, é uma maneira de adicionar ruido indiretamente. 

- Pode-se sobrepesar as medidas mais recentes (Jazwinski,1970). 

- Pode-se adicionar um nivel de ruido no estado para eliminar a 

divergência. Esses ruidos são normalmente escolhidos por algum 

critério a ser definido pelo usuário. 

Na verdade, todas estas alternativas são de alguma forma 

artificiais, com exceção do item d, quando vistas sob o aspecto numéri 

co. Entretanto, este trabalho ater-se- ã somente ã exposição da qualida 

de numérica dos algoritmos,sem propor soluções como as descritas nos 

itens a, b, c, e. 
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c 
c 
c 
c 
c 
C 
C 
C 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
C 
C 
c 
C 
c 
C 
c 
c 

ãjb ROJT INE K ALSr3 (N P ,N P RoRK, H , X , P, K ) 

ENTRADAS : NP...PRImEIR0 INOICE DA MATRIZ P NO PROGR. 
******** 	PRINCIPAL 

N....NuME.RO DE ELEMENTOS DO ESTADO 
R •..RESIDUO DA oBSERVACAO 
RK...VARIANCIA DO RUIDO DA ObStRVACAO 
H ...VETiR DAS PARCIAIS DA 08SERVACAO 
X ...VET1P DE ESTADO A PRIORI 
P ...MATRIZ DE CoVARIANCIA DO tRRO A PRIORI 

SAIDAS 	x 	VETOR DE ESTADO ATUALIZADO 
****** 	P 	COVARIANCIA ATUALIZADA 

K ■ „ VETOR REAL REPRESENTA O GANHO DE KALMAN 

ObStRVACDLS i 	ATUALIZACOEs DE X E P VIA EQUACOEs DO 
*********** 	FILTRO ESTABILIZADO DE KALMAN 

- ESTADO COM NO MAXIM° 10 ELEMENTOS;CA50 
CONTRARIOPAumENTAR A DIMEN5A0 DO 
VETOR LOCAL AUXILIAR V PARA N 

HELIO , DIV• DF DINAMICA oRbITALp/NPE,07 - 81 

REAL S ( N).P(NP, N ), X (N), K (N ) ,V ( 10) 

SIGmA 
DO 10 
V(I) 
DO 5 

5 	v(I) 
10 SIGMA 

= RK 
1=1 .N 
O. 
J1 .N 
= V(I) + PCI,J) * B(J) 
= SIGMA + '1(1) * V(I) 

C 

C 
C 

20 

30 

40 

CALCULOu-SE v = p*HT E SIGMA = H*P*HT + RK 

SIGmA = 

 

1./SIGMA 
DO 2 0  I=1.N 
K(1) = V(I) * SU.2mA 
X(1) = X(I) + K(I) * R 
OU 2 D J=T,N 
P(I , u) = P(I.J) 	K(I) * V(J) 

P(J , I) = P(I,J) 
DO 30 I=1,N 
V(I) = D. 
OU 3D J=1,N 
V(1) = V(1) + P(1,j) * H(J) 
DO 40 J=1.N 
DO 4 D I=1,J 
5 = D.5 * ( 2.*P(I,J) 	v(I)*K(J) 	V(J)*K(I) ) 
P(I , J) = S + RK * K(I) * KCJ) 

P(J,I) = P(I.J) 
RETURN 
tNO 

Fig. 2 - Rotina para processamento de uma medida escalar, 

usando-se o algoritmo estabilizado de Kalman. 
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3.1 - COMENTÁRIOS SOBRE OS KTODOS DE FATORIZAÇÃO 

Os métodos de fatorização são essencialmente baseados na 

fatorização da matriz de covariância dos erros. Tais métodos, que envol 

vem matrizes de raiz quadrada, têm propriedades numéricas muito superio 

res aos métodos normais. Potter introduziu a fatorização de raiz quadra 

da (P. SS
T
, onde S e a matriz raiz quadrada de P), o que permite atuali 

zar a raiz quadrada S para uma medida escalar, sem necessidade de apare 

cer a matriz de covariáncia explicitamente. O uso de raiz quadrada pre 

serva simetria e a estabilidade numerica, isto foi comprovado quando uti 

lizado intensivamente na missão Apolo. 

Kaminski (1971) em sua tese afirma, por meio de exausti 

vos testes, que os algoritmos de raiz quadrada podem usar meia palavra 

(de comprimento em computador) para chegar aos resultados dos filtros 

convencionais (sem raiz quadrada). 

Posteriormente,Agee and Turner (Bierman, 1977) propuseram 

a fatorização UD (P = UDU
T
, onde U e a matriz triangular superior unitá 

ria e D a matriz diagonal), que e uma mecanização bastante estável 	de 

decomposição da covariáncia. Bierman and Thornton (1977) fizeram 	estu 

dos comparativos sobre os vários filtros em relação aos de raiz quadra 

da, com particular ênfase para as qualidades do algoritmo UD. 

O fato é que com o advento dos métodos de fatorização, ra 

pidamente assimilados e aceitos, eles ganharam importância e estão sen 

do extensivamente empregados em varias "áreas, tais como navegação iner 

cial, determinação de trajetória, órbita e atitude, etc. 

4 - FUNDAMENTOS PRELIMINARES  

A fatorização da matriz de covariância é feita via decom 

posição de Cholesky, obtendo-se matrizes triangulares superiores ou in 

feriores. Os algoritmos de decomposição e respectivos programas FORTRAN 

são descritos sumariamente. 



4.1 - DECOMPOSIÇÃO DE CHOLESKY 

Se P =SS
T 
com S matriz quadrada, então S é uma raiz qua 

drada de P. Deve-se lembrar que S não é única, pois se a matriz A é or 

togonal, i.e., AA
T 

I , então SA também é uma raiz quadrada de P. O ai 

goritmo para decomposição triangular inferior é dado abaixo. 

Se P > O, então existe uma fatorização triangular 	infe 

rior P = LL
T
, onde L é uma matriz triangular inferior, e a decomposição 

com elementos diagonais positivos é dado pelo algoritmo abaixo. 

Para j = 1,....,n-1 

L 	= ci ,n1t2 

L(k,j) = P(k,j)/L(j,j) , k = j + 1,...,n 

k 	j + 1,...,n 

P(i,k) = P(i,k) - L(i,j) L(k,j) 

i 	k,...,n 

1, 
e finalmente L(n,n) = P(n,n)' . 

interessante notar que a decomposição envolve n raizes 

quadradas escalares, que aparecem na diagonal e dividem as colunas. Tal 

fato sugere fatorar L e escrever P = atT , com 1: triangular inferior uni 

tãria (diagonal unitãria) e D diagonal. 

Se P > O, então existe P = 1NY, com D matriz diagonal de 
elementos d 1 ,. ,d,, dados pelo algoritmo abaixo. 

Para j = 1,...,n-1 , 

d. = P(j,j) 	 = 1, 



.11( = j + 1,...,n 

P(i,k) = P(i,k) - L-(i,j) P(k,j) 	 , 
i . k,....,n 

1":((,j)..-ID(k,j)/d.,1( = j +  
J 

e finalmente d
n 
= P(n,n). Portanto, o algoritmo de decomposição 	P = 

. ar.T não exige raiz quadrada escalar para seu cálculo, o que implica 

menor gasto de tempo computacional. Para a decomposição triangular supe 

✓ or; i.é., P = UU T  ou P = UDUT , onde U é triangular superior unitária, 

o algoritmo é semelhante. As Figuras 3 e 4 mostram as rotinas 	FORTRAN 

que fazem a decomposição P = UU
T 

e P = UDU
T
,respectivamente. As Figuras 

5 e 6 mostram as rotinas FORTRAN que fazem a montagem P = UU
T 

e P=UDUT , 

respectivamente. As rotinas são auto-explicativas quanto á utilização. 
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SuBROuTINE cHLSK1(N0,N , Ppu) 

DECUmPOSICAO DE CHOLESKY 	P = U U' 

ENTRADAS : ND *s. PRIMEIRO INDICE DAS MATRIZES P E U 
N ØØ. ELCMENTOS DE TRABALHO 0As MATRIZES P 	U 
P 	MATRIZ SIMETRICA NXN 

SAIÜA 	j 	MATRIZ NXN TRIANGULAR SuPER1OR 

HEL10 	DIvIsA0 DE -)INAmICA ORBITAL - 09/10/81 

DIMENSION PCND,N)0U(NO,N) 

J = N+1 
10 J = J`1 

ujj = sQRT(P(J , J)) 
U(J , J) = UJJ 
ALFA = 1 ./UJJ 
OU 5 K=1 , J."1 
bETA = ALFA * P(K , J) 
U(K , J) 2  BETA 
Ou  5 1=1,K 

5 P(I) = P(I.K) 	BETA*U(I , J) 
IF(J.GE.3) GO TO 1 0 
U(1,1) 2  SQRT(P(1'1)) 
RLTURN 
IAD 

Fig. 3 - Decomposição de Cholesky P = UUT. 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

C 
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SuBKOUTINE CHLSK2(NO.N.P.u.D) 
C 
C DFCOmPOSICAO LIVRE DE CHOLESKY P=D*0*D" 
C 
C ENTRADAS : ND 

• 	

PRIMEIRO INDICE DAS MATRIZES U E P 
C 	

• 	

ELEMENTOS DE TRABALHO DAS MATRIZES U E P 
C 	

• 	

MATRIZ NXN SImETRICA 
C 
C SAIDA : U 
	

MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR NxN 
C 	 O 
	

VET°R NX1 REPRESENTANDO A MATRIZ O NXN 
DIAGONAL 

C 
C HFLIO - DIVISA° DE DINAMICA ORBITAL - 09/10a1 
C 

DIMENSION PCNO.N)J.U(Ng,N),D(N) 
C 

J = N 	1 
10 J = J 	1 pj 	p(J.J) 

D(J) = DD 
ALFA = 
DD 5 K=1,J-1 
BETA = P(Kj) 
u(K.J) = ALFA * 
U0 5 I=1.K 

5 	i"(1,K) = P(I , K) " BETA*D(I.J) 
IF(J.uE.3) GO TO 10 
D(1) =  
RETURN 
END 

Fig. 4 - Decomposição livre de Cholesky P = UDUT. 
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SuRROUTINE CHLSK3(ND,N,U,P) 
C 
C COmPOsICAO P = U * 
C 
C ENTRADAS : NO 	PRIMEIRO INDICE DAS mATR1ZES U E P 
C 	 N ". ELEMENTOS DE TRA ,-3ALHO 0As MATRIZES U E P 
C 	 U 	MATRIZ NXN TRIANuULAR SUPERIOR 
C 
C 	SAIDA : P is. MATRIZ NXN sImETRICA 
C 
C tiniu - DivIsq0 DE DINAmICA oR8ITAL 	09/10/81 
C 

DImt.NSION D(ND,N).PCND,N) 

DO 5 1=1,N 
Do 5 Jr.I.N 
SUMA = O. 
OU 10 (=JPN 

10 SOMA = SOmA + UCIPK) * U(J,K) 
p(I,J) = SOMA 

5 P(J , I) = SOMA 
RLTURN 
END 

Fig. 5 - Montagem de P = UUT. 
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SUBROUTINE CHLSK4(ND,N,U,D,P) 

COMPOSICAD P = u D U' 

ENTRADAS : NO 	PRIMEIRO INDICE DAS mATR1ZLS U E P 
C 	ELEMENTOS DE TRABALHO DAS MATRIZES u E P 
U 	MATRIZ NXN TRIANüULAR SUPERIOR 
D 	VETOR NX1 REPRESENTANDO umA MATRIZ D NXN 

DIAGONAL 

SAIDA 	P 	MATRIZ NXN SIMETRICA 

HELIU 	DIvISA0 DE DENAMICA ORbITAL - 09/10/81 

D1mENSION U(ND,N) , P(ND,N),D(N) 

ON = p(N) 
DO 5 I=1,N-1 
U(II) = 1, 
OU 10 u=I,N-1 

t EU) 
Do 15 K=J+1,N 

15 SUMA = SOMA +  
R(I,J) = SOMA 

10 P(JPI) = 50mA 
CIN = j(I , N) * DN 
P(I , N) = CIN 

5 P(NI) = CIN 
P(N,N) = DN 
RETURN 
END 

Fig. 6 - Montagem de P = UDUT. 

C 
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5 - FATORIZAÇÃO DE RAIZ QUADRADA TRIANGULAR SUPERIOR  

O primeiro método que utilizou a fatorização de raiz qua 

drada foi proposto por Potter. Potter mecanizou o procedimento de manei 

ra a atualizar a raiz quadrada, sem a necessidade da covariãncia apare 

cer explicitamente. O maior inconveniente, apesar das suas propriedades 

numéricas, é a elevada quantidade de cálculos em relação ao filtro con 

vencional, devido ao fato da raiz quadrada S ser uma matriz cheia. Atual 

mente, prefere-se utilizar uma raiz quadrada triangular superior, que: -  

como consequência, diminui o tempo de processamento e a mem6ria de 	mã 

quina requerida, e mantém as qualidades numéricas. Carlson (1973) 	foi 

quem primeiro propOs que S fosse uma matriz triangular superior; poste 

riormente,Bierman (1977) melhorou o algoritmo (em termos computacionais) 

que se descreve em seguida. 

Dados 	e 1-5 a priori, z = Hx + v medida escalar e E[v 2 ] 

r, com r) 5- 5 e P = SS
T 

a covariãncia atualizada devido ã medida z, 

obtém-se S triangular superior atualizada e o ganho de Kalman K por: 

f = S
T 

H , 	= (fl . 	 

n - 1 T  _ 
ao = r 	, K2 = (511f1:0 . 	. 0) 

Para j = 	n 

a. 	a. 	+ 
j - 1 	J ' 

0. = (a. 	/a.) 1/ 2 	Y. = f./(0.a.) 
J 	J- 1 3 	JJJJ' 

S.. = 	0. 
JJ 	JJ J ' 

S.. 	S. .. 0. - y . K(i) , i = 1,...,j - 1 para j 	1 , 
IJ J 	J J 

K( i) 	+ f. 15.. , i=1,.... j 
j+1 	 J IJ 
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e, finalmente, K =Kn+ ,/an  ê o ganho de Kalman. Obtêm-se a 	estimativa 

atualizada pela relação R= 	+ K(z - g5. ). A Figura 7 mostra a 	rotina 

FORTRAN do algoritmo de raiz quadrada triangular superior. 
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SUBROUTINE SQRTUP(ND,N,RESPR,H,x's,b) 
c 
c ENTRADAS 	NO...PRINCLIRO INDICE DA MATRIZ S NO PROG. 
c ******** 	PRINCIPAL 
c 
	

N.„.NUMERO DE ELEMENTOS DO ESTADO 
c 
	

REs..RESIDUO DA OHSERVACAO 
c 
	

R.„.VARIANCIA DO RUIDO NA OBSERVACAO 
c 	 H....VETOR DE PARCIAIS DA ObSERvACAO 
c 	 X....VETOR DE ESTADO A PRIORI 
c 
	

S....RAIZ QUADRADA TRIANu. SUP. DA MATRIZ DE 
c 
	

COV. A PRIORI 
c 
c SAIDAS t  X..4VETOR DE ESTADO AlUALIZADO 
c ****** 	S•44RAIL QUADRADA TRIANG. SoP. DA MATRIZ DE 
c 	 COV. ATUALIZADA 
c 
	

B...vETOR AUXILIAR DE DIMEN5A0 No ■iANHO DE 
e 	 KALmAN PONDERADO 
c 
c HFLIU,OIV. DE DINAMICA ORBITAL,INPE.07 - 81 
c 

DIMENSION S(NO.N).X(N),H(N),B(N) 
J = N*I 

10 J = J - I 
SIGMA = O. 
DO 5 K=1,J 

5 SIGMA = SIGMA + S(K,J)*MCK) 

lí( = 

IF(J.GE.2) GO TO 10 
C 

ALFA = R 4. H(1)**2 
b(1) = S(1,I) * -1(1) 

= S(1.1) * SORT(R/ALFA) 
C 

DO 20 J=2.N 
B(J) = S(J,J) * m(J) 
GAMA = ALFA 
ALFA = ALFA + H(J)**2 
BETA = SQRT(GAmA/ALFA) 
GAMA = m(J) / (ALFA*BETA) 
S(J,J) = S(J,J) * BETA 
ütj 20 K=1,J-I 
ESSE = 
505,J) = wssE*BETA 	GAmA*B(K) 

20 8(() = b(K) + H(J)*ESsE 
REs = REs / ALFA 
DO 30 J=I.N 

30 X(J) = X(J) + H(J)*REs 
RLTURN 
END 

Fig. 7 - Rotina para processamento de medida escalar, usando-se o 

algoritmo de raiz quadrada triangular superior. 
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6 - FATORIZAÇÃO UD  

A essência desta técnica consiste na fatorização da matriz 

de covariãncia P, de forma que: 

1 	1/ P 	UDUT 
	/2 , P 	UD 2 	U 

onde U é a matriz triangular superior unitária (diagonal unitária) e D, 

a diagonal de elementos d 1 ,...,dn . 

Os comentários seguintes caracterizam o algoritmo UD: 

1, _ 
- 'E um algoritmo do tipo raiz quadrada, pois UD' 2  e uma raiz 	qua 

drada da covariáncia. 

- Tem características de precisão dos algoritmos de raiz quadrada. 

- Não envolve cálculo de raiz quadrada escalar. 

- Qualifica-se para o uso, em tempo real, que envolva mini ou micro 

computadores de capacidade limitada de operações. 

- 'E quase tão eficiente, em rapidez e quantidade de cálculos, quan 

too (instável) filtro de Kalman convencional. 

Em particular, em relação ao algoritmo de Potten a fatori 

zação UD: 

- Diminui a quantidade de cálculos computacionais. 

- Requer menos memória de computador, pois U é uma matriz triangu 

lar, com D podendo ser armazenado na sua diagonal, enquanto 	no 

algoritmo de Potter, P = SS
T 

com S matriz cheia. 

- Evita o consumo de tempo no cálculo de raiz quadrada(pois não há 

este cálculo). 
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O algoritmo para processamento de uma medida é fornecido 

em seguida: 

Dado -5-c-  e r a priori, z = Hx + v medida escalar e E[v 2 ] 

r , com r=  -UDT
T 

e P = UDU
T 

a covariãncia atualizada devido ã.  medida 

z, obtém-se U triangular superior unitãrioe D diagonal atualizados, e o 

ganho de Kalman K por: 

f = U
T
H , f

T 	
(fl . 	. fn ) 

V = Uf ou V.= U.f. ; 1.1,...,n, 

n - 1 

d l  ="di ria '  com a i  = r ± Vlfl ; KT2 = 	-(1) 

Para j = 2,...,n, 

a 	a . 	+ V.f. j-1 	33 ' 
 

d. =U. a. /a. 
J 	J J- 1  J' 

K. com  x.  
J 	J 	JJ 	 j j-1 ,  

K.
1 	

K. + V. U. 

onde U = [U1 . 	.U.n ] e U =[Ui . 	.Un]. O ganho é dado por 	K =Kn+1 / 

/an  e a estimativa atualizada por 5 =5 + K(z - 1-5). A Figura 8 mostra 

uma rotina FORTRAN para o processamento de uma medida escalar através 

do algoritmo UD. 
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SuHROuTINE uDuTuP(ND,N,REs , R,H,X , u,1) , b )  

ENTRADAS : ND...RRImEIRO INDICE DA MATRIZ u Nú PRO‘i. 
******** 	PRINCIPAL 

or nrmÊNTU DO 
RE,..REsiouo DA OBSERVACAO 

rn$,,WIOWkJ QIV, fk QNÇONQ 
H....vET0R DAS PARCIAIS DA ORSEVACA0 
x....vETV DE ESTADO A PRIORI 
U....FATOR U DA MATRIZ DE COV. A PRIORI 
0....FATO D DA MATRIZ DE COv. A PRIORI 

SAIDAs 	X...VETUR DE ESTADO ATUALIZADO 
****** 	J...FATOR U DA MATRIZ DE COV. ATUALIZADA 

D...FATUR D DA MATRIZ DE COve ATUALIZADA 
...MATRIZ AUXILIAR DImENsA0 N,GANHO DE KALMAN 

PONDERAL)0 

HELIO , DIV. DE DINAmICA oRSITAL,INPE,07 - al 

DImENSION o(ND,N) , D(N),X(N),H(N) , R(N) 
J = N+1 

10 J = J - 1 
Hj = H(j) 
UO 5 K=1,J1 

5 hj = yJ +  
H(J) = HJ 
8(j) = 

 
IF(J.(ile .3) GO TO 10 
8(1) = D(1)*H(1) 

ALFA = 	+ R(1)*H(1) 
GAMA  = 1 ./ALFA 
0(1) = R * GAMA * 0(1) 

Ou 20 j=2,N 
EiLTA = ALFA 
ALFA = ALFA + R(J)*H(j) 
ALBDA = 	H(J) * kiAMA 
GAMA = 1 ./ALFA 
D(J) = bETA * GAMA * 0(J) 
DO 20 1=1,J...1 
dETA = U(I,J) 
u(1J) = BETA + r3(I)*ALBOA 

20 B(I) = d(I) + B(J) * BETA 
FRC-5 = RIS * GAMA 
DU 30 J=1,N 

30 X(j) = X(J) + 8(j)*RES 
R.TuRN 
END 

Fig. 8 - Rotina para processamento de medida 

escalar, usando-se o algoritmo UD. 

C 

C 
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7 - ANALISE DA EFICIENCIA DOS ALGORITMOS PARA ATUALIZAÇÃO DA COVARIANCIA  

A Tabela 1 mostra o numero de operações requerido, por ca 

da algoritmo, para atualizar a covariáncia 	e a estimativa (Bierman, 

1977). A variável n representa a dimensão do estado,e m representa 	a 

quantidade de medidas a serem processadas. 

TABELA 1 

NUMERO DE OPERAÇOES PARA ATUALIZAÇÃO DA COVARIANCIA E ESTADO 

algoritmo n9 adições 
n9 

multiplicações 
n9 divisões 

n 9  raiz 
quadrada 

convencional (1,5n 2 +3,5n)m (1,5n 2 +4,5n)m m - 

UD 
0,5n 2 -0,5n+ 

(1,5n 2 +1,5n)m 
n 2 -n+ 

(1,5n 2 +5,5n)m 
nm - 

raiz quad. 0,5n 2 +0,5n+ 0,5n2+0,5n+ 2nm nm 
triang. 	sup. (1,5n 2 +3,5n)m (2n 2 +5n)m 

estabilizado (4,5n 2 +5,5n)m (4n 2 +7,5n)m m - 

A primeira vista, é difícil uma análise preliminar conclu 

siva. Assim, propõe-se um critério que consiste em comparar os 	tempos 

de cálculo de cada operação algébrica em relação á operação mais 	sim 

pies, ou seja, a de adição. Os seguintes valores foram retirados dos ma 

nuais referentes ao computador BURROUGHS 6700: 

T = 6,3 ilseg , 

T
x 

= 7,0 ilseg , 

T ÷  = 9,65 ilseg , 

Tr= 114 '
3 ilseg , 

onde T representa o tempo gasto para realizar a operação. Portanto: 
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T = 1 	T 9 

T = 1 9 11 T 
X 

T ÷  = 1,53 T +  

Tr= 18,14 T +  

Em consequéncia obtém-se a Tabela 2, que compara os tempos gastos 	por 

cada algoritmo, ponderados em relação a T +  e relativos ao algoritmo con 

vencional. 



c, 

E 
Cr) E E 

ii 
., 

r-• 
c, 	N. 
c) + dl-  

0') 	(V 
c\ .1 	+ re) 

LC) 
r-,. 

0 ,-- 	0 C\J 

CO 

E 

	

c, 	cr) 	 E 	 E 
cr)  

	

a 	r 	Lc") 	c• .1 	C •• -I 

	

ii 	0-1 	0 + d- 	d-  + ce) 	r--.. 

	

0 	̂ 	," 	̂ 	," 	a 

C r 	0 	r-- 	0 	C •• ..I 
• 

cr) 

E 

	

c, 	ce) 	 E 	 E 
CN-1  

	

a 	r-- 	CJ 	in 	r-- 	00 

	

II 	0-1 	0 + d" 	d-  + re) 	çfD 

	

ce) 	a 	̂ 	••• 	••• 	a 

	

C 	•zt" 	r- 	0 	■-- 	0 	c'.1 
• 

r-- 

E 

	

E 	 E 

r-- 0 Cr) 0 

	

., c) + d" 	Lr) +C) 	LO 
•• 	•• 	••• 	.r,  

	

Cf r- 0 	■-- 0 	C•,1 

	

C 	CO 

E 

	

E 	 E 
cr) 

r-- 	lC) 	 Lo 
a 	+C) 	+ •'J 

(e) 	a 	a 	a a 
r-- 	= 	C\J 

C 

+ 

O 

(1) 
vl 	a:S 
3)> 
5.. • r-• 

X rd 
LU r-- 

E 
- 
ce) 

^ 

+ 
C 

l-r) 
.r,  

+ 
<V 

r-- 

cr) 
........ 

+ 	E 
C 	--. 

LC) 	•;:t" 
a 	, 

,--- 	.r,  
i 	C3) 

(., 	+ 
C 	c., 

LO 	r---. 
a 	,-- 

a 
re) 
....... 

E 
+ 	.----. 
C 	C 

LC) 	k..0 
c) 	c•l 

•, 	a 
.— 	c=,  
+ 	cr) 

,.., 	+ 
C 	,.., 

0 	C•,1 
e 	r■ 
, 	a 

r") 
.-..• 

E 

Cr) 
Lr) 

•• 
.-- 
+ 
c 

cr) 
CO 

^ 
cr) 

+ 
c,i  
c 
d-
0-1 

a 

CO 
........ 

o 
E 
-P 
•r- 
S- 

CCS 
C 
o 

•r- 
C.) 
C 

C 

(-) 
C) 

• 
Ct. 

• 
-CS 	(./1 

• 
CS 	Cr) 

N 	(CS 
• 

S- 	 -P 

O 
-CS 

N 
•I-
a-- 
•r- 

(CS 
-p 

CL) 

è-1 

LU 

1-1 
CC 

C.D 

ict 

LU 
CC 

LU 

C■1 

LU 
CC) 

V') 

C) 

CC 
LU 
C) 

V') 
LU 
IC) 

CL 
LiJ 
CL. 



- 25 - 

A análise da Tabela 2 mostra que: 

- Quando n 	co, aumenta a vantagem do algoritmo UD em relação aos 

outros algoritmos alternativos. 

- Quando m = 1, o algoritmo UD consome -40% a mais de tempo de cál 

culo em relação ao filtro padrão; os outros dois algoritmos(raiz 

quadrada e estabilizado) consomem muito mais. 

- Quando m > 4, a fração em m no algoritmo UD torna-se pequena 	e 

sua desvantagem em relação ao convencional é de -10%. 

- Na maioria das situações o tempo gasto, segundo o critério adota 

do, segue a seguinte hierarquia crescente: convencional,UD, raiz 

quadrada triangular superior e estabilizado. 

8 - PROPAGAÇÃO DA COVARIÃNCIA  

Em vista dos fatos expostos, visualizam-se novas maneiras 

de implementar a fase de propagação do filtro de Kalman, Equações 5e6. 

Anteriormente, deu-se enfoque especial á atualização da covariáncia,vis 

to que esta atualização representa o local de provável falha numérica 

do filtro. Com  a utilização de métodos de raiz quadrada, a fase de pro 

pagação deve ser revista para incorporar essa nova formulação. 

A propagação via raiz quadrada triangular superior pode 

ser feita de duas formas: 

19) Aplicação direta da Equação 6 de propagação da covariáncia. Pa 

ra tanto, são necessárias a composição e a decomposição da ma 

triz 1. Assim, dada a matriz de raiz quadrada atualizada S: 

- calcula-se P = SS
T
, que corresponde á covariánciaatualizada; 

- aplica-se a equação normal de propagação, i.e., 

= qJPÇ/J
T 

+ FQF
T 

; 
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- aplica-se a decomposição de Cholesky para 15, i.é., 	é 	tal 

que 

e,então, será a raiz quadrada propagada. 

29) Aplicação da transformação de Householder. Dado W = qJS, e A = 

= (nr -r )V 2  , ou seja, rQr T 
= AA

T
: 

- constr6i-se [ W : A ] ; 
nxn nxn 

- assim:15  = [W:A] [W:P] T  é a covariãncia propagada; 

- por meio da transformação de Householder acha-se a matriz B 

ortogonal de modo que r = [W:A] B ([W:A] B) T , que satisfaz 

[-5:0] = [W:A]B com 5-  triangular superior. Então, 5-  serã 	a 

raiz quadrada propagada (Kaminski, 1971). 

Carlson (1973) propõe explorar as formas particulares da 

matriz de transição (se houver) para diminuir o montante de cãlculos. 

Porém, como não se consegue uma formulação geral, a regra aplicada obe 

decea um dos dois esquemas anteriormente propostos. 

Para o algoritmo UD, hã também duas formas equivalentes: 

19) Aplicação direta da propagação da covariãncia (Equação 6). Da 

das as matrizes fatores U e D atualizadas: 

- calcula-se P = UDU
T
, que é a covariãncia atualizada; 

- aplica-se a equação de propagação, i.é., 

15-  = qS13 gS
T 

+ rQr
T 

; 
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- aplica-se a decomposição livre de Cholesky para obter os fa 
— — 

tores propagados 11.  e U,tal que Is UUUT . 

29) Aplicação da ortogonalização ponderada de Gram-Schmidt. Dado U 

e D fatores atualizados e Q matriz de ruido rxr, 

- constr. -til-se W=(011:neD *que é a matriz diagonal com elemen 
nxn 	nxr 

tos de D e Q, i.é., D* = diag(D,Q); 

- assim, T5  = WD*WT  corresponde i covariância propagada; 

- aplica-se a ortogonalização 	ponderada 	de Gram-Schmidt 

(Thornton and Bierman, 1977) a WD*W T  para obter Ueintal que, 

--- 
U D UT  = WD*D

T
. 

Os fatores U e U assim obtidos correspondem â propagação da 

covariância. 

Um outro tipo de abordagem consiste em integrar diretamen 

te a equação de Riccati, sem ser necessária a obtenção explicita da ma 

triz de covariância, quando o sistema for continuo. A equação de Riccati 

é dada por: 

Fr,T rFT 	GQGT 

onde o sistema dinâmico é representado por 

R = Fx + Gw; 

E[w(t)] = O ; E [w(t ) wT (T) ] = Q (t) 6(t-T) • 

No caso do algoritmo de raiz quadrada triangular superior, 

Tapley and Choe(1976) propõem integrar a equação de Riccati em termos de 

S. Para o algoritmo UD Tapleyand Peters(1980) propõem a integração em 

termos de U e U. 
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De qualquer forma, o aparecimento dos vários 	algoritmos 

para propagação da covariância em termos da raiz quadrada não 	permite 

uma conclusão adequada sobre a melhor politica a ser adotada. Entretan 

to, atualmente, a ortogonalização de Gram-Schmidt para propagação da co 

variância (Thornton and Bierman, 1977) tende a ser a técnica mais utili 

zada, não s6 por facilidade de implementação como também por sua preci 

são numérica. Além disso, não estando restrita a sistemas discretos,ela 

podesertambém aplicada a sistemas de dinâmica continua. 

9 - COMENTÁRIOS E CONCLUSOES 

Os algoritmos de raiz quadrada e fatorização UD mostram-se 

bastante superiores numericamente em relação ao filtro de Kalman conven 

cional e ã forma de Joseph, embora um pouco mais lentos que o convencio 

naLconforme a análise efetuada. Em particular, o filtro UD mostra-se 

facilmente aplicável a situações onde seja preferivel trabalhar princi 

palmente com as quatro operações fundamentais (adição, subtração, multi 

plicação, divisão), devido às restrições de tempo de processamento ou á 

inexistência de operadores aritméticos mais complexos (raiz 	quadrada, 

logaritmos, exponenciais etc) na máquina utilizada. A análise 	prelimi 

nar dos métodos de propagação da covariância em termos de tais algorit 

mos não permite uma escolha conclusiva; acredita-se que ela deva ser 

especificada para cada problema em estudo. Todavia, deve-se lembrar que 

todas as técnicas pressup8em um ruído no estado quede alguma forma, já 

é conhecido ou determinado a priori. Num filtro adaptativo como o de 

Jazwinski (1970), onde o ruido no estado é determinado "on-line", o es 

quema de propagação por raiz quadrada falha, e outra abordagem deve ser 

empregada. Assim, pode ser preferivel aplicar a decomposição de Cholesky 

para, então, atualizar a covariância, pois deste modo não se perde a ge 

neralidade do procedimento e propaga-se a matriz de covariância pelos 

métodos usuais. 

Finalmente, convém lembrar que as medidas são processadas 

sequencialmente,-uma de cada vez,o que evita instabilidades geradas pela 

inversão matricial, requerida por outros métodos. 
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