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Marco Antonic Maringolo Lemes
Instituto de Pesquisas Espaciais - INPE
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico - CNPg
12200 - Sao Jogi dos Campos — 3P

RESUMO

Esse trabalbo apresenta alguns conceitos basicos necessirios para o
enthdlmcnto da dinamica dos sistemas aLmosferlcos de grande escala. As equa
¢oes basicas sao derivadas e suas aprox1magccs mais clissicas sao dlscutl
das atraves de algumas apllCdgoeS meteorologicas, 0 problema de coordenadas
verticals tambem & considerado como requisito ao estudo da previsao num&rl
ca de tempo.

ABSTRACT

This work presents some of the fundamental concepts necessary for
the {ull understanding of the dynamics of large scale atwospheric motioms.
The basic equations are derived and their classical approximations are
discussed in some important metecrological applications. The problem of
vertical coordinates is also considered as a prerequisite to numerical
weather prediction.

PREFACID

Esta trabalho apresents uma serie de topicos geralmente considerados
em um curso introdutdric de Dindmica da Atmosfera, dade pelo autor no  Pro
grama de Graduagao do Departamento de Meteorolegia do INPE/CNPq. A sequen
cia de topicos assim organizada atende ac convite feito pelo Dr. Luiz Alber
to Vieira Dias, Presidente da Comissao Organizadora de 69 Congresso Naclg

nal de Matematica Aplicada e Computacional a acontecer na dependéncia do
ITA, S3o Jose dos Campos de 26 a 30 de setembro de 1983, para que o  autor
nministrasse um minicurso sobre os fundamentos da Meteorologla Dinamica a

luz de teorias da Mecanica de Fluidos e Termodinamica. Essas notas de aula
tem por flnaildade servir de guia de refereéncia quanto ao desenvolvimento
dos topicos, nao o5 apresentanda a niveis de detalhes, o que devera ser fei
to em classe.

1. OBJETIVC

0 obJetlva deste trabalho & abordar os fundamentos teoricos da Meteorologla contemporE
nea, dando enfase eapeclal 3 area que trata dos chamados sistemas de escala sinotica. Esses sis

temas, com escala tipxca de espago e tempo da ordem de 102 km e 1093, estdo diretamente relg

cionados com a sequenc1a fenomenologlca do tempo, e seu entendimente & indispensavel para [
estabelecimento de técnicas de previsao meteorologica.

A breve revisao geral das leis fundamentais que regem o comportamento dos fluidos sera

seguida de adaptagoes que as torpam apllcavels a0 caso espec1£1co da atmosfera. Dentro do con

texto de Meteorologla como uma area rica en termos de apllcagao das teorias de Mecdnica dos
Fluidos e Termodinamica,serid explorada a area de previsao numerica.
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2. A ATMOSFERA TERRESTRE

A atmosfera da Terra &, pelo menos abaixo de 100 km, constituida por uma mistura de ga
ses, composta essencialmente, em proporcoes aproximadamente constantes, de oxigenio e nitrogg
nio.“NED obstante, os outros constituintes, tals como o COz, M0 e 03 que aparecendo em pro
porgoes bem menores (e ate variaveis), desempenham um papel ativo na dindmica e na energética
da atmosfexa.

Essa mistura de gases encontra-se¢ permanentemente em movimento forgado pela energia ra
diante do sol que penetra no sistema atmosfera-terra-oceano. 0 espectro desses movimentos eg
tende-se desde ©5 movimentos turbulentos de escala milimétrica atd aqueles de dimensoes compa
raveis 35 do planeta, como soberbamente exemplificado pela circulacao geral da atmosfera.

0 estudo dos movimentos atmosféricos reveste-se de grande complexidade devido a grande
variedade de processos fisicos e dindmicos que atuam simultaneamente na atmosfera. A intera
gao nao-linear de movimentos de diferentes escalas, as mudangas de estado da substaucia agua,
as interagoes do tipo ar-mar e ar—solo e a nas-homogeneidade da superficie representam  algu
mag ilustragoes do complexo sistema que ¢ a atmosfera.

3. A EQUAQEO DE ESTADO PARA A ATMOSFERA

A equagao de estado, uma relagdo constitutiva emtre as variaveis termodinawica, & para
o case de uma atwosfera seca a equagac do gas perfeito:

p=pRT, (1}

- ~ . -1 g,-
onde p & a pressao, p a densidade, T a temperatura {em ok) e R=287 J Kg % ], a constante

Yo
especifica do ar seco.

Mesmo na presenga de vapor d'agua, sabe-se experimentalmente que o erro cometido em
usar a Equagaoc 1 nao excede 1Z nos intervalos de temperatura & pressao tipicos da atmosfera.
Os efeitos da umidade sao considerades quando ha mudanga de fase.

4, PRIMEIRA LEl DA TERMODINAMICA .

Essa lei, expressando o prineipio de conservagao de energia, & formulada matematicamen
te por:

8H = c dT + p do, 2)

onde 8H & o aquecimente (ou resfriamento) especifico (o simbole § indica uma diferencial nao-
-exata), ¢, o calor especifico sob volume constante para ¢ ar (c. =716 J K %« Yyeao vo
lume especifico. Essa equagao, fisicamente, expressa que toda qugntidade de® calor fornecida
a um sistema Fluido @ usada para alterar sua energia interna (c _dT) e realizar um trabalho

mecanico (pda) atraves da superficie limitante desse sistema.

Usando a Equagao 1 pode~se chegar a formas alternativas para a primeira lei como:

S0 = cp dT - odp, (3)
ou
ds = e d (2n@3), (4}

" - - ~ Po.R
onde ¢ & o calor especifico A pressao constante (¢ =R+c Y e B=T) fep a chamada tempers

tura - potencial, p_ uma pressﬁo de referencia, gerglmente 1000 mb ¥ ou 100 KPa. Apesar de,
come mencionado, H° nao ser uma diferencial exata, SH/T o 2. Essa quantidade € chamada entro
pia e comumente designada por ds.
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Nota-se que em ¢H estao representados tedos os Processos de troca diabatica de calor,
notadamente aqueles gue envolvem mudancas de fase da substancia agua e ganhes ou perdas radia
tivas.

5. EQUAGAO NA CONTINUIDADE

Uma outra lei fundamental e aquela da conservagac de massa. Dentre as varias maneiras
de derivar sua expressao watematica, serd apresentada a versao que. se utiliza deo teorema de
Transporte de Reynclds.

Seja (xl,XQ,X3) um 31stcma de coordenadas espaciais do tipo eulerianc. Em um certo 1ns
tante de tempo, t=0, fixam-se "rdtulos" &s parcelas individuais de fluidos, X(e).

Essas coordenadas (Xl,h2,13) sdc as coordenadas 1agrangeanas e descrevem equivalente

mente o escoamento do fluido atraves do acompanhamento individual das parcelas constituintes,
A identificacao das parcelas & feita pela suas posigoes para t=0 (Figura 1); assim:

X(t=0) = #(t=0) = % (s)

EJ

e {1Lgh

£

-

Fig. 1 — Representagoes da esquematica das descrigoes eulerianas e lagrangiana.

Considera-se apora uma fungao escalar £ (£,t). Sua taxa de variagao total pode ser fa
cilmente obtida usando a "regra da cadeia", ou seja:

S g, 8t (6

onde u, = dx/dt, j=1,2,3 representam as componentes do vetor velocidade. (Em Meteorologia, &
praticd usar u,v, w em lugar de uj,us,u3 para designar as componentes leste-peste, norte-sul
e vertical, respectivamente).

Seja R{t) um certo volume de controle, limitado por uma superficie material, que se
desloca dentro do fluide e F(t) uma propriedade dada port

F(t) = Jp £(¥,8) 4, n
R(t)

onde f & a variavel especifica {referenciada por unidade de massa) associada i F(t).
0 calculo da taxa de variagao de F(t), ies

4F . 4 prd3x (8)

dt dt
R(t)
constitui a essencia do teorema de Reynolds.




Introduzinde coordenadas lagrangianas, tem—se na Equagao (8):

aF _ d 3
T cac eIt C))

R{t=0)

onde J & o jacobianc da transformagao entre o% dols sistemas de coordenadas. Nota—se que ago
ra o volume de integragao ¢ fixo com respeito ac tempo. Dai tem-se que:

dF

& f ?1§E (b3} ax. (10)

R({t=0}

_ Tazendo f=1, F(t) representara a massa total constante contida no volume considerado.
Entao, segue—-se que:

(pJ) = 0, (11

a,
ﬁl“

au pl = constante.

Com esse resultade na Equagao 10, tem—se a expressio final do teorema de Reynolds,i.e:

= = p ST d3x, (12)
R(E)

A Equagao 1léa equagao da continuidade ou equagao de ccnservagao de massa. Entretan
to, uma forma mais apropriada em Meteorolegia {ounde & adotada uma descrigao euleriana do movi
mento) ¢ obtida usando g propriedade da transformagao:
dJ T

9.V
at Vs

]

o - 2 a k] + 3 L] r -
onde V.V & o divergente tridimensional da velacidade. Assim, chega-se facilmente a!

dp

— +tp V.V =0, 13

dtp§0 (13
Diz~se que um fluido € incompressivel quando a densidade de suas parcelas constituiﬁ

tes permanece coastante ao longo do movimento, i.e., dP =0, bai dccorre que a expressac da

equagac da continuidade para um £luido incompressivel dt roduz-se a:
du v Bw
O A L AL 0
0 % - 0 (14)

Ainda & bascante Util uma outra expressao da equagao acima quando o fluldo e barotropl
co. No capitule segu1nta, ver-se~a que um fluido & barotropico quando a pressao e fungao 50
mente de uma outra varidvel termodinimica. Pode-se por outre lado Wostrar que se a pressac for
fungio apesar da densidade, ou seja p= p(p), o vento herizontal, VHA—(u v), nao depende da al
tura. Um fluido homogEneo, Vp=0, & um caso de fluido barotropice.

Considera-se um fluide barotropico, de espessura H(x,y,t), sobre uma topografia de fun
do hB(x,y), come mostrade na Figura 2.

Integrando Equagao (14) de z=hy a 2z=h e usando a hipétese dessas superficies serem

materiais chega-se a:

.
s HVLY, =0 (15)
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Fig. 2 - Modelo para um sistema de fluide barotropico e
. incompressivel com uma topografia de fundo.

6. EQUACAO DO MOVIMENTO EM UM STSTEMA EM ROTACAO

A segunda lei de Newton, estritamente valida para um sistema absoluto ou inercial, € ex
pressa por:

.7 (16)

onde o subindice refere-se a um sistema fixo dc coordenadas, e ¥ 8 a somatbria de todas for
gas reais por unidade de massa que atuam sobre as parcelas. Entretanto, em Meteorologia & mais
pratico expressar a Equagac 15 em termos de variaveis medidas em relacao a Terra e, devido i
rotagae do planeta, algumas modificagoes devem ser introduzidas.

. = .
Seja fo vetor velocidade angular da Terra. A velocidade absoluta, Va, pode ser escri

ta como a soma da velocidade relativa, V_, e a velocidade tangencial devide a rotagao do pla
neta, ou seja;

- -+
+
Va = ?; 0x §r’ (17
-+ - v~ I3
onde r & o vetor posigao com origem no centro da Terra.

PR
Pode-se mostrar que para um vetor arbitraric A, tem~se:

a X 4 X

a -+
B+
= = § xi, (18)
relacionando assim as taxas de variagao total do vetor £ nos dois sistemas de coordenadas.
Em particular, fazendo A = g» tem-sel

%% = 23&3 -3 x (3x?) + F

{19
onde todos os termog sao referenciados a um sistema relativo, nao-inercial, que gira_com a
velocidade angular Q. Note-se que a segunda lei de Newton foi modificada pela inclusaoc de duas
forgas ficticias (assim chamadas pois anulam—se quando §=0). A primeira, -20xV, € a forga de
Coriglis e desempenha unm papel fundamental na descricac dos movimentos atmosfrices. A outra,
-Qx(fxr), £ a forga centrifuga.

A Equagao 19 com as forgas reais explicitas comstitui a equagao do movimento.
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7. SOBRE AS FORCAS REAIS

Sho consideradas aqui como forgas reais, a forga de gravidade newtoniana, a fnrga de
gradiente de pressaoc e a forga de atrito. Uma breve discussao dessas forgas sera apresenta
das a seguir.

A lei de Newton da gravitagao universal afirma que quaisquer dois elementos de  massa
atraem-se com uma forga proporcicmal 55 suas massas ¢ inversamente proporcional ao quadrade
da distincia que os separa. No caso da Terra ser esférica, essa forga teria a direcao da ver
tical local, passando pelo centro do planeta (Figura 3). Pode-se combinar a forga de gravida
de de arragao com a forga centrifuga obtendo a forga de gravidade efetiva . Essa & uma fun
gao principalmente da altura e da latitude e tem a diregao da vertieal local, nao  passando
entretanto pelo centro da Terra.

Fig., 3 - Representagao vetorial das aceleracoes da gravidade,
efetiva e centrifuga.

A forga de gradiente de pressao & simplesmente escrita como —uVp; suad derivagao & en
contrada na maicria dos livros textos de Meteorologia Dinamica, exemplo Holtom (1979).

Uma derivagao formal da forga de atrito envolve o conceito do tensor de c¢isalhamento
T30 (ver Batchelotr, 1970),mas para fins de aplicagio em Meteorologia e comumente apresentade
pot:

[
—+

Fe=<

o)
13

- - . . -~ . L] 13 r -
onde 1 & o cisalhamento do vento, proporcional a derivada vertical da velocidade, O coeficlen
te dessa proporcionalidade e o cpeficiente de viscosidade. Nota—se que & priori supos-se que
as maiores variagoes ocorrem na vertical.

A forga de atrito & de maior importincia nas proximidades de superficie solidas  (bal
%05 niveis na atwosfera) e nas regioes de grande cisalhamento, como nas bordas de uma corren

te de jato. O coeficiente u pode representar condigbes laminares e turbulentas de escoamento,
e na maioria das aplicagoes ¢ considerado {questionavelmente) constante.
Explicitando as fergas reais na Equagac 19, tem-se finalmente:
- >
av 9T

- 28 x¥ - 7 .1
S Wx¥ - a¥p + E, + 2 5, (22)

8. DECOMPOSIGAD DA EQUAGEOC DO MOVIMENTO

0s movimentos atmosfericos de grgnde escala s30 predominantemente horizontais, com uma
razao de aspecto 8§ = D 4a ordem de 10 (D=10 km e 1L=1000 km sao, respectivamente, as  esca

L3 . - . —
las tipicas de espago na vertical e horizontal). Assim sendo, para propesitos de analise teo

rica e mesmo de previsdo numéricas, torna-se aconselhivel considerar a equagaoc do movimento




separadamente em s5uas componentes horizontal e vertical.
Definindo:

V.=ul+v], (23)

a componente horizontal da equagaoe do movimente &:

¥ 1

B e x¥ =~ 1y p+i Eiﬂ (24)
Dt : | p H p oz 7

onde:

D 3 & 3

EW_B-E*'VH'V.FE' e

=29 8in ¢

2 o parametre de Coriolis. O operador D/Dt foi também separado em tres partes, a saber: a ta

xa de variagao local {ou tendencia), a taxa de variagao horizontal advectiva e a taxa de va

riacao vertical advectiva, e

+ U - BV
o —_— 1 + —

o G 3y 3

& a componente horizontal do veter cisalhamento.

A componente vertical da equagio do movimento :

>
Dw 1 3p 1 31
— = - = - -k = = 25
Dt p 0z By £ p 9z (25)
Termos esféricos nao foram aqui incluidos por serem comparativamente pequencs e, portanto,

despreziveis para fenomenos meteprologicos de escala sinotica.
Deve-se_ainda notar a nao-inclusae de termos que envolvem a componente horizontal do

vetor rotagac @ na Equagde 24, como decorréncia da pequena razac de aspecto, e na Egquagao
25 por consideragoes de energia.

9. 0 NOMERO DE ROSSBY E A APROXIMACAD GEQSTROFICA

Em Meteorologia Dindmica adota-se uma escala de tempo do tipo advectiva, i.e. T=L/V,
onde V & uma velocidade tipica. Supondo-se que W=&V como fornecido pela equagao da  continui
dade; na rcalidade este valor @& menor visto que existe a temdéncia de cancelamento entre o3
dois termas em Vy,.V. Assimi

-
i N
Dt L *

-
o (fk xv,) ~ fu,
H
1 P
O(EVHP)-‘E .

A razao entre os termos de imércia, U2/L, e a aceleragao de Coriolis, fU, g por defini
Ggao o numero de Rassby, Ro’ i.e:

R = WL (26)

1
o TTU £L




€ uma maneira conveniente de avaliar o termo de aceleragao. Para R <<l, existe portanto o ba
lange aproximado entre as forgas de Coriolis e a de gradiente de pressac (a forga de atrito
foi omitida, por hipotese), ou seja:

fﬁxii ——v P @n

Ao vento horizontal V _que satxsfaz a bquagao 27 da-se o nome de vento geostroflco. Assim,

dado um campo de pressao sempre & possivel comstruir um campo de vento geostrofico como
aproximagao do vento real. Contude, nem scmpre o vente goestrofico constitui boa aproximagaa
para o vento observadoe, sobretudo em casos onde os efeilos de curvatura do escoamento sao
gtandes.

Tomando o produto vetorial Kx da Equagzo 27, tem-se explicitamente:
] K x VH P
B ¢ £

<}

(28)

Pode-se entdao ver que o vento geostrafico & um vetor que ¢ paralelo as linhas de pres
saa constante (1bobaras) Ainda, se p e f forem tratados como constarte, pode-se mostrar que
o vento peoestrofico deriva de uma fungao de corrente

ﬁg =fExvy (29)
COom

o
LY (30)

A dificuldade de ser ter ¢ comstante pode ser facilmente removida fazendo uso de  ou
tras coordenadas verticais que nao a da altura Z Examinando a EqanEO 28, pode-se wer que
o vento gecstroflco sopra de modo a ter regLoe“ de alta pressdoc a sua direita quando no llemis
ferio Norte, e a sua esquerda quando no llemisfeério Sul, como ilustrado na Figura 4.

(&)

Fig. 4 = Representagao vetorial de¢ vento geostroflco para:
a) o Hemisférioc Norte e b) Hemisfério Sul.

10. A APROXIMACAG HIDROSTATICA

Uma grande szmpllflcaqao pode ser feita na kquagao 25, visto que as aceleracoes verti

cais, no caso de movimentos de escala sinotiea, Sao pequenas quando comparadas com a gravida
de, por exemplo. Hota- se, de fato, o balanco aproximado entre a forga de gravidade e a de gra
diente de pressao, ou seja:

1 32

-5 e 0. ‘ (31)

Esse tipo dc balango denomlna~se aproximagao hldrostatlca e a Equagao 31 tem a seguln
te 1nterpreta§ac fisica: a pressao em um ponto nada mals € que o peso de uma coluna de area
horizontal unitaria que se estende do ponto em questao até o tope da atmosfera.
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A aproximagao hidrostatieca encontra importantissimas aplicagoes em Meteorologia (Hess,
1959). Uma delas & seu uso no cilculo de alturas de superficies isobaricas a partir dos dados
de pressio, temperaturas e umidade de ula radiossondagem, Qutra € que, pelo fato de  wmanter
uma correspondencia univoca entre a pressao e a altura, permite o uso da pressac como coorde
nada vertical (independente). Nesse caso, a altura z passa i ser variavel dependente. -

Essas duas aplicacoes sao consideradas nas duas proximas secoes.

1i. A EQUAGAQ HIPSOMETRICA

A equagao hidrostdtica pode ser reescrita como:

(32)

1 3p...8
P RT

usando a equagao de gas perfeito.

Integrando a Equagao 32 entre dois niveis, p; (inferior) ao qual corresponde a altura
z; e pp (superior) ao qual corresponde a altura zp, bem—sc:

23
3
FA

p
JzTa(lnp)=—§-J

k4
Pl !

Introduzinde T, a temperatura media da camada entre as superficies de pressao pj e P,
obtém-se na equagao acima, a equagao hipometrica:

bz = zy - z} = %; In (%i) (33)

Essa equagao assegura que a espessura entre duas superficies isobaricas, p1 e pas e diretamen
te proporcienal a temperatura (virtual, para inclusao da unidade)} media. Nota—se gue T e uma
fungao das coordenadas horizontais x e ¥.

A determinagao da altura de uma superficie isobarica faz-se na pratica com o uso suceg

sivo da Equagao 32 para intervalos de pressao que cobrem a distancia entre a estagao € o Wl
vel considerado.

12. CQORDEMADAS VERTICAILS

Varias coordenadas verticais, outras que nae a altura geométrica (ou geopotencial, pa
ra ser mais exato), podem ser usadas em Meteorologia DinZmicaj todas elas apresentam,obviamen
te, suas vantagens e desvantagens.

A anilise das equagoes da termchidrodinimica, quande escritas nessas coordenadas, g
indispensavel para a construgao de modelos numéricos. Esta anilise & uma metodologia _altamen
te eficlente para estudar os sistcmas de escalas sinoticas, que receberd maior atengac  nas
segoes seguintes. Sabe-se, atraves de uma analise de escalas, gque para esses sistemas a aproxi
magau hidrostatica & v3lida e isso justifica o uso de outras coordenadas verticals nas  equa
goes povernantes.

De fato, & necessaric que uma fungao qualquer s(x,y,z,t}, chamada ecoordenada vertical
generalizada, seja uma fungio monotdanica de z, estabelecendo uma relacao univoca entre s e z.
A aproximagao hidrostatica garante tal relagao, por exemple, quando s coincide ser a pressao
p; isto & ipualmente verdade para outras coordenadas.
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Na segho seguinte as equagoes fundamentais, em coordenadas z, 53¢ reescritas e tomadas
como veferencia no que tange ao uso de coordenadas verticais generalizadas. Sac elas:

Equacac do movimento

av

H 2 _ _1
—a_E—+fEXVH_ E‘V

Equagao da hidvostatica

>
p=l

= - pg.

o

z

Lquagao da contipuidade

g 1+ VeVt

=0,

13. AS RELAGOES DE TRANSFORMAGAD

A coordenada vertical gemeralizada s @ uma fungao das coordenadas espaciais

¢ do tempo £, i.e.:

s =8 (x,¥,2,t)

monotdnica com z e satisfazendo uma relagao de univocidade, o que permite portanto

equagao 7 como:

z =2z (x,¥y,8,t).

(34)

(35)

(36)

7

X, ye =

(38

escrever

(33)

A Figura 5 ilustra geometricamente a obtengao das relagoes de transformagao entre  as
coordenadas z e s. Representando por a qualquer uma das coordenadas x, y ou L, tem-se, para
uwma fungao escalar £ qualquer:

I L T TR VRN Sl
Aa Az ' da Aa
que, no limite para Aa = 0, resulta:

¥, _ A Az af
Gads =5 Gds * Gz

RN
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Fig. 5 - Diagrama

"
esquematico

‘PO_.
usado na conversao de coordenadas verticais.

(40)
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Com referéncla as coordenadas horizontais x e y, a Equacdo 40 pode ser escrita compac

tadamente em sua forma vetorial, i.e:
_ af
Vs f= VH f + (VSZ) E&“ - (41)
: s s : >
Sem malores dificuldades, Lem~se para um campe vetorial gqualquer F:

-
Fav ¥ ¥
Ve Fa v F e v .o (42)

Finalmente, com respeito a coordenada vertical tem-se simplesmente:

a e 88 (43)

Com referéncia a um sistema (x,y,z,t}, a taxa de variaca» total, um conceito lagrangia

no, de um campo escalar f & dada explicitamenie por:

Di*

= (2t BE
ﬁEz-(Bt)z+ 33 A P (44)

8z

Ja com refercnc1a a um sistema (x,¥,8,t), quande [=f (x,y,s,t), pode-se facilmente mos
trar, usando expansac em série de Taylor, que:

DE ; . 3f
@& AT (45)

onde §, definide por:

s
—E-+ VH . VHS + W

ar

I

: (46)

2|

§ =

o
o
-

faz o papel da componente vertical de velocidade {(nac necessariamente com dimensac de veloci

dade)} no sistema de coordenadas generalizadas.

£ oportune fazer aqui duas observacoes. Primeiro, a taxa de variagao total, devido ao
L L - " H L - -
sen significado fisico, independente do sistema de coordenadas usado na descrigao matematica.
Assim,

Df, _ DE. _ Df .
EE)Z = Ef)s = 5t » simplesmente,
Segundo, 6 conceito de dlferenc1a§a0 parcial faz com gue, por exemplo as derivadas temporaic

que aparecem nas Equaqoes 44 e 45 sejam diferentes e relacionadas entre si pela Equagao 40 fa
zendo a=t.

Uma relagao bastante util entre w e s, as componentes verticais nos dois sistemas, po
de ser obtida aplicandc as relagoes da transformagac nos termos individuais (taxas local e ad
vectiva horizontal e advectiva vertical) da taxa de variagdo total dada pela Equagao 44. As
sim:

@y _ 2z of
) = GPs - GP, 37 0 (47a)
- - &> - -+ E;
Vy o VE =V LV B (Y LV 2) 5 (476}
w3 L 2 3 (47¢)

A4




Somando essas tYBs equagoes, tem-se que:

Df _ ,Bf > 3s  Of

'ﬁ-f-(at)s+VH'Vf+Lw() V AALHE P (48)
Comparando as Equag_Ses 48 @ 46, chega-se 3:

L JE .

§ =5 [w (E)s {JPH . VS z:]. (49)

A Equagao 34 guando transformada para um s:.stema {%,¥,5,t)} serd modificada espf'clalmen
te quante ao terme da forga de gradiente de pressao, Fazendo f=p e usando a Lquagao 41, tem-
~-s5e:

1 =1 - p 1
VaP =5 %P (Vg 2) 52 o

‘0

ou, usande a equagao hidrostitica:
1 1
—_ = = +
s Py Ygp*i ¢,
onde ¢ =g z & a fungao geopatencial,
Deve-se notar que a forma dos outros termos ndo se altera, e atengao & dada a forga
de gradiente de pressao, _pois em cocrdenada gencrah?ada & agora representado por dots termos,

com 1mportante3 implicagoes quando se pensa em modeld-lo numericamente, Essas cons:.deraqoes
estao fora do escopo desse trabalho. Assim, em uma forma completa, a c_quagao do movimento &:

w,
m__+£Ele

uh-‘

Ve PV 8. (50)

Considera-se agora a equagdo da comtinuidade (Equagao 35) escrita com a coordenada ver

tical generalizada. Assim, por termos, tem-se:

@
Qr

=%
"’L:: +

EE
sz

r

A equagac 36 pode ser reescrita:

3

D s ds | 3w _ - H -
BE 1np+Vs.VH+-E Y Vsz.—asj 0,
ou:
D ds Iw >
go e+ V.V 52 [E'a_ (‘crs.z.ﬁﬂ)xwrﬁ.a sz:]=0,
ou:

> as 3 3s a7 _
Dlnp+Vs.VH+-§£E[w Vz.VH]+az VH.VS -a-s-—O.

e e




para "completar™ a expressac de s {ver Equagzo 49, usa-se 0 artificio de somar e sub

trair 88 & (EE) na expressac acima, o que resulta em:
dz 98 “dt’s y .

j & ds 9 + 9z 38 3 3z as 9 3z
T3 in p+VS . VH 57 58 l:w - (Vsz) . UH _E}‘E)S] + 5, ‘51-1 < e %= % (ﬁ) .
ou

T o0 ' .38 s | - @ _ Bz | 3 3s
mp + ¥y« Yyt gg Lvm VoV os ] 3z w- Voza vVt |3 G2 T

gle

ou

D ¢ o 8s_ 13 sy s e dE g 027 .

LU PR AR A Tl Tl TR T [:Bt G * Vg Yses | T 0
F]

Du

D EL] 3 iz > ez k] 0z

Dtlnpi‘vs '¢§l+¥+3_fln('3—s)+v}1 Vsln-g-g+s~5-§-1n(§-§)=0,

ou

1] D 3z s

o lop + g 1o )+ Ty - Vgt gy 0,

ou, finalmente,
Do (o2 § .3
pg Im (o5g) * Vs - Yy 7 0.

Nota—se que %% refere-se ac sistema (x,¥,s,t). A equagao da termodinamica e a do estade tem

sua forma conservada.

14. O VENTG GEOSTROFICO EM DIFERENTES COORDENADAS

0 vento geostrofico, como foi visto, Z um vento horizontal que resulta de balange el
tre a forga de Coriolis (~fkxV) e a forga (horizontal) de gradiente de pressaoc. Referindo-se
3 Equagao 50, este balango a:

1

-
0=fExvg--5 U T A

ou
-+

1 vsp
Vg“fﬁ){(—-a—+vs¢). (52)




Agora, considera—se os seguintes casos:

a) s=z, §=f=y

Vg=%—l€x(v§—p)+ B4 ﬂﬁx:?p (53)
b) s=p; s=pzu
ir’gﬂf'—ﬁx{—v{i £ Y gz}=%-!2xvpz, (54)
e) s=0 ; 5=0
Vo-ig {_93+v®gz}. (55)

Pode—se mostrar ainda que em coordenadas isentrdpicas

5
v
g

1
EExveu:;wpr*-gz,

e ¢ & chamada fungao de Montgemery.

-15. VENTO TERMICO
_0 conceito de vento térmico & muito Lmportante em Meteorolog1a. Ele fornece a taxa de
varlagao vertical ou o cisalhamento vertical do vento geostrofice compativel com a existéncia

de um gradicnte horizontal de temperatura.

Usando um sistema de coordenados p, a diferenga &Y = ?T =¥ 1" ¥ , entre os ventos
geostroficos de dois niveis, 2{superior} e 1 {(inferior), pode sey ~ escrita como:

V= ERxv (- 20 . (56)

Usaudo & Equacao 33 para suybstituir a espessura Az=zz-z1, tem-5¢e:

=R Pl

T —f—ln (PZ) EXVPT, 57
ou ainda

> :

2 _ g1

az=f-,fExva. (58)

Desse mode o vento termico & um vento gue “sopra" de modo a ter regices quente &  Sua
direita no Hemisfério Norte, ou regides frias i sua direita no Hemisferio Sul.

0 conceito de wento térmico & muite Gtil ¢ permite interpretar certas configuragses ca
racteristicas da circulagao atmosférica, que decerrem do gradiente meridienal de temperaCura,
entre os polos e o equador. Ainda, ele pode ser usado ma obtengac de uma expressao que forne
ce a advecgao térmica, i.e.:

ATu—V.va. (59)
> e

Na expressao acima, supondo Vg a medla aritmetica dos ventos geostroflcos Vgl e ng
e usando a Equagao 58, chega-se a uma expressao explicita de AT, cu seja:

e ST Tt LI TR i e

i

PR




A, = £

— i ¥ | (V] sive (60)
T R (%%) gl’ g2

- - . . - » . L] o~ s . o~ &
onde o & o Angulo positivo definido a partir da diregao de Ggi para a diregao ng .

16. VORTICLDADE E CIRCULACAQ

3 a e - ’ . - = -
Vorticidade de um wetor & ¢ um campo vetorial, i.e., definido para cada ponto do flui

: : - P - - —
do, cuja componente em uma diregao generica dada pelo versor u, como mestrade na Figura 6, e:

3. (7xh) = lim Klgéﬁ.dI. (61)
as=0

aF

' - - *
Fig. 6 - Ilustragao do vetor vorticidade {(vxV).

Em meteorologia de grande escala, a componente vertical da vorticidade {que mede  por
tante a rotagac em um plano horizental) % mais importante que as componentes horizontais e rg
cebe impropriamente o nome de vorticidade. Essa componente & usualmente designada por T e da
da por:

N v du
E. (va):§='~a'-}—"--§;. (62)

0 teorema de Stokes & fundamental, pois relaciona o vetor vorticidade com uma integral
de linha, i.e.:

”(vﬁ) . d8 = § ¥ .af. . (63)
5

Essa integral de linha, chamada eireulagde, € uma medida macroseopica da rotagao para
Zrea S. Definindo uma vorticidade média para a area S, ela relacionar-se~a com a  circulagzo
atraves de:

vorticidade média x area = circulagao.

A conceituagae fisica de vorticidade pode ser obtida com um exemplo bastante  simples
como a da rotagio s6lida, onde um wirtice & dado por:

V.t=v .= or] .
t tangencial or j} w =constante

Nesse caso, chega-se 3 xV = 20k mostrando que a vorticidade em um ponto € duas vezes a
sua velocidade angulat de rotagao.

1S
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17. TEOREMA DE HELMMOLTZ

Algumas definigbes sac necessarias. A primeira, de linha ou filamento de vdrtice, € uma
linha que em cada ponto & paralela ao vetow vorticidade local. Um tubo de vortice & uma super
ficie cilindrica no espago ocupade pelo [luido, cujas geratrizes sao linhas de vorticidade
que passam pOr uma curva fechada.

0 teorems de Helmmoltz, em 1358, diz que a intensidade de um tubo de vértice {ou sela,
a circulagdo calculada ao lopge de uma curva fechada pertencente a superficie do tubo) E cons
rante ao longo de sua extensao. Como consequéncia, um tube de vortice nao pode terminar den
tro do fluido.

18. TEOREMAS DE BJERKNES E KELVIN

Uma vez definida a vorticidade, deve—se fazexr a distingBo entre a verticidade absoluta
{em relagao a um sistema inercial) e a vorticidade relativa (em relagac a um sistema que gire
com a Terra).

Aplicando o operador Vx & Equagao 17, chega-se a:

vx¥_ = ¥+ A, (64)
a r

cuja componente vertical gt

L =t +f (63)

—+ - -~ . . ' .
com £ =2.K = 20seny & o paranetro de Coriolis definido anteriormente.

De uma maneira bastante similar:

c =c, *2 JJ g .48, (66)

onde Ca e Cr sao as circulagSes absoluta & relativa, respectivamente.

Um tooremz de fundamental importdneia 2 o denominado primeiro teorema de Bjerknes. Ele
mostra que para um fluido ideal (sem viscosidade), a taxa de variacao total da circulagao
absoluta €& dada por:

9 § ap (67)
)

{supondo-se tambem que todas as forgas de volume derivam de um potencial, ou, em ouvtras pala
vras, sejam comservativas).

Se em adigao s hipoteses acima for considerado um fluide bavotripteo, i.e., onde p=p
(p), entdo:

s Lo (68)
dt '

Essa & @ expressap matemitica do teorema de Kelvin, em 1869,




Uma nova expressio para o teoremz de Bjerknes pode ser obtida combinando as Equagoes
66 e 67, o que resultard em:

dC
—ro_¢ ., 4
Y § 5 23 JJ g.4%, _ 69)

ou considerando uma Brea horizontal 8, em:

dC
r.g &4
= é R IR (70}

19, EQUACAD VETORIAL DA VORTICIDADE

A equacac do movimento em coordenadas (x,¥,2Z,t) & dada por:

-

%? sV 2 2V = - %—Vp - gk + 7. (713

Substituinde o termo de advecgas por:

&

Foy ¥ o) x ¥+ v LY

e tomando ¢ rotacional da expressao obtida, chega-se 2 equagdo vetorial da vorticidade. As

sim, defininde

oy + 2=,

tem-se:

aaa - > 1

Tt—+?.v3=—q O + Q. T+ L Txoup+ Wl . (72)
a a a pz

Na derivagio da Equagio 72 € usada a seguinte identidade vetorial:
v @) = 2 (v.8) - &9 B+ G0 - D).

Assim, ve-se pela Equa;Eo 72 que localmente o vetor vorticidade abscluta aa pode va
riar devido a cinco mecanismos fisicos, diferentes, a saber (na ordem em que aparecemna Equa
gao 72):devido a advecgio de vorticidade absoluta, ao termo da divergéncia, ao termo de estl
camento e torgao de tubos de vortices, a efeitos baroclinicos e a processos de dissipagdo

viscosa.

Devido ao fato dos movimentos sindticos serem predominantemente horizoutais, a compo
nente vertical da Equagao 72 & de importancia mais imediata em aplicagoes meteorclogicas, As
gim, tomando o produto escalar com K, tem-se:

» 3 ow v _ Bwde , 1 0 3p _ 30
e T Yy VD) H v g @) V) Gra, "5y 32 ' 5f Gxay by 3 (3

20. ANALISE DE ESCALA DA EQUACAO DA VORTICIDADE

Nem todos os termos da Equacio 73 tém igual importaucia. Uma anilise de escala permi

te fazer simplificagoes consistentes para o caso de wovimentos de escala sinotica. Assim ado
tando valores tipicos para:

T e

B T T

BT A

e s

[ u—




v - 10 ms ! (velocidade horizontal),

w102 ms ! (velocidade vertical),

L~ 108 (distancia horizental),

D- 10" m (distincia vertical),

&p - 103 n/m? {flutuacoes horigzontais na pressaal},

Sp -2 ~ . .

- L0 {flutuagoes percentuais na densidade),

f ~ 10-q {parametro de Coriolis, para latitudes medias),

- -1 - -
B = %% ~ 10 1 7% 1(parnmetro de Rossby),

-5 - s x
p '.%" 10 ~ s ! (vorticidade}.

as magnitudes dos v3rios termos na equagao da vorticidade sao:

2, Vs~ = 0%,
w %% - %ﬁ = 10—11 s-2 .
v %; ~uge 20 g
£ 9.9, 3 %? s 1077572,

0 simbolo £ usado nos ultimos tres termos indica que em cada caso & possivel que as
duas partes da expressdoc podem cancelar-se parcialmente resultando em magnitudes ainda meno
res. Em especial, o termo da diverpéncia deve dar uma ordem de magnitude menor para poder
satisfazer a equagao da vorticidade,

Assim, retendo somente os termos da ordem de 10“]D 5-2, tem=-se 2 equag;o simplificg
da da vorticidade:
14 = - -
c vV, V() = (c+f) V. Vo (74)

2}. VORTICIDADE POTENCIAL PARA UM FLUIDO BARQTROPICO

Considere—se o mesmo sistema fluido mostrade na Figura 2.

Eliminando V.V, entre as Equagoes 15 e 74, pode~se chegar a uma lei de conservagzo pa
ra a quantidade
o o (715)

1 —'H '
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Dx _ . (76)

A quantidade © & denominada vorticidade potencial absoluta. Fisicamente contém  todos
os mecanismos (nesse caso, o unico devido a dlvcrgonc1a para mudar a vorticidade relativa de
uma parcela ao longo de seu movimento, A conservagac da vorticidade potenc1al absoluta  como
definida pela hquagao 75 & estritamente vallda no caso de um fluido barctropico em dlvergEB
cia horizontal. No case de V.V 20, a expressao coincide com a vorticidade absoluta. No  caso
de fluidos baroclinicos, sua eXpressao 2 outra e novas leis de conservacao devem ser deriva
das {ver Teorema de Ertel em Pedlosky, 1979},

A conservacao de n & uma rcstrlgao sobre o mov1mento do fluide ¢ representa um mecanis

mo restaurador que, uma vez perturbado, da origem as ondas de vorticidade, das quais as ondas
de Rossby barotropicas sem divergéncia & o exemplo wais conhecido.

22, A ONDA DE ROSSBY

0 tipo de ondz de maicor 1mportanc1a no estudo dos movimentos atmosféricos de grande es
cala | € a onda de Rosshy. Neste trabalho, s serd apresentado o prototlpo da onda de Rossby,on
de n@o sc consideram os efeitos da divergéucia e da estratificagdo.

4 onda de Rossby surge devide ds variagaes do parametro de Coriolis, ou seja, ¢ chama

do efeito B. Lla pode ser isolada (i.e., j3 separada de outros tipos) considerando a equagao

da vorticidade {Equagao 74) com o termo da divergénecia nulo. Expandindo-a, chega-se a:

3L

3F * Vg V(g = 0. (77)

Supondo que o movimento consiste em um estado basico zonal constante mais uma perturba
§ao horizontal, i.e.:

u=U+u ; ov=v' ; =g

e definindoe uma fungﬁo de corrente ¢, tal que:

' _'—ail Tnﬂ' '
uo= ay v ax (78)

chega-se @ equagao linearizada:

2 g2 3 gzyr, g R

V2 + U 2t g2 -0 (79)
Agora, supondo solugbes do tipo

pix,y,t) = R, { P el (kux+1ly-ot) } (80)

tem-se, pela Equagae 79, que

c=T - =2, (81)
k2+12

onde ¢ & a velocidade de fase na dlregao %, ¢ k e 1 os nimeros de onda nas dlregoes X € y,res
pectivamente, e § = gﬁ o parametro de Rossby.
¥

Pode-se ver pela Equagac 8L que a onda de Rossby propaga—se sempre para o oeste com re
lagac ao estado basice.

e
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23. SOLUCEO NUMERICA DA EQUAGAO DA VORTEICIDADE BAROTROPICA

Ho caso de uma atmosfera barotrdpica sem divergencia, a Equagao 74 pode ser escrita co

mo:

3 (82}

ax VA = - TG TR
t

Suponha-se que em algum instante t_conheca-se o campo de fungao de corrente como fun
gao da latitude ¢ e da longitude A. Deve~se mencionay gue nd pritica o problema de cobertura
observacional naoc & de modo algum trivial. Condigoes de contotno devem ser apropriadamente es
tabelecidas.

lugar escrita em forma adequada para ser reseolvida em

A equagio anterior & em primeiro
computadores digitais. Em Meteorologha, tecniecas de diferemgas finitas sao as mais populares.

Execetuando problemas peculiares existentes no inicio da jntegragao, a sequencia de pro
cedimentos para resolver a Fquagao 82 pode ser resumida a (Roltiner and Willians, 1980} da sg
guinte maneira:

n At de tempo  {supoe-se

a) calcula-se o jacobiane usando valores correspondentes a um nivel
At & o incremento em tem

que os valores de § para todos niveis antericres sao conhecidos;
Pol;

b) usando diferengas finitas em tempo, centradas, poY exemplo, calculam—se os valores de A2¢
refercute ao nivel (n+l) At de tempo;

c)obtendo A2y entdc por um processo de relaxagio (ou qualquer outro), resolve-se a equagao de
Poisson acima, conseguindo assim o campoe futuro de | propriamente dito;

d) repete-se o processe de item (a) até gque todo o intervalo da previsao seja coberto.
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