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MEDICAC DE ERROS DE UMA APROXIMACAO DETERMINISTICA PARA
UM PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DE PRODUGRO ESTQCASTICO

) Celso Massaki Hirata
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Hordcio Hideki Yanasse
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RESUMO
-

Apresenta-se uma metodologia para estimacao de erros
decorrentes da utilizacio de uma aproximagio deterministica para um
modelo de planejamento de produgao estocastico sequencial. Adificul
dade em estimar estes erros consiste em determinar um limitante in
ferior para o problema sequencial focalizado, ja que este € de solu
cao extremamente complexa, talvez desconhecida, a menos que estrutu
ras de custos particulares sejam utilizadas. A metodologia sugerida
utiliza a simulacido digital para obter uma estimativa dos limitantes
superior e inferior para a solucao 6tima do problema. Alguns resul
tados computacionais limitados sdo apresentados usando um problema
de planejamento de produgao, onde se admite que as demandas sao dis
tribuidas normalmente. -

ABSTRACT

: In this paper we present a methodology to estimate
the relative error of a deterministic approximation to a stochastic
sequential production planning problem. The difficulty inestimating
these errors is in the determination of a lower bound to the
sequential problem. The latter is of extremely compleX situation,
perhaps unknown unless special cost functions are used. The
suggested methodology utilizes digital simulation to get an
estimate of the upper and lower bounds to the optimal solution of
the problem. Some limited computational results are presented using
a production planning problem where it is admitted that demands are
normally distributed.

1. INTRODUCAC

Em problemas de plancjamento de produgdo, nao raro &
feita a hipotese de que as demandas sap conhecidas exatamente, quan
do, na realidade, elas sdo de natureza incerta. Modelos determinis
ticos de planejamento da produgdo, como por exemplo 0s apresentados
em Hax (1978), sao utilizados, muitas vezes,represcntandosituagﬁes
reais onde as demandas sio de natureza estocdstica. Tal aproximagao
visa, na maioria das vezes, uma simplificagaoc do modelo que, de ou
tra forma, seria de solucdo extremamente complexa. O problemaocasio
nado pela 'incerteza das demandas € contornado através de um estoque
de reserva que procura absorver as flutuag¢bes da demanda com rela
cdo as projecoes obtidas. .
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A aproximagao de um modelo deterministico por um mode

lo estocdstico carece de estudos indicativoes da qualidade das solu
¢bes obtidas. Bitran e Yanasse (1982) desenvolveram estudos na bus
ca de resultados que viessem a preencher estas lacunas. Eles apresen
tam limitantes para os erros decorrentes deste tipo de aproximagao
para problemas de planejamento da producdo com fungoes-objetivos par
ticulares. Mais especificamente, eles compararam o modeld:

(D)
v +

v(D) = Min T (StG(Xt) +h I, + v, X_+o0 Ot) ,
t=u

sujeito a

Xt + I, 4 - It =3t t = u, u+tl, ..., Vv;
0 = Xt 5 Ct + 0t t = u, , V5
: (@)
L X, = & a - T t = u, , Vi
L=u £ t u-1
onde:
1 se Xt>0
6(Xt) = t = U, oo, V3
se X =20
t
Ii-1 dado;

I, = I - S
¢ = max £r © t = U, oo, V;
d, € um valor pré-fixado para a demanda, no perddo t;

Xe & a quantidade a ser produzida no periodo t;

1. é o estoque (se positivo) ou falta (se negativo) carregado

do periodo t para o periodo t+l:




5 o custo de producao por unidade no periodo t;

€

Ve

S, & o custo fixo de producdo no periodo t;

ht & 0 custo unitario de se carregar estoque do periodo t para
o periodo t+l;

o, € o custo por homem-hora de horas extras mno periodo t;

0t € a quantidade de homens-horas extras usadas durante o perio

to t;

Ct=é a capacidade regular em homens-horas no periodo t;

2, () & a quantidade cumulativa que deve estar disponivel até
o perfodo t para que seja mantido um nivel de servigo de
(1-a) s, '

com o modelo:

(sp)
. v : - +
v(SP) = Min E tiu Se 6(Xt) + ht It + vy Xt f o Ot ,
sujeito a

05Xt<Ct+0t ) t = u, , V3

t

X, > e, (e} - I _ t = t, y V3

g=u  F t u-1
Xe ¥ Ty - 1 = 4y tEu e, VS

onde o0s pardmetros ¢ varidvels sdo definidos como anteriormente; dt
& a demanda no periodo t, admitida ser estocdstica, e E (.) indica
a esperanca matematica.



Os resultados encontrados por Bitran e Yanasse, utili
zando demandas com distribuicdo normal, Poisson e Gama, foram enco
rajadores, revelando erros relativos inferiores a 10%. Uma generali
zagdo da férmula dos erros relativos para o caso de miltiplos produ
tos foi também obtida através de uma extensao simples do caso comum

r

tnico produto. .
Convém lembrar que o processo decis6ério real €& do
tipo sequencial, ou seja, a decis@o de quanto produzir € tomada apds
observado o estoque restante do periodo anterior. Em (D) e em (SP)
isto nao & considerado. O problema sequencial formalizado a seguir
reflete esta caracteristica sequencial do processo decisdrio.

Seja F. o conjunto dos pontos (Xt, Ut) que satisfazem:

.0 <X, <C_+0

t t £’

Xt + It_'1 - It = dt;

P (It < O/It_l) i o,

-onde:

é a probabilidade de existir uma falta de estoque no perio
do t;

“t

Pr(') € a probabilidade para um evento.

Seja o problema (S) definido abaixo.

— » +
v(s) = Min {Edu/Iu-l [?u (Xu) + Hu(Iu) + ou(Ou) +
(Xu, Ou) € Fu
s +
¥ Min {Edu+1/1u [cu+1(xu+1) * H (e
(Xye1, Ous1? ® Fuaa



A v

+ H_ (I7) + °v(°v)] }

F

onde

c, (X

‘ & o custo de produzir a quantidade X, no periodo t;

t)
e + .

Ht(I:) e o custo de armazenar o estoque I_t do periodo t para o
periodo t+l;

Ot(Gt) € o custo da utilizacao de 0t homens-horas extras no pe

riodo t.

A maneira que parece ser a mais natural déresolvereg
te problema & através de um método recursivo que comega dos proble
mas mais internos para os mais externos. Para tanto, solugoes fecha
das em funcao dos parametros de entrada devem ser obtidos dos proble
mas internos para'que 0s problemas mais externos possam, por suavez,
ser também resolvidos. Fungoes-objetivos mais complexas tornam invia
vel a obtengao de uma solucao para o problema por este método, dado
o estado atual do conhecimento. Pesquisas em estratégias de solugao
de problemas estocasticos de miltiplos estagios tém se limitadoaes
truturas de custos € distribuicdes de demanda especiais e, dentre os
trabalhos desenvolvidos , estes geralmente se limitam a  problemas
com, no maximo, dois estagios. O leitor interessado podera  consul
tar, por exemplo, E1l Azigy (1967), Everitt e Ziemba (1979) e C(Clark
e Scarf (1960) :

Em Bitran ¢ Yanasse (1982), um esforco foi realizado
no sentido de obter uma maneira de medir os erros decorrentes dauti
lizagdo de um modelo mais simples e vidvel de ser resolvide, ne 1lu
gar de (S). Para medir tal erro, necessitava-sc encbntrar1m11imitag
te inferior para o valor otimo de funcao-objetivo v(S). Para o caso
onde os custos de produgao sao da forma ct(Xt) =V, Xt, 0S5 custos de
armazenagem SAao Ht(I;) = ht I;, ¢ 05 rustos de horas extras 530 0,
(Ot) = o, 0., eles conseguiram determinar um limitante inferior uti
lizando sucessivamente a desigualdade de Jensen (Feller, 1966).

Este trabalho complementa o de Bitran e Yanasse {1982)
que apresenta uma maneira natural de obter uma estimativa paraumlji
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mitante inferior de v{S), quando as funcoes de custo envolvidas sao
mais gerais. Na Segd3o 2 apresenta-se a metodologia para a obtengdo
do limitante inferior, na Secdao 3 apresentam-se alguns resultados
computacioﬁais limitados e na Secao 4 fazem-se algumas considera
goes finais.

2. LIMITANTES PARA O ERRO

Rever-se-3 aqui como € obtida uvma solugao aproximada
para o problema sequencial {S), bem como uma maneira de estimar um
limitante inferior para v{S), admitindo que as demandas sejamdistri
buidas de acordo com uma certa distribuicao de probabilidade conhe
-cida.

Qualquer solugdo viavel para o problema (S) fornece um
limitante superior para v(S), uma vez que (S) & um problema de mini
mizagdo. Uma solucio viavel para (S) € obtida utilizando o problema
(D1) abaixo: '

(1)
N v P ]
Min tiu (ct (Xt} + Ht (It) o, (Bt)) P
sujeito a
0 < X, «C + pt t=u, ..., Vv; (1)
Xt - It + Itwl = E(dt3 T E B, .., V (2)
t
niu XQ LN (w) - Iu—l . t =W, «+., V. (3)

Xu e Gu’ obtidos de {p1), constituem uma solugao via
vel para {S)}, pois as expressoes 1, 2 e 3 incluem as restricoes do
periodo u de (S). Resolvendo sequencialmente problemas da forma de
(D1), obedecendo as restrigdes de cada estagio de (S), obtem-se Xt
0,s Tt =uvl, ..., v, gue constituem scolucgees viadveis para (8) nestes
periodos. Mais especificamente, far-se-ia, para o primeiro periodo
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resolve-se (D1), admitindo que Iu_1 seja conhecido e sujeito as res
tricoes (1), (2) e (3). Findo este periodo, I, Eoderé ser calctulado
uma vez observada a demanda du deste pericdo. Para o segundo perio
do, resolve-se (D1} novamente, exceto que agora t toma OS5 valores
t = u+l, ..., v+l, e 1 & o valor obtido anteriormente. Comisto, ob

teém -se X . 1 podera ser calculado, observada. a demanda
u+l u+l

0u+1;
du+ , neste periodo; e assim, sucessivamente resolve-se (D1) ajustan
do convenientementesos valores de t a serem considerados, obtendo
X; € Ot’ t = u+2, ..., v. Observe que esta solucdao de {S) para todos
os periodos & construida, apos observada as demandas em cada perio

do.

Uma estimativa do custo associado a solugﬁgs obtidas
com o procedimento descrito & calculada tirando a média dos custos
associados a estas solugoes para uma série de experimentos simula
dos. Ressalta-se que esta € uma estimativa de um limitante superior
para v(S).

Uma estimativa de um limitante inferior para v(S) ©po
de ser obtida, também, através de experimentos simulados. O gque 3¢
apresenta a seguir fundamenta-se no seguinte lema apresentado em Avriel
e Williams (1970).

Lema: "Seja f(X,z) uma funcao da variavel de decisdo X e da varia

vel aleatdria z. Entao,

E_ Min f(X,z) < Min E_ £(X,z), (4)
I ¢ - x 7 '

se os valores esperados e os minimos indicados existem’.

Considere, pois, o problema (S5). Admitindo gue oS Va

lores esperados € 0S5 minimos existam, pelo Lema pode-se €SCTEVET:

vu(s) E'Eau/lu—l { Min [cu(xu) + Hu(Iu) + OU(OU) +
(Xu,Ou) E Fu

. +
+ Edu+1qu { Min [Cu+1(Xu+1} + i‘lu+1£1u+1}

(Xu+1’0u+1) € Fu+1
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°u+1(0u+l) + e Ed /T, 4 { Min [CV(XV) +
vy (X.,0.) ¢ F
viw v

H(I0) + ov(ov)]} ]} - S

o+
= B { Min E [c (X)) + H (I) +
4,/ Iy | d,,1/d, T,.p L0 utu

+

-+

0,(0,) + o Min Edu+2/du+1,1u CH+1( u+l’
£

u+1’0u+1) u+l

+ Min

+

o
Hu+1(1u+1) MANPELCNVED R SRR '
' (Xv—l’0v~l) Fv—l

- i\ h ‘ { + -
Fay/ay 10140 | Cya1(Ryayd By Uy g) o °V‘1(U_v_1)
+ Min C(X)+H(I)+0(0V)]—| }
(X,»0,) € Fy

A aplicacao sucessiva do Lema da:

v(S) » ¥ [z, [ Rk : [
8/ ey L0 40 Ty d, /4, aml\m,av_l I, .. ‘*‘;nEF tfu(c (x,) +

+ H (ID) + o_t(ot),)] ] _— - (5)

T e i e T e
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Pode-5e escrever a expressio 5 em termos da distribul

gdo conjunta de d , d ni., d e ter-se-a

u+l’
v
v(8) > E [ Min T (e (X)) +
s T d. /I . t- 7t
u, u+l,..., V' Tu-1 ' =1 R
| (Xg,04) & Fy
-+
¢ B, () 4 0 (0 | (6)

0 1ado direito da expressdo 6 €, pois, umlimitante in

ferior para v(3).

- Admitindo que o problema de minimizagao possa Ser Te
splvido, obtém-se uma estimativa do lado direito de expressdoc 5 ou
6 utilizando a média dos custos associados as solugoes obtidas por
experimentos simulados.

Convém observar que o procedimento apresentado pode
sey generalizade trivialmente a problemas com miltiplos produtos, on
de a tapacidade produtiva & compartilhada para a produgio dos diver
308 produtos. |

3. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

0s resultados computacionais aqui apresentados 1imi
tam=-$e a um problema de planejamento da producao sequencial com 2
produtos, devido a restrigbes de tempo e custos de computagao. A fun
gao-pbjetivo wtilizada & da forma

fi

¢ (X))

ok
Ht(lt)

St G(th * v, Xt ,

H
»
i

o

@t(ot) =, 0,

e, portanto, nao-linear e mio~tonvexa. 05 dados basicos para esta si
wulacldo sdo apresentados na Tabela 3.1 .



TABELA 3.1

DADOS PARA O TESTE

PRODUTO 1 PRODUTO 2
Custo fixo de produgao 12000 5000
Custo de armazenamento .40/unidade-mes .31/unidade-mes
Custo de Hora EBxtra 9.5/hora 9.5/hora
Fator de produtividade .2 horas/unidade .1 horas/unidade
Custo de Produgao 19/unidade 15/unidade

Total de horas regulares poT periodo: 4000 horas
Nimero de periodos: 6

Demandas para os produtos 1 e 2 sdo admitidas indepen
dentes, normais e identicamente distribuidas de periodo para perio
do com médias e desvios-padrBes (9248, 4487}, (7644, 6659) respecti
vamente. :

Admitiu-se que 4y, = B, = 0.05, t =1, 2, ..., 6, ou
seja, o nivel de servigo & de 95% em todos os periodos, para todos
os produtos. Os estoques iniciais de cada produto foram admitidos
nulos.

Geraram-se demandas em numero suficiente para a reali
zacio dos experimentos desejados. Apresenta-se, na Tabela 3.2, para
efcito de verificacio da ordem de grandeza, apenas 05 valores da fun

cio-objetivo associados aos 10 priméiros experimentos.

[ SE S RE A B S G i R



TABELA 3.2

RESULTADOS DA SIMULACAO TESTE 1

NO DO EXPERIMENTO | LIMITANTE SUPERIOR | LIMITANTE INFERIOR
1 , 3795314.24 2270702.00
2 4690225.73 2903509.08
3 4137124.55 2647568,87
4 2291767.23 2010059.90
5 3513266.19 1985168.453

6 3896750.03 2410446.87
7 3727970.79 2311317.33
8 2534153.36 2088422.89
9 3625567.39 2268517.06

10 3331058.39 2961094.07

Foram realizados 40 cxperimentos para este teste.

0 erro relativo estimado para estes dados g de 43%. Es

estim. do limit. sup.-estim.-do limit. inf.).
estimativa do limitante inferior

te erro & obtido por: (

Observou-se gue a variéncia dos dados obtidos € peque
na, indicando que o intervalo de confianca para o erro Telativo € pe

Yueho.
Testes adicionais foram realizados para tentar identi

ficar se o erro relativo & sensivel a mudangas mos valoTes de certos

PATaAMeLros.
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Quando os custos fixos de producao foram tomados iguais
a 120.000 e 90.000 para o produto 1 e produto 2, respectivamente, ©
erro relativo foi de 59%. - )

Quando os custos fixos de producao foram tomados iguais
a 1200 e 900 para o produto 1 e 2, respectivamente, © é:ro relativo
foi de 36%.

3

4. CONCLUSOES FINAIS

Ha sempre interesse em saber da magnitude dos erros co
metidos por aproximacodes utilizadas. Os custos de buscar desenvolver
métodos alternativos com solucoes '"mais eficientes'" ou de colher in
formacoes mais acuradas, devem ser comparados com oscusfosdecorreg
tes da utilizac3o de solucdes subotimas. O presente trabalho apresen
ta uma maneira simples de estabelecer qual o valor madximo até o qual
seria interessante investir neste e§forgo. Sob este aspecto, varios
outros trabalhos em programacdo estocastica tém sido apresentados na

Jiteratura (Eirge, 1982; Huang et alii, 1977; Madansky, 1960; e Morris

and Thompson, 1980).

Os resultados obtidos constituem uma primeira tentati
va de medir os erros de aproximacao utilizada para um caso mais ge
ral do que o focalizado em Bitran e Yanasse (1982). Tais resulta
dos dao suporte aos usuarios de certos modelos de planejamento de pro
ducao.

Dos testes experimentais realizados, foram qbtidés er
T0os relativos superiores aos encontrados em Bitran e Yanasse (1982),
quando as funcoes-custos utilizadas eram lineares. Portanto, a apro
ximacdo para o caso nio-linear parece nao ser tao boa quanto para o
caso linear. Os erros mostraram-se sensiveis as variacdes do custo
fixo de producao, diminuindo com o seu valor, mas mesmo assim, sig
nificantemente maiores que o0s encontrados por Bitran e Yanasse (1982).
Ressalta-se que o limitante inferior apresentado € na realidade bem
simples e intuitivo. A sua qualidade precisa ser analisada e, quem
sabe, chegar a determinacao de um outro limitante de melhor qualida
de. Por outro lado, pesquisas poderdo ser realizadas no sentido de
idealizar uma outra aproximacao que produza erros menores. A resolu

cao satisfatdria do problema de programacdo estocastica com multi



\
plos estagios parece ainda estar longe de ser conseguida e represen

ta uma meta a ser atingida. .
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