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RESUMO

Partindo das equacoes de Maxwell determinam-se as carac
teristicas de propagacao das ondas eletromagneticas no espaco livre.
Justifica-se a validade da aproximacao hidrodinamica a ser utilizada e
deduz-se o tensor de condutividade do meio magnetoionico. Aplicando as
equacoes de Maxwell ao meio em estudo, determina-se a relacdo de dis
persao (formula de Appleton-Hartree). A polarizacao da onda e definida
e sua expressdo matematica em termos dos parametros do plasma, desenvol
vida. Finalmente, sio determinadas as caracteristicas fisicas da propa
gacao das ondas e1efromagnéticas em termos da formula de Appleton
-Hartree e da polarizagao das ondas.
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ABSTRACT

Starting from the Maxwell's equations, the propagation
characteristics of electromagnetic waves in vacuum are determined. The
validity of the hydrodynamic approximation used is justified and the
tensor conductivity of the magnetoionic medium is derived. Next, by
applying the Maxwell's equations to this medium, the dispersion relation
(Appleton-Hartree formula) is determined. The wave polarization is
defined and its mathematical expression in terms of the plasma
parameters is derived. Finally, the wave propagation characteristics
and their physical interpretation, in terms of the Appleton-Hartree
formula and wave polarization, are determined stressing the results
by their applications.



1- INTRODUCAO

Como se sabe, a ionosfera & a parte da atmosfera que se
encontra parcialmente ionizada devido 3 acado dos rajos ultravioletas e
X da radiacdo solar. Este meio ionizado encontra-se num campo magnéti
co ambiental que € o campo geomagnetico. Este trabalho consiste no es
tudo sucinto da propagacio de ondas eletromagneticas, especificamente
as ondas de radio, no p]ésma geomagnetizado.

0 tratamento & de ondas que se propagam num meio de di
mensoes infinitas, parcialmente ionizado, de baixa temperatura, e num
campo magnetico ambiental. Naturaimente, o plasma & eletricamente ney
tro, no sentido de que o niimero de cargas negativas {quase na totalida
de composta de eletrons) & gual ao de cargas positivas (7ons). Num
meio plasmatico podem existir, além das ondas eletromagneticas, varios
tipos de onda se propagando: ondas de choque, ondas de plasma (das mais
variadas), ondas hidromagneticas, etc. Cada um destes tipos de onda
tem a sua propria teoria que nao e nem mencionada neste trabalho.

2- PROPAGACAD NO ESPACO LIVRE

As equacdes de Maxwell, no sistema MKS racionalizado, pa
ra o espaco livre (sem cargas eletrdnicas p = 0, nem correntes J = 0)
sao dadas por:

vV-E=0, (2.1)

vxE-= --2%, (2.2)

v.+B=0, (2.3)

18- B (2.4)
C

onde ¢ & a velocidade da Tuz no vacuo.



Combinando o rotacional da Equacio 2.2 coma Equagao 2.4,
tem-se:

Vx (¥xE) = - -2 (¢ x B)

at

- L 9 E. (2.5)

Por outro lado o primeiro membro da equacao anterior fica:

Vx (VxE)= v (v-E)- v = -y2F (2.6)

Assim, as Equacbes 2.5 e 2.6 fornecenm:

v2E 1 9°E = 0. (2.7)
Toc¢? st

Esta @ a equacio da onda para cada uma das componentes de

E. A solucao da Equacdo 2.7 em coordenadas cartesianas e bem  conheci
da:

-i(Ec-}"c - wt)

E=Ee s (2.8)
onde

w = ke (k = |k|)s

k = k1§1 + k2§2 + k3§3;

X = x1§1 + X2§2 + Xa§3;

E = constante (unidades de campo el&trico) que pode, em geral ser

um nimero complexo.
A forma complexa de representar o vetor E,na Equacao 2.8,
e convencional. Naturalmente, no campo eletrico complexo E o que real

mente tem sentido fisico & a parte real de E, isto e:

campo eletrico real = Re {EJ.



Pode-se verificar que:

L
isto e:
V> -ik e vy = 92 5 k2, (2.9a)
e que:
2os e e 22 > -w?, (2.9b)
at at?

Pode-se verificar que, com a substituicao destes operado
res, a Equagao 2.7 & satisfeita.

De uma maneira analoga pode-se ver que, aplicando o rota
cional a Equacdo 2.4, obtém-se uma equacao igual a 2.7, portanto:

B = p otk - we) (2.10)

Aqui tambem, em geral:
Campo de inducao magnética = Re {Bl.

Nas Equacoes 2.8 e 2.10 o vetor k & chamado vetor de pro
pragagao e define a d1recao de propagacao da onda (k = 27/A = nimero de
onda). A constante w & a frequéncia anguiar da onda {0 = 2nf).

E interessante saber a relacdo geometrica que existe en
tre a direcao de propagacio e os campos E e B da onda.Para isto substi
tuem-se as Equacdes 2.9a e 2.9b nas Equacdes. 2.2 e 2. 4, respectivamen
te, obtendo-se



kxE = uB, (2.11)
kxB =- 2L
c® 7

Fazendo 0 produto vetorial desta ultima equacdo com k e substituindo a
Equacgao 2.11 no resultado, tem-se:

k-E = 0. (2.12)

As Equacoes 2.11 e 2.12 indicam que k, E e B sao vetores
mutuamente ortogonais. Por exemplo, se k = k&, e E = EE,,.entdo B=Be,,
conforme mostra a Figura 2.1. 0 plano formado pelos vetores E e B e o
plano chamado frente da onda.

1=

iﬁb)

tm

157y
@ |

E

Fig. 2.1 - Orientacdo dos vetores k (direcdo de propaga
¢do),E e B numa onda plana.

3- APROXIMACAO HIDRODINﬁMICA

0 tratamento anterior correspondeu a propagacdoc de ondas
eletromagneticas no vacuo. Naturalmente, quando no meio existem cargas
e particulas neutras, alem de um campo magnetico constante, o problema
da propagacdo torna-se extremamente complicadc. A aproximagao hidrodi
namica & uma simplificacdo do problema que, contudo, permite chegar
a conclusoes 1nteressantes.”Consiste em tratar os constituintes do gas
como um fluido, a diferenca do tratamento cinético onde o importante e



o movimento individual das particulas. Esta teoria @ aplicavel apenas
quando o comprimento de onda, da radiacao eletromagnetica que se propa
ga, & muito maior do que as distdncias interatomicas do gas.

As colisdes entre particulas neutras e ions, ou entre par
ticulas neutras (colisoes termicas) e as interacoes coulombianas entre
Jons, sao as principais interacdes do gas. 0 efeito coletivo das inte
racoes se manifesta como uma fo?ca de atrito, que tende a diminuir as
diferencas que poderiam existir entre os movimentos organizados de dois
gases. Por exemplo, entre um gas de el&trons e outro de  particulas
mais pesadas (atomos e moleculas neutras), existem colisdes que alte
ram a distribuicdo de velocidades dos eletrons convertendo uma distri
buicdo de velocidades uniforme, em movimento aleatorio ou térmico;isto
reduz a velocidade media do fluido eletrdnico. 0 efeito de colisoes en
tre gases de massas comparaveis & o mesmo, embora 0s processos sejam
bem mais complicados.

A forca de atrito entre um gas de eletrons, com velocida
de media ¥, e um gas de moleculas estacionarias e:

-
L}

- mev!, (3.1)

onde m_ & a massa do elEétron e v, a frequéncia de colisGes entre ele
trons e moleculas.

As interagdes por Tongo tempo contribuem para que o plas
ma se comporte de maneira a ter caracteristicas coletivas. Assim, um
gas de eletrons e outro de jons misturam-se ate fazer desaparecer qual
quer campo eletrico macroscopico, dando ao conjunto caracteristicas de
um gas eletricamente neutro.

A equagao de movimento; denominada tambem de equacao de
conservacio de momentum, para um fluido constituido de particulas de n
especies diferentes (massas M » velocidade media V_, cargas qs,densidg
de numérica N, [numéro de particulas por unidade de volume], pressao



parcial P , forca de atrito devida a colisoes f ) o qual se encontra
num campo e1etr1co Ee magnético B, & dada por:

dys 1
mS E = qS (E + Y-S x E) - FI_ Y PS + fs’ (3.2)
. R a8 . B
onde
dy oY
=5 = 5 + (V . V) Vo,
dt at - 8

0 termo vP na Equacao 3.2 & importante somente quando a
velocidade da onda e da mesma ordem de grandeza, ou maior que,a veloci
dade media quadratica (ou velocidade termica) das particulas.Em geral,
este ndo & o caso das ondas de radio na ionosfera; por esta razao este
termo & negligenciado no que se segue.

A Equacdo 3.1 & uma equacdo nao-linear (devido a presen
¢a dos termos (V_ - V)V eV x B) e, portanto, de dificil solucao. Con
tudo, supondo que as var1acoes de V s3o devidas unicamente as flutua
coes de E e B {sendo estas muito pequenas por serem campos da onda que
se propaga), e que B = By + B , a Equacdo 3.1 se simplifica considera
velmente, 1inearizando- se,uma vez que os termos (g -7V, e V xB 520
de segunda ordem. Com estas consideracoes, a Equagao 3.1 f1ca

~S _
ms‘—' = qs (E + !SXE{))"'ES: (3.3)

onde B, € o campo magnetico ambiental (i.e. geomagnetico) constante.

Por outro lado, a densidade de corrente J e:

n N
Q=E(NS+5NS)qS!SEENqV (3.4)

g '5~8



4- TENSOR DE CONDUTIVIDADE

As Equacoes 3.3 e 3.4, ja linearizadas, precisam ainda
de mais algumas consideracoes. Naturalmente, entre todas as especies a
mais importante e a componénte eletronica (as restantes sdao as diver
sas espeécies ionicas que podem existir), uma vez que 8 a mais leve
(me/mp = 5.446 x 10-"). Esta particularidade faz com que a resposta
dos eletrons a aplicacac de campos eletromagneticos variaveis seja mui
to mais importante do que a dos Jons que, comparativamente, podem ser
considerados em repouso. Desta maneira as Equacoes 3.3 e 3.4 simplifi
cam-se as equagdes correspondentes a um gas de eletrons. Com v, = Y,
m,o=m,eq, =-e, tem-se:

m o e(E+ VxBy) -muV, (4.1)
ot -7 -
g = = NEEs (4'2)
onde f = - mvV € a forga de atrito do fiuido eletronico com as outras
especies.

Lembrando-se que tanto o campo E como 0 B das ondas pla
nas (Equacoes 2.8 e 2.10) propagam-se com uma variacao temporal repre
sentada pelo fator eiwt, espera-se que o comportamento temporal de V
seja do mesmo tipo. Assim, com

v eimt

i

v(t)

i) = J elut

as Equacoes 4.1 e 4.2 ficam:



Da Equacao 4.3 tem-se:

(v +1‘m)!+3E><!3_o

=

1
3 [m

im

(4.3)

(4.4)

As componentes desta equagao vetorial podemser colocadas

na forma:

(\)+:1tu) Vl +EB()3 Vg—g‘ Boz Vg

m m

._e_B(”s ¥V, + (v + iw) Vz-i-g-Bol Y,

m i

£ v, BB, Vo o# (v o+ ie) Vs

m 9% m

ou na forma matricial:

My = -<E,
z i
onde
viw %8By By,
v+iw meos m 02
e . e
M= 'ﬁBo3 v Tw ﬁBM ’ Y
e e .
=B -—B +1
m 02 mool v w.

Vs

Es

(4.5)

(4.6)



Da mesma maneira, a Equacdo 4.4 pode ser escritana forma
matricial:

J = -Nev. (4.7)

Definindo a frequéncia angular ciclotronica de elétrons (a frequencia
com que um eletron gira num campo §a)wc = % B,, pode-se verificar gque:

det ¥ = {vtiw) [mé + (viw)®]s

portanto #~! existe. Assim, da Equacao 4.5 vem que:

v = -&xlpp. (4.8)
v " E

Substituindo a Equacao 4.8 na 4.7, tem-se:

J

eow; Mt E, (4.9)

onde w; NeZ/e,m & chamado frequencia angular do plasma, que fisica
mente representa a frequéncia de oscilacado entre eletrons e ons, devi
do ao campo eletrico gerado pela separacdo de cargas. Assim quando,por
algum distUrbio qualquer, as cargas positivas e negativas sao separa
das, como mostrado na Figura 4.1a, cria-se um campo eletrico que tenta
restaurar a neutralidade. Devido a esta forg¢a restauradora, as parth!
las carreqadas, especialmente os eletrons, se rearranjam tentando anu
lar este campo eletrico (ver Figura 4.1b),atingindo velocidades que os
deslocam para o outro lado da posicdo de equilibrio (ver Figura 4.1c)e
assim sucessivamente, originando—se”uma oscilacdo com frequencia angu
lar w_.

p
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+ - +| = |- ~ +
+ - +] <« |- - +
— e
+ E — +| = |~ — -E +
+ ~ +| <« |- - +
v
(a) (b) {c)

Fig. 4.1 - Oscilacao do plasma.

a) Separacdao de cargas (existe um campo E}; b) os eletrons
adquirem velocidades v aproximando-se e, depois,atravessando

a camada de Jons; c¢J ‘nova separagdo de cargas que gera o
campo -E.

A Equacao matricial 4.9 pode ser escrita da seguinte for
ma para cada componente 1:

Jl = ) (Eom; ut)

E .
K 1k "k

Chamando ainda:

_ 2 1
9 = (eomp M )lk (4.10)
tem-se:
Jl = E 1k Ek' (4.11)

Esta expressac corresponde ao produto interno, ou escalar, entre o ten
sor de segunda ordem o e o vetor E. Logo:

J = o-E. | (4.12)
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Naturalmente, as componentes do tensor o, chamado tensor
de condutividade, $a0 as mesmas que as da matriz Egm;Mhl. Pode-se veri

ficar que:
(oriu + (28,02 - B ggslurio) + (2)%BeiBos (ﬁm“m,+%s“unm
y-t dat ’%(m.,m“ N —)ZB“B“ {orin)? + (% By, )? - % Bay (viu) + (%)’B“B“ (4.13)
l{ } Bg(Bgy - B“(.-Hu] %B“(w-'im) + (%)23“5“ (wrim)? + (% Bpy)?

Neste ponto, para poder expressar todas as componentes
do tensor g em termos de wp e w, s escolhe-se um sistema de coordenadas
no qual B, esteja no plano &, - e;, como ¢ indicado na Figura 4.2. Es
ta orientacdo e escolhida de maneira a reservar uma orientacaomais sim
ples para a direcao k (a qual sera orientada ao longo de g,). Com esta
orientacao:

Bg; = 0, Bgs =Bg seng e By, =By cos @

A

Ey ~~

=]

Fig. 4.2 - Orientacao de B e E no sistema de coordenadas.
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Assim, as componentes do tensor de condutividade ¢ serao:

gow? (v+iw) -gow> w_ COS B
o4 = —B .. - p ¢ .
11 = - H Ci2 = - . 5
(vtiw)? +w? (veiw)? + w?
c c
2 2
£ pl w sen o - gg” w_ COS O
p c p ¢ . _ .
U013 = - H Jg1 = - » T32 = 0215
(vtiw)? + w? {(viiw)? + w?
c c
e [{v+in)? + w? sen? o] cow? w? sens cos B
- P C . - P _C
2z = : 3 3 Y23 = . .
(vtin) [{v+iw)? + mz] (vHiw)[(v+in)?+ wi]
epw? [{v+in)® + w? cos? o]
G31 = = 013 O3» = O23» Gy = P .

(viin) [{v+iw)?

+ wi]

A Equacdo 4.12 e a chamada lei de Ohm.

5- RELACAO DE DISPERSAD

A relacao de dispersao e uma equagao que relaciona a fre
quencia angular w (=27f) com o nimero de onda k (= 2r/x) das ondas pla
nas que podem existir num meio homogéneo muito grande. Apesar de que a
analise a ser feita aplica-se somente as ondas planas (que se propagam
segundo o1t = keX)y ot ndo significa que os resultados a serem
obtidos ndo tenham utilidade para distlrbios eletromagnéticos mais com
plicados. Como se sabe, quase todos os disturbios periodicos podem ser
reduzidos a uma superposicac de ondas planas por intermgdio de uma ana
lise de Fourier. Portanto,"o estudo da propagacao de ondas planase fun

damental.

Nas secoes anteriores tem-se destacado que By € 0 campo
magnetico terrestre fixo; E e §w 530 campos eletromagneticos de ondas;
e ¥V & a velocidade dos eletrons {(os Tons praticamente nao respondem
por serem pesados demais) em resposta aos campos presentes. Agora rela
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cionar-se-a a densidade de corrente J dada pela Equacdo 4.12 a qual e
devida unicamente ao movimento dos eletrons, com as equacoes de Maxwell
para determinar as condicoes de propagagao de ondas neste meio.

As equacoes de Maxwell sdo:

aj v.-D =p, by v B = 0,

(5.1)

J+i[“)—,

at - 1

<3
X
™M
1
o2
oI
-
(=
—t
1<]
X
pu i
n

c)

onde B = By + B_, mas como B, e constante, no que se segue o campo de
indugao da onda sera representado apenas por B.

Posto que o meio em estudo & gasoso, sem estruturas orga
nizadas e, portanto, sem campos de polarizagac (P = 0) nem magnetiza
cdo (M = 0), a relacao entre os campos de deslocamento D e elétrico E
e o campo magnetico H e de inducdo magnetica B e simplesmente:

D = =oE5 B = uoH, (5.2)

onde, como antes, eo = constante de permitividade eletrica; u, = cons
tante de permeabilidade magnetica ({wyeq)~" = ¢2; ¢ = velocidade da luz
no vacuo).

As Equacoes 5.1a e 5.1b podem ser combinadas,fornecendo:

2
vx(yxE)=-2E_ 8 (5.3)

¢z at? 3t

Agora, como se esta tratando apenas de ondas planas se
propagando, E e B sao dadas pelas Equagoes 2.8 e 2.10. Por outro lado
lembra-se que, para este caso, Vv -» -ik e 3/3t » iw. Portanto, a Equa
¢ao 5.3 fica:
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UJz .
ko (kxE) = S E - iuge d
oul

E-KkKk - E) - Es-ivg ). (5.4)
C

Escolhendo a orientacao de k ac longo do eixoc &,, confor
me tinha sido antecipado, i.e. k = ke,, a Equacdo 5.4 fica:

2 3 3
w - - .
(k2 - —;J E Em Sm - k2 E3 93 = -1U0w E J
C =1 m=1

(5.5)

e .
m ~In

As componentes de J da Equagao 5.5 podem ser igualadas
as similares da Equacao 4.12. Assim, a componente J, da Equacdo 4.12 &:

Jy = o011 B3 + 012 E2 + 933 Es,

ao passo que a da Equacgao 5.5 e:

: 2
Jl = _l_.(k2 - E—) El.
Wow c?

Igualando os segundos membros destas duas ultimas equa
¢oes e muTtiplicando-o0s por jugw, tem-se:

2
(kz - E;'+ 1u0w 011) El + iucw J12 Ez + iuow d13 E3 = 0. (5.6)
c

De uma maneira analoga, as componentes de J, e J, fornecem as seguin
tes expressoes:
. W .
inowozEr + (K2 - 2 + dpgwosd Ep + Tuowosska= 0, (5.7)
; . ,
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2

. . w .

TU oW D'31E1 + 1ugw oz2BE2 + (-— — + Tupw 033) E3 =0, (5.8)
C2

As componentes do tensor o (i.e. Gmn) sao as relacionadas

na Equacao 4.14. Observe-se que as Equagbes 5.6, 5.7 e 5.8 constituem
um sistema homogeneo de equa¢des algebricas. A solucao trivial E, = E,
= E; = 0 nao se aplica a este sistema, porque elimina a existéncia de
ondas eletromagneticas. Para solucoes ndao triviais, e necessario que o
determinante do sistema seja nulo, isto e:

2

w . . .
kZ# - —+ ipow o111 Tupw o1z Tupw 013
C2
. U]z . .
iUgw o1 (k2 - =+ pgw 022} dugw gsa =0. (5.9)
CZ
2
N » i) .
THgw 031 Tupw U32 -——+ Typt Uas
C2

Esta condicao, que depende das caracteristicas do plasma mp, w, € v,
chama-se relagdo de dispersdo e define as caracteristicas de propaga
cao das ondas {w, k e 8) neste meio magnetoionizado; em outras pala
vras, define as caracteristicas das ondas que podemexistir neste meio.
Para escrever a equagac de dispersao, costuma-se definir as seguintes
grandezas adimensionais:

X= |2, v=-58 z:=2 (5.10)

Lembrando-se que: w® = Ne?/e¢qm, w, = e/m By e v = numero de colisoes
por segundo, pode-se ver que X representa a densidade numerica de ele
trons, Y o campo de indu¢do magnetica ambiental (campo geomagnetico) e
Z o nimero de colisdes. Com estas definicdes pode-se verificar que a
Equagao 5.9 pode ser escrita na forma: 7
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|’]2=[EE]2=1— X = ? (5-11)

2 4 4
1-i7 - Y2 sen® g iJ/ Yisen® 0, v2 cos2 g
2(1-X-1Z) v 4(1-X-iZ)?

onde n = ¢/{w/k} & 0 Indice de refracao (definido como a relacdo entre
a velocidade de fase ¢ da onda no vacuo e a velocidade de fase da onda
v = w/k no meio em questao), que vem a ser de extrema 1mport5nciaru)eg
tudo da propagacdo, reflexdo e absor¢do das ondas. A Equacao 5.11 € a
conhecida formula de Appleton-Hartree. Note-se que, em geral, o ndice
de refracao n e um numero complexo:

no=qu - ix. (5.12)

Observe-se tambem que quando Z = 0 na Equacao 5.11, x = Ojisto e, quan
do a frequencia de colisGes e negligenciavel, o indice de refracao e um
numero real. Ver-se-a agora o significado de n quando ele & um niumero
complexo, em termos de propagacao de onda. Supondo que a onda se propa
ga na direcao e,, tem-se:

A = Aoei(wt - kx,)

2

onde A pode ser tanto E como B. 0 fator exponencial sofre as seguintes
transformagoes:

. . kx, . n
e1(Lut: - kx,) m(t_T) _ elm(t - < X, )

=2

{w(e - PTiX ) e - K
iw(t . X-"):e = X, elm(t cxﬂ).

=g
Note-se que a existéncia da parte imaginaria x (colisoes) indica uma
atenuacao da onda. Note-se tambem que a onda se propaga com uma veloci
dade C/u.
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b- POLARIZACEO DA ONDA

Outra caracteristica de propagacdo das ondas planas € a
chamada polarizacao. Lembra-se que a solu¢do da equacdo da onda para o
campo eletrico da onda, dado pela Equacdo 2.8, supondo que k=ke;, e:

E - :E:ei(tl.lt —kxs)’ (6.1)

onde, conforme tinha sido mencionado, E = E;&, +E,8, em geral & um nii
mero complexo, isto e: Ej = lE.] el¢j. Naturalmente, 0o que realmente
interessa e a parte real da Equacdo 6.1. Assim:

RE{E} Re {[1E1| ei¢1 §1 + |E2I Eid)z El] ei(wt-kxa)}

|1 | c05 (wt-kxs-41)81 + |E2] cos (wt-kxy-¢2) €. (6.2)

Nesta equacao apresentam-se dois casos importantes: quan
do as fases ¢1 € ¢, de E; e E, 530 iguais e quando sao diferentes

a) Fases jguais: Neste caso a Equacao 6.2, com ¢; = ¢, = 0, con
verte-se em:

Re{E:81 + E2€51 = (|E1| & + |Ea| &) cos (wt - kxs).  (6.3)
Pode-se ver que a direcao do campo eletrico (angulo entre

Re{E} e &,) e sempre o mesmo, uma vez que a relacao entre as componen
tes e:

Re{E} _ [Ea} constante, (6.4)
Re{E,} |E; |

embora a intensidade seja variavel. Esta caracteristica deo campo elé
trico (ou magnético) ter uma orientacdo fixa e chamada de polarizagdo

Linear.
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b) Fases diferentes: Suponha-se, como ocorre na realidade, que
o1 = D e ¢, = ¥r/2 {ou vice-versa). A Equacdo 6.2 entdo fica:

Re{E}= |Ei| cos (wt-kxs) &% |E»| sen (wt-kxs) .. (6.5)

Meste caso, a orientagao do campo eletrico para um mesmo
ponto depende do tempo:

RefEr} _ [E4] ctg (wt - kx3). (6.6)
Re{E} |E: |

A Figura 6.1 mostra as diferentes orientacoes de RE{E}
para o sinal superior (negativo) da Equacdo 6.5, correspondentes a di
versos valores de wt - kxy = 0, 7/4, /2 etc. para o mesmo ponto X, do
espaco. Observe-se que a envolvente destas orientacoes e uma elipse e
que o vetor campo eletrico gira no sentido horario. Note-se que quando
se "y&" a onda na direcdo da propagacac, €,, O campo elétrico (ou magne
tico) neste caso gira no sentido anti-horario, e,. Este comportamento
do campo elétrico (e magnético) & chamado polarizagdo eliticade esquer
da da onda. Pode-se verificar que a representagao esquematica da equa
cdo 6.5 com o sinal inferior (positivo) & igual a mostrada na Figura
6.1, porem com o vetor campo eletrico girando no sentido contrario e,
portanto, com polarizagao elitica de direita. Naturalmente,quando |E, |
= ]Ezl, ter-se-a uma onda circularmente polariszada.

A polarizacdo da onda & medida pelo parametro R:

2 . BB (6.7)

Pode-se verificar que se R & um nimero real, a onda & linearmente pola
rizada; se R & um nlimero complexo, a polarizacdo e elitica.Especiaimen
te se |E1| = |E2|, R = ti,a onda & circularmente polarizada.
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LI
2

Fig. 6.1 - Representacdc esquematica da Equacao 6.5: polarizacdo eliti
ca de esquerda.

Substituindo primeiro o valor de k obtido na Equacao
5.11 nas Equacoes 5.6, 5.7 e 5.8, e resolvendo depois o sistema para
E,/E,, ter-se-a que:

= . )
2 2 4 L
Y~ sen® $v/{—!——§9ﬂ~—g— + Y2 cos? ¢ |. (6.8)
2 (1-X-1iZ) 4 {1-X-i7)

R = —
Y cos o

A polarizacao da onda R e o indice de refracdon? definem
completamente a propaga¢ao de uma onda plana, num meio parcialmente o
nizado, cujas caracteristicas principais serdo descritas a seguir.

7- CARACTERTSTICAS DE PROPAGACAD

A caracteristicas de propagacac das ondas serao determi
nadas a partir da formula de Appleton-Hartree (Equacdo 5.1 e da rela
¢ao da polarizacao das ondas Equacao 6.8). Na realidade, as caracteris
ticas de maior importancia ja estdao implicitas na Equacdo 5.11, as
quais seraq representédas graficamente e depois interpretadas fisica
mente.
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7.1- Sem Campo Magnético nem Colisoes

0 caso mais simples & o meio onde as colisoes sao despre
ziveis {Z=0) e nio existe campo magnetico ambiental (¥=0). A Equacao
5.11 para este caso fica:

n2 = 1-X. (7.1)

E interessante notar que quando X=0 {i.e. w =0 - N_=0,
ausencia de cargas elétricas), n=1, isto &, a velocidade de faseda on
da & a mesma que a da luz no vacuo; este & o caso de propagacao estuda
do na Secdo 2. A Relacao 7.1 € representada na Figura 7.1, onde se de
ve notar que no eixo horizontal tem-se a relagao X = mé/wz.Pode-se ver
que existe propagagao (n real) apenas quando o > w_ (X <1),uma vez que
para w < w, 0 indice de refragio & um numero 1magigério puro e, portan
to, a onda n3o se propaga. Assim, quando a onda vem do espaco 11
yre ¢ incide sobre uma regido ionizada onde w < w_, a onda e refletida
na interface entre os dois meios, uma vez que a egergia da onda ndo &
nem propagada, nem absorvida no meio.

ng &

|\

P T x

Fig. 7.1 - 0 quadrado do Tndice de refracdo como uma_funcao de X em
ausencia de campo magnético (Y=0) e colisoces (Z=0).

Por outro lado, fazendo primeiro B = 0 {Y=0)e v=0 (Z=0)
nas Relacoes 4.14, e substituindo depois as componentes ann resultan
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tes nas Equacdes 5.6, 5.7 e 5.8, demonstra-se que as componentes de E
s3o transversais (E =0). Assim, as ondas eletromagneticas que se propa
gam num meio sem colisoes e sem campo maghetico ambiental sao puramen
te transversajs. Da Equacao 6.8 pode-se deduzir que estas ondas podem
ser circularmente polarizadas de esquerda, ou de direita.

7.2- Desprezando Colisges

Neste caso, chamando Y,, = Y sen e e Y, =Y cos g, a for
mula de Appleton-Hartree, com Z=0, fica:

g = 1 - A ] (7.2)

ye Y )
2(1-X) a(1-x)2 &

Observa-se que agora se tém as caracteristicas de duas
ondas, uma para cada sinal do denominador, Tambem se observa que n? e
um numero real (embora n possa ser imaginario puro). Pode-se verificar
que:

n2 = 0 para X=1 e X=1xY
e
Nz = » para X = llii.
2
1-YL

Para simplificar ainda mais o estudo da Equagao 7.2 con
siderar-se-30 os casos limites de orientacas do campo magnetico
(Y =wc/w = e By/m/w),a saber:

a) Caso de propagacao puramente longitudinal (e=0, Y.=0, YL=Y):
X

né =1 - .
(E3

(7.3)
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Pode-se ver que a inclinacao da reta para o sinal infe
rior pode ser negativa (Y <1) ou positiva (Y > 1). A Figura 7.2 mos
tra o quadrado do indice de refracdo para os dois tipos de onda, quan
do Y <1, isto &, quando w > o, -

[
n2 |

I

X

Fig. 7.2 - 0quadrado doindice de refracao para uma propagacao _puramen
te longitudinal (YT=0) em ausencia de colisdes (Z=0} e quan
do ¥ < 1. -

Note-se que o comportamento de ambos os tipos de onda e
semelhante, apenas com inciinacao diferente. Da Fquacao 6.8, fazendo
5=0, pode-se concluir que a onda 1 - X/(1+Y) (sinal superior) tem po
larizacio circular (R=i) de direita, e a outra 1-X/(1-Y) tem polariza
cao circular de esquerda.

b) Caso de propagacdo transversal (& = /2, Y. =0, Y, =Y). Neste ca
so a Equacao 5.11 da origem a dois tipos de ondas:

n = 1-X, (7.4)

1]
1
><
—
—_—
1
>
st

- (7.5)

A primeira & a mesma que a do caso Y=0 e Z=0, com a dife
renca que as ondas que se propagam sio linearmente polarizadas (R=0) e
tem campo elétrico paralelo ao campo magnetico ambiental. O outro tipo
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de onda {Equacao 7.5)tem n2=0 em X=1¥Y e um ponto essencialmente singu
lar em X=1-Y2 (quando X se aproxima de 1-Y2 pelo lado esquerdo, tem-se
que n2+-«; quando se aproxima pelo Tado direito, n® ~+w). Pode-se ve
rificar que esta onda & tambem linearmente polarizada (R=w=). Costuma
-se chamar de onda ordindria a onda cujo comportamento se parece com O
das ondas que se propagam num meio Sem campo magnetico e sem colisoes
(Figura 7.1) e de onda exiraordindria a outra. Os quadrados dos ndi
ces de refracao destas ondas sao mostrados na Figura 7.3, onde a curva
0 (ordinéria)'representa a Relacdo 7.4 e a curva x {extraordinaria) a
Relagao 7.5,

n2 A |

|
\ i
i
|
I X
|
|
|
Y\ 1-vZ | |+Y\\\\\\\\\\\i
‘\\\\\\\\\\\\\B\\\\\

1
I
!
i
|
|
I
|

Fig. 7.2 - 0 quadrado do Tncide de refracao para uma propagacao  pura
mente transversal (Y=0) em auséncia de colisoes (Z=0) e quan
do ¥ < 1. ] -

Os casos intermediarios entre a propagacao longitudinal
e a transversal (0 < & < #/2) para Y < 1 sao mostradas na Figura 7.4,
onde a onda ordinaria 0 @ uma curva que se encontra sempre dentro da
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regidao pontilhada e a extraordinaria x, dentro das duas regioes hachu
radas. 0 interessante desta figura e que quando uma onda ordinaria de
frequéncia w, de polarizacao circular de direita, entra num meio de den
sidade eTetrﬁnica crescente (X aumentando) em pontos onde wEwP (x=1),
parte da onda ordinaria pode-se converter numa extraordinaria com po
larizacdo circular de esquerda. Pode-se tambem observar que a presenca
do campb magnetico permite propagacao em frequencias w < @, (X > 1},0
que ndo ocorre num plasma sem campo magnetico.

Ny

Fig. 7.4 - nz para uma direcdo de propagacao intermediaria entre a lon
gitudinal e transversal em ausencia de colisoes e quando
Y < 1.

Resultados igualmente interessantes sao obtidos para va
Tores de Y > 1 (isto &, quando w < w_), 05 quais nao sao mostrados nes
te trabalho. Apesar de as analises feitas ate o momento se restringi
rem a casos em que v = 0, o importante dos resultados ea identificacao
das condicoes de reflex3o, isto &, dos pontos onde n2=0 (X=1, X=1zY).
Estas condigoes de reflexdo sao independentes do angulo entre a dire
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¢3o de propagacao e o campo magnetico (que, na ionosfera, &ocampo geo
magnetico). A existéncia de colisGes (caso real) evita que o indice de
refracao atinja o valor zero, embora, mesmo nestes casos, uma reflexdo
quase total ocorre quando a parte real de n e muito pequena.

8- APROXIMAGED QL e QT

Na pratica, a formula de Appleton-Hartree (Equacao 5.11)
torna-se muito complicada para o estudo de problemas ionosfericos. Por
esta razdo, duas aproximagdes conhecidas como Quase-Longitudinal (QL)
e Quase-Transversa] {(QT} 550 comumente utilizadas.

A aproximacao QL e valida quando:

2
!EL. <« |1 - X% -iz], (8.1)
2YL

onde se deve notar que as colisoes agora sao levadas em conta.

Nesta aproximacdo, o indice de refracao e a polarizacao
podem ser escritos na forma:

n =1-——, (8.2)

R =¥ i. (8.3)

Assim, nesta aproximacao as ondas sao circularmente polarizadas. Obser
ve-se que esta aproximacao ndo significa apenas que & seja muito peque
no, uma vez que a Condicéo 8;1 depende tambem de Y, X e Z (isto e, da
frequencia cic1otr6nica,_da densidade eletronica e do nimerc de coli
sdes). Com efeito, esta aproximacdo @ muito boa (pelo menos na jonosfe
ra), mesmo quando a dire¢do de propagacao da onda e consideravelmente
diferente da direcdo do campo geomagnetico.
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A aproximacao QT & valida quando:

>> |1 - X - iz]. (8.4)

Pode-se verificar que a polarizacao destas ondas e 1i
near.

9- APLICACDES

0s resultados da tedria magnetoionica s3o utilizados
amplamente em pesquisas da ionosfera, uma vez que dao origema tecnicas
muito baratas que permitiram obter informacoes (por exemplo, acerca da
distribuicdao da densidade eletronica) na ionosfera. Comoamostra disto,
lembra-se que as condicoes de reflexao sao dadas por n2 = 0, Um destes
zeros e no ponto X=1, ou seja, quando m::mP=NEE/EGm. Portanto, envian
do um sinal de frequéncia « na direcdo vertical, este sinal sera refle
tido na parte da ionosfera onde w = Ne2/egm. Assim, conhecendo o tem
po que o sinal levou para ir e voltar, pode-se conhecer a altura de re
flexao. Desta maneira, em principio, pode-se inferira densidade eletro
nica N naquela altura. Este principio @ utilizado pela <onossonda na
determinacao do perfil eletronico da ionosfera.

Tem-se uma outra aplicagao no metodo da Rotacdo de Fara
day. Uma onda linearmente polarizada pode ser considerada como a super
posicao vetorial de duas ondas circularmente polarizadas, cada uma gi
rando em sentido oposto 3 outra, porém com a mesma frequencia. No caso
da propagacdao QL, as duas ondas caracteristicas (a ordinaria e a extra
ordinaria) sao, praticamente, de polarizacao circular, girandona mesma
frequéncia, porém viajando com diferentes velocidades de fase.Esta cir
cunstancia faz com que, apos uma determinada trajetoria, a resultante
das duas ondas dé como resultado uma polarizacao linear com orientacao
diferente, num angulo
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Q h
Q== J By N cos 8 cos x dh, (9.1)
-F2
0
onde Q & uma constante; By, 0 campo geomagnetico; N, a densidade ele
tronica: ¥ o angulo zenital de incidencia da onda; e, o angulo entre a
direcdo de propagacdo da onda e o campo By; h, a altura. Pode-se veri
ficar que da Fquacao 9.1 & possivel calcular o conteudo eletronico en
tre o emissor {que pode ser um satelite artificial) e o receptor.
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