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SUMARIO

Tres fatos recentes como a aproximacdo do cometa Halley,
a hipotese sobre um decimo planeta no sistema solar e o alinhamento
parcial dos planetas fazem ressurgir o interesse por orbitas de corpos
celestes. Este trabalho focaliza alguns aspectos de orbitas repetiti
vas periodicamente (elipticas), para as quais a atracao central & exer
cida pelo Sol. Primeiramente sao introduzidos os conceitos fisicos e
geometricos necessarios ao desenvolvimento do trabalho. Em segquida, o
material e particularizado para orbitas heliocéntricas consideradas em
relagdao ao plano da orbita da Terra em torno do Sol. Este assunto e
tratado de forma acessivel aos leitores nao-especializados.
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ABSTRACT

Three recent news: the approximation of the Halley
cometa, speculations about a tenth planet in the solar system and the
partial alignement of planets bring again the interest on orbits of
celestial bodies. This work focus on some aspects of periodically
cycling orbits (elliptic orbits), for which the central force is dye
to the Sun. First physical and geometrical concepts, needed to the
development, are introduced. Then, the matter is particularized to
heliocentric orbits, considered relative to the plane of the Earth's
orbits around the Sun. The material is delt with in accessible form
to non-expert readers.



1- INTRODUGAQ

O problema da determinacao da posicao de corposcelestes,
relativamente a Terra, apresenta-se em varios graus de complexidade, Os
estudos para simples observa¢ac sao os mais elementares. 0s estudos pa
ra os quais se deseja determinar indiretamente caracteristicas de cor
pos celestes, que produzem efeitos secundarios (perturbacbes) sobre a
orbita, exigem certamente um elevado grau de precisao. Neste trabalho
sera tratado o problema da determinacio de Grbita para observacio do
corpo celeste. 0 efeito de perturbacoes e discutido de uma forma ele
mentar para dar ao leitor uma ideia sobre trabalhos mais complexos.

0 problema de determinacao de orbitas, em sua forma mais
simples, reduz-se a um problema de dois corpos, formulade e resolvido
inicialmente por Newton. Este problema resume-se a: "Sabendo num dado
instante a posicao e a velocidade de dois corpos, de massas conheci
das, movendo-se sobre a acdo da forga gravitacional mutua,determinar a
posicao e a velocidade desses corpos em qualquer outro instante".

0 problema que sera aqui discutido difere 1igeiramente
do problema de Newton, pois no presente caso o observador encontra-se
em movimento. A abordagem sob um ponto de vista de dois corpos & consi
derada suficiente numa primeira aproximacao. Na realidade vdrios cor
pos sao envolvidos, mas como o Sol retém mais de 99.9% de toda a mate
ria do sistema solar a aproximacao por movimento de dois corpos @ pos
sivel. 0 efeito da atracdo mitua de um planeta sobre outro pode ser
considerado como uma perturbacac ao movimento de dois corpos.

A abordagem aqui utilizada, no tratamento do probtema,
permite que o leitor possa obter uma solucao aproximada nos seguintes
casos:

1- movimento de qualquer corpo do sistema solar (orbitas heliocég
tricas),



2. movimentacao de satelites naturais ou artificiais em torno de
qualquer planeta (Grbitas planetocentricas).

A teoria aqui exposta nao se aplica a orbitas interplane
tarias, embora possa ser estendida facilmente para englobar estes ca
$0S.

A apresentacdo do material no trabalho & feita em tres
formas distintas:

a- desenvolvimento teorico,
b- informacao complementar,
c- ilustracao suplementar.

0 desenvolvimento tedrico & adotado gquando o elemento in
troduzido pertence a estrutura basica do trabatho. As informacoes sao
fornecidas (em geral referencidas) como complementagao do texto. 0s
exemplos ilustrativos suplementam o assunto abordado, dando ao leitor
uma idéia da importancia do conhecimento introduzido.

0 tratamento tedrico detalhado dos elementos fisicos e
matematicos foi evitado. Este topico & de importancia para projeto de
orbitas {colocacdo de satélites em orbitas), mas de importancia secun
daria para a simples observacao de corpos ja em orbitas. Com isto, re
sumiu-se o problema da formulacdo da equacao basica de orbitas e supri
miu-se o desenvolvimento matematico para a obtencao da forma da orbita.
Assim, uma vez estabelecida a forma da Orbita (eliptica), sdo discuti
dos os elementos necessarios para a determinacao da posicao do corpo
celeste, em relacao a um observador localizado na terra.

2- ELEMENTOS DE FISICA

Nesta secio serdo introduzidos os conceitos fisicos, ne
cessirios ao calculo de orbitas. Primeiramente cumpre lembrar que a di
namica predominate da movimentacao de corpos celestes & a de um mov i



mento de atracao central. Este tipo de movimento € essencialmente pla

nar quando apenas dois corpos sao considerados {Landau and Lifchitz",
1966) .

2.1~ Leis do Movimento

0 movimento de um corpo sujeito a uma forca central e ca
racterizado pela existencia de uma forca:

Fo- k2t (2.1)
.r.2

sempre na direcao da reta que une os centros dos dois corpos.No presen
te caso, k2 e a constante gravitacional universal, M a massa central,
m a massa do corpo que descreve 0 movimento, e r a distancia entre os
centros dos dois corpos. A forca e dirigida do corpo de massa menor (m)
para o corpo de massa maior (M). A Figura 1 ilustra a geometria do mo
vimento. No sistema cartesiano, de coordenadas x, caracteriza-se o mo
vimento com relacao ao centro do corpo de massa maior. No sistema de co
ordenadas y caracteriza-se o movimento com respeito ao ponto de obser
vagao.

Vb X8

]
>

>y
~1

Fig. 1 - Geometria do movimento de atracao central mostrando os siste
mas de referencia.



0 sistema de coordenadas x,, X, e X, tem seus eixos car
tesianos paralelos respectivamente aos eixos y,, y, € y; do sistema de
observacao.

0 vetor unitario da direcao da forca central érwl(gmfsz
onde os elementos sublinhados indicam vetores. As equa¢oes diferen
do movimento para as duas massas tornam-se respectivamente:

. kM
In = T W da)s
(2.2)
vooo Km (y - y.)
Iy = 5 W -t

onde as derivadas temporais sao indicadas por pontos acima de cada sim
bolo, seguindo a notacao e o desenvolvimente de Stiefel e Scheifele?
(1971).

2.2- Movimento Relativo & Massa Central

No sistema de coordenadas x, a posicao do corpo de massa
m, com relacao ao corpo de massa M, e caracterizada pelo vetor radial:

X o= Yoo Yy (2.3)

0 Sistema (2.2}, que contem seis equacdes diferenciais escalares,reduz
-se a0 sistema abaixo, com apenas tres equacoes escalares:

¥ o= _E_(M X, (2.4)

—_— 3

Certamente deve-se conhecer perfeitamente o movimento da origem de coor
denadas y, com relacao a origem de coordenadas x. Apenas para fixar
ideias, para um observador localizado na Terra (sistema y),o movimento
de um corpo em torno do Sol (sistema determinado por x) pode ser deter



minado por (2.4), pois o movimento da Terra em torno do Sol (variacao
temporal do vetor XM) € conhecido,

A resolucdo do Sistema (2.4) de equacdes constitui assim
o problema basico de previsdo de orbitas. Considerando,adicionalmente,
que o movimento provocado por uma forca central & sempre plano (Landau
and Lifchitz*, 1966) existira ainda um sistema de coordenadas z, obti
do por rotacdes planas do sistema x,para o qual apenas duas equacgoes
escalares caracterizam o movimento. 0 problema de orbitas & entao des
crito pelo sistema de equacoes escalares:

2
z =_£_(M_+ml _Z-, (2_5)
r? '
onde z, e z, (componentes do vetor 5) s3o as coordenadas cartesianas
do corpo em movimento no plano orbital. A nocao exata do relacionamen
to dos sistemas X e z sera adquirida gradualmente pelo leitor no decor

rer da Secao 3.

2.3- Orbitas Circulares e Elipticas

A forma geométrica de uma orbita e caracterizada essen
cialmente por consideragdes energéticas (Landau and Lifchitz*, 1966).
Este topico nao & abordado neste trabalho que se ocupada observagao de
corpos ja em orbita. As consideracoes energeticas sao entretanto extre
mamente importantes, em Ciéncia Espacial, para lancamento de satelites
e observatorios espaciais.

A forma orbital mais simples & a circular para a qual o
valor do raio r permanece constante em (2.5), e @ dado pela distancia
d entre os dois corpos. Neste caso, a solugao de (2.5) e extremamente
simples pois se trata de movimento de um oscilador harmonico de fre
quencia:

w = +[k2(Mem)/d®1r/2, (2.6)



Oferecem maior interesse, no estudo de orbitas,as formas
elipticas que englobam as formas circulares. Neste caso, 0 raio vetor
oscila entre um valor minimo e um valor maximo, com periodicidade bem
determinada. 0 raio vetor e dado por:

r = a(l-e cos yp), (2.7)

onde a € o semi-eixo maior da elipse; e, a excentricidade; e vy, um ig
gule denominado anomalia excentrica. Este angulo sera melhor identifi
cado quando forem expostas as relacoes geometricas envolvidas. Cumpre
lembrar que nao sendo a velocidade angular uniforme durante o trajeto
de uma orbita eliptica ndo se pode esperar obter y = wt. Na realidade,
0 angulo ¢ e determinado pela solucao de uma equacdo transcendental co
nhecida como equacdo de Kepler:

yp -eseny = o At = q (2.8)

(McCuskey®, 1963). O valor de » & determinado usando-se o perjodo T,
de repeticao da orbita, e At & o intervalo de tempo, decorrida entre o
instante considerado e o instante correspondente a ultima passagem pe
lo periglio. 0 produto o At & chamado anomalia madia (u).

A solucao da equagao (2.8) pode ser obtida por metodos
humericos como por exemplo o da regula falsi (Zamluttill, 1969) ou o
método de relaxacao (Roy®, 1965). Uma vez determinado o angulo v,as co
ordenadas z, e z, da equacao (2.5) podem ser obtidas por:

21 afcosy - e),

(2.9)

2, a siny VT - e?,

(McCuskey®, 1963). Assim, conhecido o semi-eixo major da elipse, sua
excentricidade e o periodo de repeticdo orbital, sdo perfeitamente de
terminadas as coordenadas do movimento, no plano da orbita. E importan



te notar que para e ~ 0 a orbita eliptica tende a uma orbita circular,
estando portanto este caso englobado na Solugdo {2.9).

2 4- Perturbacoes nho Movimento

0 movimento 1ivre de dois corpos para os quais a forca
atuante & ao longo da reta gque une o0s centros dos corpos pode ser per
turbado por uma série de fatores. Dentre eles destacam-se: o atrito
com a atmosfera de planetas, no caso de satelites interplanetarios;for
ca exercida por outros COrpos; assimetria na distribuicao de massas,no
caso de corpos com grandes dimensoes; etc. Pode-se representar a resul
tante das perturbacgoes pela inclusdo de uma aceleracao j no lado direi
to das equacoes do movimento, que nesta caso deixam de ser equacgaoes
homogeneas.

Neste trabalho sera apenas considerado o caso de peque
nas perturbacdes {que nao afetam significatimente a orbita)} para as
quais a solucao da equacao homogénea representa ainda uma boa aproxi
magao.

3- FLEMENTOS GEOMETRICOS

A Figura 2 ilustra a geometria do movimento central, no
plano da orbita. 0 movimento foi primeiramente considerado estaciona
rio para melhor compreensao.
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Na Figura 2 tém-se os seguintes elementos:

SA' - distancia do centro do Sol ao perielio*,

SA - distancia do centro do Sol ao apoelio¥,

- semi-eixo maior,

- semi-eixo menor,

- excentricidade,

posicao do corpo relativamente ao centro do Sol,
- anomalia excentrica,

- anomalia verdadeira,

5 € ™ o T 2
]

3.1- Solucio da Equacdo do Movimento no Plano da Orbita

Pela Figura 2 pode-se estabelecer a relacdo:
Z, = rcos ¢ =a cos y - ae. (3.1)

A equacao da elipse permite escrever:

+—= = 1,

que resulta em:
z, = bseny = a/1-e7 sen y. (3.2)

Assim sendo, a resolucdo da equacdo do movimento no pla
no da orbita requer o conhecimento de apenas tres parametros, a saber:
semi-eixo maior, excentricidade e periodo orbital. Esta resolucao en
volve o5 seguintes passos:

*  Convencionou-se usar os prefixos peri e apo juntamente com O nome

do corpo central do movimento para indicar o pertcentro e o apocentro
da elipse da orbita. No entanto, nao existe obrigatortedade da utiliza
cao uniforme do prefizo apo. Assim, € escrita a forma ofelio em lugar
de apoélic. O autor recomenda que seja mantida uniformidade de notagao
para congistencia com a literatura internacional.
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a) resolucao da equacao de Kepler,
b) calculo das coordenadas z, e z, pelas Equacoes (3.1) e (3.2).

3.2- VYariacao da orbita no Plano

Nas consideracoes teoricas sobre orbitas (Landau and
Lifchitz*, 1966), quando ¢ raio vetor oscila entre o limite maximo e ©
limite minimo (orbitas elipticas), o movimento nem sempre & a curva fe
chada da Figura 2. Na realidade a trajetoria do corpo de massa m esta
contida em um anel limitado por dois circulos, um com o raio minimo e
outro com 0 raio maximo. A Figura 3 ilustra a variacao da trajetoria
no plano da orbita.

- S
ad N
7 \Y
/ r N
/ max \
! \
{ \
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\.\ s
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Fig. 3 - Variacdo do movimento eliptico no plano da orbita.

0 angulo Ao, na Figura 3, & a rotacao sofrida pelo siste
ma de coordenadas z durante um periodo orbital.
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3.3- Orientacao da Orbita no Espaco

Uma vez determinado o movimento no plano da orbita, rela
tivo a posicao do pericentro, & necessario considerar o posicionamento
do plano da orbita e do pericentro no espaco. Isto permite relacionar
as coordenadas x das Equacoes (2.4) com as coordenadas z das Equacoes
(2.5).

A geometria da trajetoria no espago e ilustrada na Figu
ra 4,

bx, /X,

N
*_ﬂxxx\\\\g 51/431
N

/\\AI

S i >
,'fcx / X, /%,
S 1\
0
X, /%, N

Fig. 4 - Localizacao do plano orbital no espaco.
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Na Figura 4 a reta NN' indica a interseccao do plano da
orbita com o plano determinado pelos vetores x; e X,. A inclinagao en
tre esses planos e designada por v. A posicao do pericentro, com rela
¢3o 3 reta NN', determina um angulo o denominado argumento do pericen
tro. 0 angulo @, compreendido entre o eixo X;/x; e a interseccao NN'
com o plane da orbita, & denominado longitude do no ascendente (ascen
s30 reta do no ascendente). Uma discussdo sobre o problema de localiza
c3o0 da orbita no espago & encontrada em Sterne® (1960).

Conhecidos os trés parametros da orbita no plano e o0s
tres parametros da orbita no espago, torna-se possivel a determinacao
da orbita, em qualquer sistema de coordenadas.

4- VARIAGEO TEMPORAL DOS PARAMETROS DA ORBITA

0s parametros da orbita, em geral, nac permanecem cons
tantes no decorrer do tempo. Varias razbes podem ser apontadas para is
to, destacando-se em particular a presenca de uma aceleragao jnasequa
coes do movimento. 0 efeito de perturbacoes, conforme mencionado antg
riormente, pode ser complexo em casos particulares. Sera aqui conside
rado apenas o caso de peguenas perturbacoes que nao afetam o comporta
mento geral da trajetoria. Isto restringe ¢ trabalho aos casos em que:

31 << [&] - (4.1)

Por exemplo, este caso inclui ¢ efeito de um terceiro corpo de massa
m, Tocalizado a uma distancia media r, do corpoc de massa m, € tal que
m/r? << M/r2. Uma aplicacdo deste tipo de perturba¢ao e encontrada no
movimento da Terra em torno do Sol, considerada a presenca da Lua. Nes
te caso:

m, = massa da Lua = 7.4 x 10%2Kg,
r, = distancia Terra-Lua = 3.8 x 10% Km,
M = massa do Sol = 2 x 103° Kg,
r = distancia Terra-Sol = 1.5 x 10® Km,



- 13 -

0 que resulta em:
my/ri = 0.5 x 1022 << 0.9 x 10%% = M/r2,
sendo os valores dados em Kg/Km2.

4.1- Alteracao da Equacao do Movimento

0 Sistema (2.2) de equacbes do movimento e alterado 1i
geiramente no caso em que uma aceleracao j adicional esta presente. Pa
ra nio perturbar a determinacdo da orbita no caso em que |j| & sufi
cientemente pequeno em relacdo a aceleracac produzida pela forca cen
tral, resolvem-se separadamente o Sistema (2.2) de equacOes homogéneas
e, em seguida, o sistema de equacdes das perturbacoes:

i,

oA
, (4.2)

]}

By =y
onde JM & o efeito que a forca geradora da aceleracao j (sobre o corpo
de massa m) produz no corpo de massa M.

Os mais variados métodos de abordagem do problema sao tra
tados na literatura (e.g. Stiefel and Scheifele'®, 1971; Roy®,1965). 0
método de variacido dos parametros tratado em Roy® {1965) apresenta gran
de complexidade para a obtencdo de resultados simples. Uma visualiza
cao do resultado torna-se impraticavel nesses casos.

Para dar ao leitor uma ideia do que se espera, como efei
to de perturbacoes, optou-se neste trabalho pelo tratamento simplifica
do do problema, usande analogias.

Como consideracoes basicas, do presente tratamento, se
rao feitas as hipoteses:
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a- as aceleracoes j e j, admitem um desenvolvimento Tinear do ti
po: j = pai%le Iy = pMSIM’ com p € Py constantes para peque

nos intervalos do tempo;

£

.

b- adota-se o efeito equivalente as aceleracoes j e dy produzidas
por forcas hipoteticas e de natureza central.

Nessas condicdes, tem-se para o corpo de massa m um sistema de equa
¢Ges andlogo ao sistema dado por (2.4). Considerando, adicionalmente,
uma massa M, para o corpo ficticio do item b, determina-se a distancia
necessaria para produzir j. E simples verificar que sendo j muito me
nor que a aceleracao principal, a distancia para produzi-la sera muito
maior que as distancias orbitais envolvidas. Em virtude da hipotese de
j constante tem-se entao uma orbita circular com raio muito grande, €0
mo solucio do Sistema (4.2). Resulta assim em um deslocamento pratica
mente 1inear, na direcdao perpendicular a j, como efeito dessa acelera
c3o. 0 deslocamento da-se no plano da Orbita, determinado pelo corpo
de massa m e o corpo ficticio de massa M. Esta analogia permite verifi
car que a orbita original do corpo sera alterada ligeiramente, em sua
forma, bem como deslocada do plano orbital original. A Figura 5 ilus
tra a geometria envolvida no processo de perturbagao.

Um exemplo numerico de aplicacao do metodo de analogia
apresentado e o de determinar o efeito produzido pela Lua no movimento
da Terra em torno do Sol. Sendo p = 0.5 x 10%2Kg/Km* e M = 2 x 103 %Kg,
o raio orbital, em torno do corpo ficticio de massa M, sera:

r, = (2% 10%°/0.5 x 1022)*/% 2 2 x 10%m

que & 10 vezes maior que a distancia da Terra ao Sol. 0 perjodo desta
Grbita ficticia, determinado a partir de (2.6}, vale:

2w o 1/
T = [ry / (Me) 177, (4.3)
k
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Sendo k? = 6.67 x 1072"km?/{Kg sec?) tem-se:
T = 1.5 x 10° sec = 50 anos.

Assim, durante toda uma orbita da Terra (3600) em torno do sol, apenas
7° da Grbita em torno do corpo ficticio terdo sido percorridos, de on

de a validade de uma aproximacac linear para o deslocamento produzido
pela Lua.

Direcdo do deslocamento

1Q0.

Plano de drbita ficticig

M
Corpe fictico

Plano da drbitg

Fig. 5 - Deslocamento produzide sobre um ponto da orbita por per
turbagoes.

Cumpre notar que a escolha, para o corpo ficticio,de uma
massa identica a que produz o movimento principal visa permitiruma com
paracdo imediata do efeito da perturbacao no movimento principal.

E importante ressaltar que apesar de o efeito da Lua, so
bre a orbita da Terra ser minimo a restricdo a de constancia de p re
quer um intervalo de tempo consideravelmente menor que o periodo orbi
tal da Terra. De fato, como a Lua apresenta um periodo de 28 dias para
circulacao completa em torno da Terra para que p possa ser considerado
constante, os intervalos de tempo nao devem superar At = 1 dia.
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4.2- Variacoes Temporais Regulares

As variacoes temporais regulares, ou variacoes de primei
ra ordem, sao importantes, principalmente, na determinacao de trajetﬁ
rias de satelites. Intuitivamente pode-se perceber que mesmo sem altera
cao das caracteristicas orbitais principais (ou seja, constancia do se
mi-eixo maior, da excentricidade, e da permanéncia da orbita num mesmo
plano) & possivel a existencia de variagoes regulares dos outros para
metros com ¢ tempo.

A presenca de fatores regulares, que aceleram ou retar
dam a movimentacdo orbital normal do corpo (atrito com a atmosfera no
caso de satélites), pode provocar alteracdes no periodo anomalistico.
Este sera entdo representado por:

T = T+ fo (t=14) 4 (4.4)

onde o indice 0 indica o valor do parametro considerado,no instante de
referéncia to; e 1 denota o instante para o qual se deseja determinar a
posicac do corpo em orbita.

Adicionalmente, variacoes energeticas provocam desloca
mento da orbita, como ilustrado na Figura 3. Isto se reflete como uma
variacao do argumento do pericentro, dada por:

a = dap + &g (t=-1q) . (4.5)

As perturbacoes discutidas na secao anterior, mesmo sem
perturbar significativamenfe as caracteristicas orbitais, podem intro
duzir uma rotacao no plano da orbita, mantendo constantes a, e e v. Es
ta variacio reflete-se como um acréscimo ou decrescimo da ascencao re
ta do no ascendente. Este efeito se expressa por:

Q4 = Qg + 5!2() (T—To) . (4.6)
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As variacOes temporais regulares provocam um efeitoemca
deia sobre o valor da anomalia média. De fato, considerada a variacao
do periodo anomalistico, a anomalia média sera calculada por:

T
dr R

TO + TO (t-1,)

].l‘ = q + 2'TT

(4.7)

To

onde u, & o valor da anomalia média no instante 7,.A integral em (4.7)
2 imediata. Da solucao dela resulta:

0= +%11 wn [1 4 T (e20)/T,] (4.8)

o

0 valor da anomalia média dado por (4.8) e relativoaoel
xo SA' da Figura 2, para o instante t,. Como este eixo varia,com o tem
0o, esta variacao deve ser acrescentada ao valor obtido em (4.8). A va
riacio temporal do eixo SA' & dada por:

dSA" _ 3 SA! L3 SA' dNN'. (4.9)
dt ot a NN' dt
Mas:
3 SA' _ S 3 SA' _ cos v, d NN' _ G, W _ g
at 5 NN' dt 5 SA'
de onde finalmente
o= u' + (t;.g + fBg CDS\J) (1_' - '1'0) (4.10)

que & o valor obtido por Zamlutti*? (1969) que usou consideracoes geo
metricas.
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4.3- Variacoes Temporais Aleatorias

Variacoes de natureza irregular (passagem ocasional de
meteoros proximos a trajetdoria de um satelite por exemplo) podem afe
tar a trajetoria de um corpo celeste. Para determinar estes efeitos,me
didas periddicas das orbitas sio efetuadas. Considerando a media da di
ferenca entre os valores previstos e os medidos podem-se estabelecer
as correcoes necessarias. Seja g um determinado parametro, variavel no
tempo ou nao, sejam q(rﬁ) as medidas deste parametro nos instantes Tis
i =1,2, ... Considerando q; como 0s valores previstos, para 0s ins
tantes T, estabelece-se 0 valor medio da diferenca:

q = q; - a(r) » (4.11)

e as correcoes necessarias podem ser efetuadas. A titulo de exemplo
considera-se q = a. Seja a a medida de referéncia do semi-eixo maior.
0 valor deste parametro sera corrigido para:

a = a + [aO - a(Ti)] .

As correcoes para variacgoes aleatorias permitem remover
os erros aleatorios das medidas dos parametros.

4.4- Descoberta Teorica de Corpos Celestes

Uma vez determinada, com toda a precisao,a trajetoria re
gular de corpos celestes, qualquer variacdo sistematica indicara um
efeito adicional nio-considerado. 0 planeta Netuno, por exemplo, foi
previsto em 1846, por causa do desvio sistematico da orbita de Urano,
que indicava a presenca de uma aceleracao j ainda nao conhecida na oca
siao.

Considerados os elementos exjstentes, de conhecimento do
sistema solar, os astronomos tém verificado ligeira diferenca das orbi
tas de Netuno e Urano. Isto pode indicar a presenca de uma aceleracao
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J devida a algum corpo desconhecido. Determina-se, desta forma, uma di
recio e modulo correspondente ao efeito observado. Como o modulo depen
de da massa e da distincia, do corpo, existe uma indeterminacao com res
peito a estes valores. Este & o fundamento no qual se baseiam 0s astté
nomos para sugerir a existéncia de um décimo planeta no sistema solar.
Outras hipoteses sao levantadas, mas até a resolucao da indeterminacao
sobre massa e distancia do corpo, tais hipoteses sao meras especula
coes. Dados recentes do satelite IRAS mostraram a existencia de um cor
po celeste de acordo com as previsoes. As informacoes foram ainda insu
ficientes para solucaodo problema. Uma analise diferencial das orbitas
das sondas Pioneer 10 e 11 € aguardada para melhor esclarecimento da in
determinagao.

5- SISTEMA DE REFERENCIA

A escolha adequada dos sistemas cartesianos, de coordena
das x e y, constitui um topico importante no campo de previsoes de or
bita para fins de sua observacio da Terra. Adicionalmente,a escolha de
sistemas de coordenadas intermediarios e sempre possivel para maior
convenisncia no processamento. A matéria e discutida em detathes na 1i
teratura (e.g. Kourganoff®, 1961; Roy®, 1965}, da qual foram extraidos
0s elementos necessarios para este trabalho.

5.1- Localizacao na Superficie da Terra

0 sistema tradicional para localizacao de pontos  situa
dos sobre a superficie da Terra baseia-se nos principios de Copernico,
considerando-se um dos eixos cartesianos coincidindo com o eixo de ro
tacdo da Terra em tornc de si mesma. Os outros dois eixos estaonumpla
no perpendicular ao eixo de rotacdo que passa pelo centro da Terra con
siderada perfeitamente esferica. Este plano ¢ denominado equatorial. A
Figura 6 ilustra a geometria que caracteriza este sistema de referen
cia.
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4. 4 Polo Norte

QObservador
Meridiano

Greenwich

~Equador

Meridiano local

Fig. 6 - Sistema equatorial de referencia.

0 angulo » e denominado Tongitude e pode ser dado como
medida angular ou de tempo, considerande que 24 horas (1 dia) corres
ponde a uma rotacac completa de 360°. A interseccio do meridiano de
Greenwich com o plano equatorial define o eixo de referencia a partir
do qual se mede a longitude, no sentido anti-horario relativamente a
um observador localizado no Polo Norte.

0 angulo © e denominado latitude e medidoa partir do pla
no equatorial positivamente para o Hemisferio Norte e negativamente pa
ra o Hemisferio Sul, variando assim de -90% a +90°.

Como a Terra ndo e perfeitamente esferica, variantes des
te sistema (ver Roy®, 1965) sao em geral consideradas para levaremcon
ta a sua forma geoide (elipse de revolugdo). Considerar-se-a,neste tra
balho, a forma perfeitamente esferica como uma aproximacao suficiente.

5.2- 0 Sistema Eclitico

0 sistema de localizacao de pontos sobre a superficie da
Terra apresenta uma conveniencia estreitamente local. Para satisfazer
o proposito duplo, conveniencia local e facil aplicacao em sua forma
paralela com origem no centro do Sol (coordenadas x), um sistema seme
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1hante ao anterior & usado. Neste sistema, denominado eclitico,o plano
de referéncia & estabelecido pelo plano da orbita da Terra em torno do
Sol. Este plano secciona o plano equatorial definindo sobre a superfi
cie da Terra dois pontos bem caracterizados (equinocios vernal e outo
nal). 0 equindcio vernal & utilizado para caracterizar o eixo de refe
réncia para contagem das longitudes ecliticas i,. As Jatitudes ecliti
cas 8, <io contadas do mesmo modo que anteriormente, a partir do plano
da eclitica. 0O terceiro eixo deste sistema € definido pela perpendicu
lar ac plano da eclitica que passa pelo centro da Terra,considerada es
ferica. A Figura 7 ilustra este sistema de referencia.

Equador

Equinocio
Vernal

Eclitica y

Fig. 7 - Sistema eclitico de referencia.

0 sistema eclitico & usualmente utilizado come basico na
determinacio de orbitas heliocéntricas, por satisfazer o duplo proposi
to mencionado acima. 0 eixo y, forma um angulo de 23927 como eixo uj.

A transformacio de coordenadas entre os dois sistemas
aqui apresentados pode ser efetuada facilmente por uma seqliencia conve
niente de rotacoes planas.
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Para satélites em orbitas em torno da Terra, o sistema
equatorial apresenta o inconveniente da variagao dos eix0s u; € u, €Om
a rotacdo da Terra. Por outro lado apresenta a vantagem de ser um sis
tema local, para o qual a posicao do observador € conhecida para todos
os pontos. Assim, adota-se nestes casos um sistema misto, utilizando o
eixo p; coincidente com 0 eixo y, € 0 €ix0 y3 apontando para oPolo Nor
te. 0 eixo up & escolhido sobre o plano equatorial, de modo que aorien
tacdo do sistema seja positiva. Uma discussio sobre este sistema & en
contrada em Roy® (1965) e um exempio de aplicacao em Zamlutti? (1969).

6- ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA E TRIGONOMETRIA

Para completar a apresentacao dos elementos essenciais
para a observacdo de orbitas heliocentricas, por um observader Tlocali
zado na Terra, alquns conhecimentos complementares sio ainda necessa
rios. Com relacdo a transformacdao de coordenadas, serao introduzidos
nesta secao os elementos requeridos da geometria analitica. No tocante
ao posicionamento do telescopio (ou antena) observador serao  apresen
tados os conhecimentos exigidos de trigonometria.

6.1- Rotacao Plana

As rotacoes planas sdao de capital importancia no estudo
de Srbitas. Isto se deve ao fato de dois sistemas cartesianos de coor
denadas, com origem comum, poderem ser superpostos, por uma convenien
te seqiiéncia de rotacBes planas. Serao aqui determinadas as modifica
coes que sofrem as coordenadas de um corpo num determinado sistema de
referéncia, quando uma rotacdo em torno de um de seus eixos & imposta
sobre este sistema. Para referéncia o leitor pode consultar Brouwer e
Clemence?, (1961).

Considere-se a Figura 8 na qual esta representado um sis
tema de coordenadas s, que gira um angulo B em torno do eixo $,.0s ei
X0s S, € S, passam respectivamente a ocupar as posicoes s; e Sj.
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g
_3A .
S
B =3
SI
3 ~
\\\
S, F——f T~
3 >P
III
7!
P
/o
/
0 / ! ~
g / 5 >3
24 / 2 2
4
Sa

e

Fig. 8 - Rotacdo plana, de um angulo horaric g, em torno do eixo s.,
perpendicular ao plano da figura.

Seja P a projecao do corpo no plano S, Ss. Sejam s, & Sj
as coordenadas de P no sistema s. As novas coordenadas si e sj valerao

respectivamente:

52

it

S, COS B - 53 5en B 1
{(6.1)

53 S, SEen B + S3 COS B

0 que perminte caracterizar a mudanca de variaveis por meio de uma ma
triz de transformacac como:

oo o

' 0 «cos 8 -sen (6.2)

| v
I
|

™ W

0 sen g cos

para rotacdo horaria, em torno do eixo s,. Para rotacdo anti-horaria,
deve-se substituir g por -3 na matriz acima.
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E simples verificar gue se o eixo de rotacao fosse s, se
ria obtido:

cosp 0 sens
i‘: 0 1 0
-senp 0 cos3B

| en

(6.3)

para rotacao horaria. Analogamente, se o eixo de rotacao horaria fosse
s, seria obtido:

cos B =-seng 0
s' = |[sen B cos 8 0} s. (6.4)
0 0 1

Para ilustrar a utilizacdo de rotacoes planas nas trans
formacoes de coordenadas, necessarias em calculos orbitais, considere
-se o problema de transformar as coordenadas z em coordenadas x. Isto
& conseguido por meio de trés rotacoes planas. Referindo a Figura 4,
efetya-se primeiramente uma rotacao horaria de um angulo g = a em tor
no do eixo z;. Isto permite que o eixo z, passe a coincidir com a reta
NN'. Faz-se em seguida uma rotacao horiria de um angulo B = v em torno
do eixo z,. Com isto, 0 eixo Z3 passara a coincidir com o eixo xz. Fi
nalmente, uma rotacio horaria de um angulo 8 = @ em torno do eixo Zj
permitira a perfeita coincidencia dos dois sistemas de coordenadas e a
identificacac das coordenadas x com as coordenadas z transformadas.Tem

-se assim:
p
cosq -sene O 1 0 0 cosa -senag O
x = |seng cosq O 0 cosv -seny| [sena cosa Of Z.
0 0 1 0 senw €OS v 0 0 1

6.2- Posicio do Sol em Relacao a Terra

0 posicionamento de um corpo, em orbita heliocentrica,
com relacdo 3 Terra requer o conhecimento do vetor yy (ver Seciao 2}.
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A utilizacao de coordenadas ecliticas favorece, de certa forma, a reso
lucio deste problema, uma vez que o vetor Yy neste caso, pertence ao

plano X; Xa.
A Figura 9 ilustra a geometria envolvida na determinacao

do vetor XM'

rl:"< Y

Fig. 9 - Geometria para localizacio da direcao do vetor IM‘

Quanto a Figura 9 o €iXo yi1 coincide com a direcao esta

belecida pelo centro da Terra e 0 equinocio vernal. 0 angulo n e dado

por:
2
qos — (1 - ty)s (6.5)
Ts
onde T, & o periodo de rotacao da Terra em torno do Sol, T & o instan
pelos

te considerado e Ty © instante de equinocio vernal (fornecide

observatorios astrondmicos e.g. Anudrio do Observatorio de Sao Pau
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Tot, 1984). 0 periodo de rotacio da Terra, em torno do Sol,a ser consi
derado @ o periodo anomalistico de 365d06h13m53s (ver Roy®, 1965}. O
intervalo de tempo (1 - 7,) deve ser convertido para tempo anomalisti
co para compatibilidade de unidades.

Para fins de calculos aproximados de orbitas heliocentri
cas, pode-se desprezar a pequena excentricidade da orbita terrestre em

torno do Sol (e = 0.016726). Adota-se entao o valor yM§1.495x108km.

6.3- Posicionamento do Dispositivo Observador da Orbita

0 posicionamento do dispositivo que ira observar a orbi
ta & feito por uma referencia estritamente local, para maior convenién
cia do observador. Esta referencia local & feita por meio de dois angu
jos. Um dos anguios localiza horizontalmente o dispositivo no plano
tangente a superficie da Terra no ponto de observacdo. Este angulo e
chamado azimute. O outro angulo, denominado elevagao, posiciona 0 dis
positivo observador no plano vertical, perpendicular ao plano tangente
horizontal e determinado por trés pontos a saber: centro da Terra, ob
servador e ponto de espaco onde se encontra o Corpo €m observacao.

A geometria envolvida no calculo da elevacdo & ilustrada
na Figura 10.

Plano tangente

horizontal

c

Fig. 10 - Geometria para determinacio da elevagao.
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0 elemento essencial, desconhecido na Figura 10,€ o0 angu
lo central y. Utilizando as relacdes de trigonometria esferica (ver
Selby®, 1971), determina-se facilmente este angulo como:

-
n

cos~! [cos (ag) cos (4A)], (6.6)

onde A@ & a diferenca de latitude entre o corpo celeste e 0 observador
e A a diferenca de longitude. As Tatitudes e longitudes consideradas

podem ser equatoriais ou ecliticas, indiferentemente na Expressao
(6.6).

Utilizando a lei dos co-senos, determina-se a distancia
PZ por:

_ 2 2 _ 1/2
PZ = (re + Yo 2 re Yo €OS v) T, (6.7)
onde L representa o raio da Terra. Como:

Y €OS Y - Ty = PZ sen X, (6.8)

segue que:
- -1/2
x = sen”’ [(ym cos y - re) (r; + y% -2 o Yo €OS v) / 1. (6.9)

A geometria envolvida na determinacao do azimute e mos
trada na Figura 11.

Na Figura 11 o plano sobre © qual repousa o hemisferio
mostrado @ paralelo ao plano tangente a superficie da Terra no ponto
de observacdo. O angulo A € denominado azimute. Tambem mostrado na fi
gura esta o angulo central y, para que o lejtor possa verificar a cor
respondéncia entre as Figuras 10 e 11. Ve-se que o meridiano que passa
por Z & o elemento basico na geometria para determinacao do azimute.
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Fig. 11 - Geometria para determinacao do azimute,

Do mesmo modo como para o calculo de elevecao,sera utili
zado um angulo auxiliar ¢, que & o angulo compreendido entre o plano
equatorial e o plano determinado por tres pontos, a saber: observador,
centro da Terra e o ponto em que se encontra o corpo celeste. A Figu
ra 12 ilustra a geometria envolvida na caracterizacdo deste angulo.

‘\\“Plano

eguatarial

AN

Fig. 12 - Geometria para determinacao do angulo auxiliar z.

Na Figura 12 o triangulo esferico formado pelos tres an
gulos centrais, A@, Ax, v, € um triangulo retangulo. Da trigonometria
esferica tira-searelacao (Setby®, 1971):
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sen ¢ = Sen Ag/sen y (6.10)

da qual resulta:
r = sen”t (sen pg/sen y). (6.11)
0 azimute pode entao ser facilmente determ1nado a partir

do angulo g. Tomando a longitude, variando-a de 0° a 360 a relacaoc
entre A e |g| & mostrada na Tabela 1.

TABELA 1
AQ Ax A
+ + 900—|z;\
- + 90%+|¢|
- - 270°-1¢]
+ - 2700+\;l

E possivel tambem a utilizacdo de coordenadas ecliticas
no processamento para 0 calculo de azimute; neste caso entretanto deve
-se levar em conta a inclinacao da eclitica, relativamente a0 plano
equatorial. Esta inclinacao e de 23 957", que deverao ser adicionados
ao valor de A quando este angulo for calculado em coordenadas ec1iti
cas.

7- APLICACTES
0s elementos apresentados neste trabalho possuem as mais

variadas aplicacOes. A mais simples e certamente a determinacao do efel
to de um alinhamento parcial dos planetas.

Considerando Sol, Terra, Jupiter e Saturno alinhados tem

-se a distribuic¢ao instantanea de forcgas:
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a- Sol sobre a Terra: proporcional a 0.33 x 10°;
b- Jupiter sobre a Terra: proporcional a -203
¢- Saturno sobre a Terra: proporcional a -1.4.

0 coeficiente de proporcionalidade & m/r?, onde m € a massa da Terra e
» & a distancia da Terra ao Sol (também dencminada Unidade Astronomica
A.U.). O sinal, no fator de proporcionalidade, indica a direcao da for
ca relativamente 3 direcao da forca exercida pelo Sol.

Pode-se perceber que neste alinhamento parcial, o efeito
dos outros planetas nas equagoes do movimento da Terra em torno do Sol
& 107" vezes menor que o efeito principal. Pode-se assim esperaruma va
riacio de 1%, com a relacdo a orbita que se pode determinar com os ele
mentos teoricos deste trabalho (movimento de dois corpos).

Uma segunda aplicacao pode ser desenvolvida pelo leitor
considerando os elementos orbitais do cometa Halley (ver o Manual de
Yeomans’, 1984). Estes dados sao os seguintes: perjodo anomalistico

= 75 anhos, semi-eixo maior a = 18A.U., excentricidade e = 0.967.

0s dados angulares do cometa Halley sao os seguintes: in
clinacao da orbita v = 162, ascensdo reta do no ascendente o = 58°,

argumento do periglio a = 112°,

Nio sao fornecidas as variacoes temporais dos parametros.
Com tisto presume-se que 4 orbita seja relativamente estavel para poder
despreza-las. De qualquer forma, em vista do Tongo periodo anomalisti
co, variacbes temporais de curto prazo podem ser desprezadas.

0 ultimo parametro, necessario para completa determina
cao da pos1cao do cometa, & o instante da Ultima passaganpe1oper1e11o
T = 9.6613 de fevereiro de 1986 (tempo local de Greenwich) que permi
te determinar a anomalia media usando a Equacdo (2.8).
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Conhecida a ancmalia média, determina-se aanomalia excen
trica resolvendo a equacao de Kepler (2.8). Calculam-se, em sequida,as
coordenadas z, e z, nho plano orbital pelas Equacoes (3.1) e (3.2). As
coordenadas x, no sistema heliocéntrico, sao determinadas como mostra
do na Secao 6.1. As coordenadas y, no sistema geocentrico,sao determi
nadas como mostrado na Secdo 6.2. Havera ainda a necessidade de conver
s3o para coordenadas equatoriais (Secdo 5.1), por meioc de rotacoes pla
nas (Secio 6.1). Finalmente determinam-se 0sangulos para posicionamen
to do telescopio (azimute e elevacao) pela sequencia mostrada na Secao
6.3.

Procedendo coerentemente, a partir do roteiro do uUltimo
paragrafo, o leitor devera obter os mesmos resultados publicados em
Yeomans’ (1984).

No posicionamento do seu telescopio o observador devera
tomar cuidade para ndo utilizar uma blssola, em virtude de o norte mag
netico diferir do norte geografico (referéncia basica para o azimute).

Uma terceira aplicacdo do material exposta foi a utiliza
da na previsao do 100 planeta do sistema solar., Este tipo de utiliza
c3o requer entretanto um cohhecimento mais aprofundado do assunto, que
nao cabe num tratamento introdutorio como o aqui exposto.

8- CONCLUSOES

Neste trabalho foram discutidos alguns aspectos basicos
de previsdo da posicdo de um corpo no espaco. Foi focalizado o problema
para corpos em orbitas heliocéntricas. A abordagem escolhida visou uma
melhor compreensao por parte de leitores nao-especializados.

0 assunto foi tratado na forma mais elementar possivel
(movimento de dois corpos). Uma id&ia simples sobre o efeito de pertur
bacoes foi introduzida para dar uma visdo mais real da amplitude do es
tudo de astrodinamica. "
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A aplicacao do material exposto foi discutida brevemen
te, visando ilustrar sua utilidade.
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