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Abstract

In this work we consider the problem of two-impulse orbital transfer between coplanar elliptical orbits with
minimum fuel consumption but with a time limit for this transfer. This time limit imposes a new characteristic to
the problem that rules out the majority of transfer methods. Then we used the equations presented by D. F.
Lawden, modified and solved those equations to develop a software for orbital maneuvers. This software will be
used in the next missions developed by INPE. The original method developed by Lawden considers only the case
where the points of beginning and the end of maneuver are known. The software developed here extends this
method to the case where only one point is known and to the case where the two points are free. The four
possible cases were tested with success.

Keywords
Astrodynamics, Orbital Transfer, Optimal Control.

Palavras-Chave
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1. INTRODUCAO

Uma boa parte dos veiculos espaciais colocados em 6rbita ao redor da Terra utiliza os
conceitos bésicos de transferéncias de 6rbita. Isto se deve ao fato de que quando o veiculo €
langado ele € colocado em uma 6rbita que nem sempre ¢ a ideal, isto €, aquela para a qual o
veiculo foi projetado. Desta maneira, deve-se efetuar uma transferéncia de 6rbita para que o
vefculo possa atingir a orbita final desejada. Mesmo quando o veiculo ji é langado na 6rbita
final, existem erros de langamento que, em muitos casos, devem ser corrigidos. Além disto,
para ele permanecer nesta Orbita devem ser executadas corregdes de drbita periédicas para
eliminar os efeitos gerados pelas perturbages que agem no veiculo. Para o Brasil teremos
importantes aplicagdes na ocasido do langamento dos satélites de sensoreamento remoto SSR1
e SSR2 que fazem parte da Missdo Espacial Completa Brasileira e dos Satélites Sino-
Brasileiros de Recursos Terrestres CBERS1 ¢ CBERS2, também de sensoreamento remoto,
que necessitardo de manobras de transferéncia de érbita.

Neste trabalho consideramos o problema da transfer€ncia orbital com consumo minimo
de combustivel, mas com um limite de tempo para essa transferéncia. Esse limite de tempo
impde uma caracteristica nova ao problema, fazendo com que grande parte dos métodos de
transferéncia existentes na literatura ndo mais se apliquem. Assim sendo, esses métodos
devem ser adaptados a esse novo vinculo.
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2. DEFINICAO DO PROBLEMA

A transferéncia de um veiculo espacial de uma drbita inicial para uma 6rbita desejada
consiste (Marec, 1979) em se alterar o estado (posi¢do, velocidade e massa) de um veiculo
espacial das condigdes 7, V, e m, no instante ¢, para 7,, ¥, ¢ m, no instante te (8, 24),
usualmente com o menor gasto de combustivel (m, — m, ) possivel.
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Figura 1 - Transferéncia QOrbital.
FONTE: Marec {1979), pag. 3.

Podemos ainda classificar as manobras em: parcialmente livres, onde pelo menos um dos
parametros da transferéncia € livre, por exemplo, o seu tempo de execugdo; ou completamente
vinculadas onde todos os pardmetros sdo vinculados e deseja-se que o veiculo mude de sua
Orbita para uma outra érbita especifica em um ponto especifico desta 6rbita a partir de um
ponto especifico da 6rbita inicial.

Neste trabalho, consideramos inicialmente as transferéncias completamente vinculadas e,
a seguir, reduzimos o nimero de vinculos para obter um sistema de equagdes cuja resolucio
seja mais simples.

Consideramos também que o controle aplicado ao sistema utiliza propulsores capazes de
aplicar empuxos instantineos e de magnitude infinita. Dessa forma, temos a variagio
instanténea da velocidade do veiculo espacial.

3. TRANSFERENCIAS BI-IMPULSIVAS OTIMAS COM TEMPO FIXO ENTRE
ORBITAS COPLANARES

Este método utiliza como base para a sua solugio as equagdes apresentadas por Lawden
(1993). O método apresentado por Lawden fornece a 6rbita de transferéncia de mfnimo
consumo de combustivel com tempo fixo, porém o método nio foi implementado nem testado
por Lawden na publicag&o citada. Assim sendo, a modificagdo, a implementagdo e a solugio
do método sdo contribuicdes deste trabalho. Desta forma, o método foi modificado e
implementado com o objetivo de desenvolver um software para manobras orbitais onde,
através da variagdo do tempo de transferéncia, obtemos um conjunto de resultados que nos

fornece a solugdio para o problema da transferéncia orbital com minimo consumo de
combustivel e com limite de tempo.
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Dadas duas orbitas coplanares, podemos definir com relativa facilidade a érbita de
transferéncia 6tima entre elas quando néo consideramos limitagdes de tempo nem de posicio
dos pontos terminais (pontos inicial e final da manobra) nas érbitas de partida e de chegada.

Porém, quando consideramos o problema com tempo fixo, a posi¢do dos pontos
terminais passa a ter importancia. Da defini¢do dos pontos terminais podemos ter quatro
problemas diferentes. Quando consideramos pontos terminais fixos desejamos partir de um
determinado ponto em um determinado instante da 6rbita inicial e atingir um outro
determinado ponto em um outro determinado instante da érbita final.

Outros dois tipos de problemas ocorrem quando apenas um dos pontos terminais &
fixado. Neste caso o problema apresenta um vinculo a menos que o caso anterior, O caso onde
o ponto terminal inicial € fixado pode ter como aplica¢3o transferéncias orbitais Gtimas com
tempo fixo, em que o local onde a manobra deve ser realizada € determinado. Por exemplo, a
necessidade da manobra ser realizada em visibilidade pode ser enquadrada neste caso. Ji
quando € o ponto terminal final que € determinado podemos ter como aplicagdo manobras de
“rendezvous”.

Um ultimo tipo de problema ocorre quando nenhum dos pontos terminais € fixado, sendo
que o tnico vinculo existente € que o tempo total seja fixo. Nesta situagio o foco de interesse
ndo € onde o veiculo vai efetuar a manobra, mas quanto tempo ele vai permanecer na 6rbita de
transferéncia. Dessa forma a solugdo a ser encontrada deve fornecer a 6rbita de transferéncia
com menor consumo de combustivel que transfere o veiculo espacial da 6rbita inicial para a
orbita final em um tempo pré-determinado. Uma possivel aplicagio para este caso é a
transferéncia de satélites de sensoreamento remoto, onde a manobra de transferéncia deve
ocorrer ¢ mais répido possivel, pois enquanto o satélite estiver na 6rbita de transferéncia os
seus instrumentos de sensoreamento ficam inativos.

4. APRESENTACAO DO METODO

Chamaremos o ponto de jungio da 6rbita de transferéncia com a 6rbita inicial de J, onde
¢ aplicado o primetro impulso, € o ponto de jun¢fo da drbita de transferéncia com a érbita
final de K, local onde € aplicado o segundo impulso. Dessa maneira, assumiremos que o
tempo gasto entre 0 ponto terminal inicial / e o ponto de jungdo J € dado por At,, o tempo
gasto na 6rbita de transferéncia € Az, e o tempo gasto entre o ponto de juncéio K e o ponto
terminal final F € Az,, como pode ser visto na Figura 2. Assim, para o caso onde 0s pontos
terminais s3o fixados, o vinculo de tempo ¢ dado por: At, + Ar+Ar, =T ,onde T € o tempo

total gasto na manobra. Para o caso onde apenas o ponto terminal inicial é fixado o vinculo de
tempo € dado por: At +At=T pois neste caso Az, ¢ zero. Para o caso onde € o ponto
terminal final que € fixado, o vinculo de tempo € dado por: Ar+ Az, = T pois agora Az, que é
zero. Para o caso onde ambos os pontos terminais ndo sio fixados o vinculo de tempo € dado
por: At =T pois At, e Ar, sio iguais a zero.

As Orbitas elipticas sdo especificadas pelos valores de seus elementos keplerianos dados
por (indice 1: drbita inicial; indice 2: érbita final; sem indice: 6rbita de transferéncia);

a = semi-eixo maior.

e =excentricidade.

[ = semi-latus rectum.

® = longitude do periapside.

i = inclinagio;

{2 = longitude do nodo ascendente.
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Utilizamos ainda os seguintes elementos:

s =lfr;

r = raio (distancia do centro de atragio ao satélite);

z = l/ u% .sin¢, sendo que p.% .z.8in¢ € a componente da velocidade perpendicular ao
impulso que ndo ¢ afetada pela propulséo;

¢ = angulo formado entre a diregdo circunferencial (diregio perpendicular a reta que liga o
centro de atrag@o ao satélite) e a direg@o do impulsg;

8 = dngulo de posi¢do do satélite (coordenada polar). Angulo formado entre a reta que liga o

centro de atragdo ao nodo ascendente e a reta que liga o centro de atragio a0 satélite.
Portanto © = w+ f , onde f € a anomalia verdadeira;

a= (! Z.C)/e ,onde C é uma constante definida por Lawden (1963). Se C=0 temos que a

solugdo obtida é a mesma que a solugio para tempo livre;
i1 = constante gravitacional, que para a Terra vale 398600km’/s* ;
. = periapside.

FLANO DAS ORBITAS

PLANEO DO E£QUADOR

ORBITA DE TRANSFERENCIA /| »7 = = 7 7 7777

NODO ASCENDENTE

NOBCO DESCENDENTE

* T (PONTO VERNAL>
X

01=02

ORBITA INICIAL

ORBITA FINAL

Figura 2 - Geometria da Manaobra,

Assim a equagdo polar da Orbita pode ser escrita da forma: —l--—- l+e.cos(9—(|)).
r

Supondo que o movimento do veiculo na érbita inicial no ponto J tem uma aceleragio /7>
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na dire¢do de O (centro de atragdo) e € sujeito a uma propulsdo impulsiva P em um angulo
¢ em relagfo a dire¢do circunferencial, temos que os elementos (I, e, ®) desta nova 6rbita

devem continuar a satisfazer a equagdo polar da érbita. Entretanto foi mostrado por Lawden
(1962) que estes novos elementos também  satisfazem a  equagdo:

e. sin(O —(o) = (1— { %.z} tan¢, onde u%.z.sinq; representa a componente da velocidade
r

perpendicular ao impulso que ndo € afetada pela propulsdo. Assim, todas as possiveis 6rbitas
que podem ser utilizadas pela aplicagdo de um impulso na dire¢do ¢ devem satisfazer a estas
duas equagdes . Se /|, ¢, m, ¢ I, ¢, ® s@o dois grupos de elementos que satisfazem as
equagdes anteriores, temos que o incremento de velocidade necessdrio para mover o veiculo
y )
ul/z: IA — IIA

da orbita inicial para uma outra é dado por: Av= °
r.COs

como foi mostrado por

e+cosf

Lawden (1962). Temos ainda, as seguintes equagdes conhecidas:cosu= :
l1+e.cos f

3

Ccosu—e ! %

cos f = ;a=——; r=a.(l-ecosu); t=
l-e.cosu l—e

a”?.(u- e.sinu)

,onde: 4 é anomalia
u}é

excéntrica, f € anomalia verdadeirae ¢ € o tempo gasto pelo veiculo para atingir a anomalia
excéntrica u# a partir do periapside.

A partir de Lawden (1993) obtemos um sistema de doze equagdes por doze incégnitas
que expressam as condi¢des necessarias para otimalidade, dadas a seguir.

Equagdo I: A, +At+ A, =T ou At +At=T on Ar+At, =T ou At=T
Equag3o 2: ¢,.cos(8, —®,)=1,.5, -1
Equagio 3: e.cos(§, — @) =15 -1

Equag3o 4: ¢, sin(0, —®, )= (!l.s, -1/, ).tanq;,

Equagdo 5: e.sin(8, — @)= (!.sl - l}é.z, ].tan b,

Equagio 6: {z, -—5‘—].sin¢, - 2e.a = (32 --—“‘"i].sinq)2 —-—— ¢

zl I .S].Z| ZZ I 'SI'Zz
%o 2
Equagio 7: M, = M, _3'.;_.(5;2
ime)
3°!-l}é.(x.e.t

E o8 N =N, +——
quacdo ) 2 l%,(l—ez)

Equagio 9: e,.cos(8, — 0,)=1,.s, -1
Equaggo 10: e.cos(0, —@)=1.5, -1

Equagio 11: e,.sin(0, —0,)}= (Iz.s2 —.!2,%.z2 ) tand,

Equagdo 12: e.sin(8, — w)z(l.sz -I}é.zz].tanqu
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Onde:

M, =cos(8, —a—0,)+ }/1 .cos(0, —w).cosd, +
1?.z,

cot(®, —®) 1 2.e
. + :

-, -0)

M2=cos(9 - - ¢2) ;cos(ﬁ m).cosq)z—i-

cot(9, — 0)) _ _
g/ [l 5, -sin( 9 — o} cot(p, 0))}

5 +1 Ls +1 1 )
N =cos¢,. |1+ o ' + .I:e.cotﬁ -o)- - ]
l I [ I% z, ] |2, 5,.2,.5in(0, - o) 1-e¢ ® L.5,.5in(8, - @)

N, = coquz{l

Ls,+1 1 2
r— .| e.cot{8, — @) - .
32 2,-5in(6, — @) I—e l.s,.sin(6, — ©)

Solucionando este sistema de equagdes obtemos a 6rbita de transferéncia com menor
consumo de combustivel que realiza a transferéncia do veiculo espacial da érbita inicial para a
orbita final, no intervalo de tempo determinado.

5. RESULTADOS

Sdo mostrados abaixo, para os quatro casos estudados, os resultados obtidos com o
programa desenvolvido.

Os graficos mostrados abaixo foram construfdos em fungio da variago do tempo total
gasto na manobra. Dessa maneira, cada ponto dos graficos foi obtido através da execugio do
programa para um determinado tempo. Estes pontos foram unidos por meio de uma linha
cheia formando assim uma curva que mostra o comportamento do elemento orbital em
questdo. Porém, no caso onde os resultados obtidos ndc formam uma curva continua
decidimos néo unir 0 pontos pois teriamos uma falsa interpolagdo do comportamento do
elemento orbital, pois realizamos um estudo discretizado onde nem todo dominio foi
analisado, portanto, a curva real pode conter particularidades que seriam assim
desconsideradas.

Nos dois primeiros casos tomamos como exemplo a manobra de transferéncia que ird ser
efetuada na ocasido do langamento do satélite de sensoreamento remoto CBERS, em que o
langador colocard o satélite em uma 6rbita de inje¢do com semi-eixo maior de 7122,237 km,
excentricidade de 0,0014161 e argumento do perigen de 98,69375°, mas a 6rbita nominal do
satélite deve apresentar semi-eixo maior de 7148,865 km, excentricidade de 0,0011 e
argumento do perigeu de 90° J4 no terceiro caso utilizamos como exemplo a manobra de
transferéncia efetnada entre uma Orbita inicial com semi-eixo maior de 7000 km,
excentricidade de 0,1, argumento do perigeu de 40,10704° ¢ uma 6rbita final com semi-eixo
maior de 7100 km, excentricidade de 0,3 e argumento do perigeu de 143,23945°. No quarto
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caso, tomamos como exemplo a mesma manobra de transferéncia do caso anterior, mas
utilizando uma orbita inicial com o mesmo argumento do perigeu da 6rbita final
(w=143,23945°) pois dessa maneira as duas rbitas ficam alinhadas.

Legenda:
Variagfo de velocidade gerada pelo primeiro impulso: _ ou O
Variagio de velocidade gerada pele segundoimpulso: ___ . _ __ ou A
Variagio de velocidade total: on O
0.0600 — 1.600 —
.
20140 - 1500 -
L FEIE s -
LELTTIEE 1. ‘1
‘g whiag § 1.200 —
-, = 1100 -
Z 00400 — 3
-§ g LLCL
8 oalEr — » g
= o LELE
. snz - .
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Figura 3 - Variagédo de Velocidade x Tempo. Figura 4 - Variagédo de Velocidade x Tempo.
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Figura 5 - Variacao de Velocidade x Tempo.
At+ A, =T
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Figura 6 - Variagéo de Velocidade x Tempo.
At=T
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Nos grificos mostrados acima podemos verificar que quanto major for o tempo permitido
menor serd a variagio de velocidade necessaria, como era esperado pois quanto maior for o
tempo permitido mais a diregio dos impulsos aplicados se aproxima da dire¢cdo do
movimento. No caso em que as Orbitas inicial e final sdo coaxiais (quando a linha dos semi
eixos maiores das Orbitas sdo alinhadas), quanto maior for o tempo permitido mais a
transferéncia se aproxima da transferéncia do tipo Hohmann (onde o dngulo de transferéncia é
de 180°) portanto menor serd a variagdo de velocidade necessdria, como podemos verificar na
figura 6. Porém deve-se ressaltar que quando o tempo fixado for superior ao tempo necessario
para a transferéncia do tipo Hohmann a variacdo de velocidade necessdria torna-se superior a
de Hohmann pois o 4ngulo de transferéncia torna-se maior que 180° e dessa forma a diregdo
dos impulsos aplicados deixa de se aproximar da dire¢io do movimento para se afastar.

Podemos verificar ainda que o quarto caso, onde o vinculo de tempo € dado por Ar=T,
¢ o que apresenta melhores resultados pois a curva encontrada € continua e se comporta da
forma esperada. Isso se deve ao fato do vinculo de tempo ser o mais simples possivel,
portanto a resolugéio do sistema de equagdes mostrado anteriormente, se torna mais facil, J4
quando o vinculo de tempo € mais complexo a resolucio do sistema também torna-se mais
complexa. Podemos observar isso nos trés primeiros casos. Quando o vinculo de tempo é
dado por At, + At =T ou por Az + At, =T os resultados s@o razodveis, mas quando o vinculo

de tempo € dado por Ar, + Af+ At, =T, como foi proposto por Lawden (1993), o resultado ¢

ruim € para alguns valores de tempo nédo se obteve solug@o pois o algoritmo utilizado para a
solugdo do sistema de equagdes niio convergiu. Entretanto, isto também ocorreu nos outros
casos, principalmente quando o tempo fixado foi muito pequeno ou muito grande, mas como
o nimero de vinculos é menor nestes casos fica mais facil ajustar o tempe de transferéncia
para fazer o algoritmo convergir.
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