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RESUMO

Descreve-se a teoria da metodologia de invariant imbedding aplicada a resolucgao da
equacao de transferéncia radiativa unidimensional, monocromatica e estacionéria,
em problemas de Otica Hidrologica, com base no livro Light and Water - Radiative
Transfer in Natural Waters, de C. D). Mobley. Obtem-se assim um primeiro tex-
to em portugués sobre essa metodologia, aqui traduzida por inser¢do invariante, a
qual se baseia em modelar a interagao da luz com o meio através de operadores que
expressam a transmitancia, reflectancia e os termos fontes do mesmo. Esses opera-
dores sdo calculados pela integragio de conjuntos de equagoes diferenciais ordinarias
nao-lineares, as equacoes diferenciais de Riccati, através de métodos numéricos am-

plamente conhecidos.



THE INVARIANT IMBEDDING METHODOLOGY APPLIED TO
THE SOLUTION OF THE RADIATIVE TRANSFER EQUATION IN
HYDROLOGIC OPTICS PROBLEMS.

ABSTRACT

The theory of the tnvariant imbedding methodology applied to the solution of the
steady state, unidimensional and single wavelength radiative transfer equation in
Hydrologic Optics problems is presented. This study is based on C. D. Mobley’s book
Light and Water - Radiative Transfer in Natural Walters. The invariant imbedding
methodology models the interaction between the light and the medinm by means of
transmittance, reflectance and source term operators. These operators are calculated
by the integration of sets of non-linear ordinary differential equations, the Riccati
differential equations, with use of standard numerical techniques.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A resolugdo de uma variedade imensa de problemas na fisica e na engenharia implica
na resolugao da equagdio de transferéncia radialive. Em se tratando de problemas
relativos a luz, dadas as condicoes iniciais e de fronteira, incluindo as intensidades
de energia radiante incidentes e aquelas geradas por fontes internas, e fornecidas
as propriedades oticas do meio, o modelo matematico leva as intensidades de ener-
gia radiante resultantes, expressando a interagao da luz com o meio e modelando
fenomenos tais como a absorcao e o espalhamento. A complexidade da equagio de
transferéncia radiativa, integro-diferencial, traduz-se na vasta literatura disponivel,
citada em (15), a qual inclui os chamados métodos de invariant imbedding (2), (6)

(8) (9).

A metodologia de invariant imbedding, aqui traduzida por inser¢do inveriante, co-
meg¢au a ser desenvolvida a partir do trabalho do astrofisico Viktor A. Ambarzumian
nos anos 40, relativo a determinacao da reflectancia de uma atmosfera estelar infi-
nitamente profunda, conforme descrito em (6). O enfoque cléssico seria resolver a
equacao de transferéncia radiativa no interior da atmosfera e obter, a partir da ener-
gia radiante incidente, a energia radiante que deixa a atmosfera e consequentemente
a reflectancia. O enfoque de Ambarzumian era de que a atmosfera estelar infinita
seria inalterada (invariante) pela adigio ou remocio de uma camada da mesma, e
assim se poderia inserir o problema da reflectancia de uma atmosfera de profundida-
de z no problema da reflectincia de uma atmosfera z + dz. Isto permitiu-the derivar
uma equacao funcional relacionando a reflectancia da atmosfera de profundidade z
com aquela da atmosfera de profundidade z 4 dz, com z — co. Assim, a reflectancia
fo1 obtida sem necessidade de se resolver a equagao de transferéncia radiativa.

Esta metodologia foi evoluindo nas décadas seguintes, tendo sido estendida sua
aplicacdo a outras areas de pesquisa. O significado corrente do termo invariante
nessa metodologia relaciona-se a invariancia das formas funcionais que governam
a interacao da energia radiante com o meio, mesmo finito e nio-homogéneo. A
inser¢do pode ser associada a possibilidade de inserir camadas adjacentes a camada
considerada do meio e analisar a camada resultante.

A insercio invariante utiliza operadores (locas) de transmissao e reflexdo que expres-
sam a interacao da luz com uma camada infinitesimal do meio, calculados a partir do
albedo de espalhamento simples e da fungio de fase de espalhamento. Conhecidos
estes operadores pode-se escrever um balango de luz para camadas finitas do meio e
chegar a um conjunto de equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares, as equagoes
diferenciais de Riccati, cujas incdgnitas sdo os operadores (globais) de transmisséo
e reflexao e de termos fontes associados as camadas consideradas. Integrando-se
essas equagoes, obtém-se esses operadores que permitem calcular de forma direta as



amplitudes espectrais de radiancia incégnitas a partir das amplitudes espectrais de
radiancia incidentes nessa camada do meio.

R.W. Preisendorfer (8) (9) e R.W. Preisendorfer e C.D. Mobley (10) (6), aplica-
ram a insergao invariante a problemas de Otica Hidroldgica. Assim, apresenta-se
aqui o método de insergdo invariante, conforme exposto por C. D. Mobley em seu
livro Light and Water - Radiative Transfer in Natural Waters (6), para resolucio
da equagio de transferéncia radiativa unidimensional e estacionaria para um dado
comprimento de onda. A deducdo da teoria parte da discretizagao das variaveis
angulares da equacao de transferéncia radiativa, e da decomposicao espectral das
radiancias por meto de sua representa¢io polinomial de Fourier. Sua implementcao
requer a discretizacao da funcdo de fase de espalhamento para as resolugoes po-
lar e azimutal escolhidas, bem como célculos a serem efetuados com as amplitudes
espectrais de radiancia para posterior obtencao das radiancias.

No presente trabalho objetiva-se apresentar um resumo da metodologia de insercio
invariante aplicada & Otica Hidrolégica conforme (6). O Capitulo I aborda a
equacao de transferéncia radiativa (Se¢bes 2.1 e 2.2), sua discretizagao angular
(Secao 2.3) e decomposicao especiral (Segao 2.4), que permitem a deducio dos
operadores locais de transmissao e reflexao para uma camada infinitesimal do meio
(Secdo 2.5). Abordam-se também as equagbes de interagao local (Segao 2.6), que
provem um balanco de energia para uma camada infinitesimal do meio e a solugao
fundamental associada a estas equagdes (Segao 2.7).

O Capitulo I1I trata especificamente da inser¢ao invariante, iniciando-se com o resu-
mo da metodologia empregada. Apresentam-se as equacdes de interacio global, que
provém um balanco de energia para camadas finitas do meio {Secao 3.2) e mostra-se
sua equivaléncia com a solugdo fundamental (Segao 3.3). A dedugao e integragao das
equagoes diferencials de Riccati, cujas incégnitas sdo os operadores globais, apare-
cem & continuagdo (Secdes 3.4 e 3.5), seguidas da dedugao dos operadores compostos,
que levam em conta a presenca de camadas adjacentes a camada considerada (Secao
3.6} e dos operadores compostos para a interface ar-dgua (Secao 3.7). Os operado-
res globais devem ser obtidos para cada profundidade na qual se deseje calcular as
radiancias e, consequentemente, também os operadores compostos.

Finalmente, a sequéncia de etapas € resumida (Segao 3.8), mostrando como, conhe-
cendo-se os operadores locals, integram-se as equagoes de Riccati para se obterem
os operadores globals para as camadas de dgua consideradas. Tendo-se estes ope-
radores, chega-se aos operadores compostos que, a partir das amplitudes espectrais
de radiancia incidentes, permitem o calculo das amplitudes emergentes. Destas,
calculam-se as radiancias desejadas. A enumeracao das vantagens da metodologia é
feita no final (Segdo 3.9).

O autor travou conhecimento com a metodologia de insergao invariante ao assistir
a um seminario sobre Otica Hidroldgica proferido por C. DD. Mobley na Divisao

de Sensoriamento Remoto do INPE, em fins de 1995. O cddigo Hydrolight 3.0
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(7), de autoria do mesmo pesquisador foi disponibilizado ao autor, que o utilizou
na resolu¢ao de problemas inversos em Otica Hidrolégica, objeto de sua tese de
doutorado em Computagao Aplhcada no INPE, defendida em abril de 1997. Esse
codigo utiliza a metodologia de insercdo invariante, para resolugio da equagio de
transferéncia radiativa unidimensional e estacionaria para um comprimento de onda
especifico. Maiores detalhes sobre problemas inversos em Otica Hidrolégica podem
ser encontrados na tese de doutorado do autor (15) ou nos trabalhos ji publicados
nessa area (11}, (12), (13), (14), (16}, (17). Pode-se acrescentar uma vantagem extra
constituida pelo potencial de otimizacao do codigo Hydrolight, que inclui rotinas
matematicas ndo-otimizadas, especialmente aquelas utilizadas para integracao das
equacoes de Riccati, o que torna esse cadigo potencialmente otimizavel.

Espera-se que este primeiro texto em portugues sobre a insercao invariante, aplicada,
a Transferéncia Radiativa em Otica Hidroldgica, ajude a elucidar e divulgar essa.
metodologia.

11



12



CAPITULO 2
A EQUACAO DE TRANSFERENCIA RADIATIVA

2.1 Algumas Defini¢oes Usuais em Transferéncia Radiativa

Definemn-se, inicialmente, algumas grandezas relacionadas & transferéncia radiativa,
e a Otica Hidrolégica. Na radiometria, ramo da ciéncia que estuda a medicio da
energia radiante, ou seja, eletromagnética, a grandeza fundamental € a radiincia, que
mede a energia de um feixe infinitesimal de radiagao , num dado ponto, por unidade
de tempo, por unidade de drea A e por unidade de angulo solido Q (esferorradiano -
sr). Considera-se que o feixe esteja contido num dngulo sélido infinitesimal, centrado
na direcao em que aponta, conforme a Figura 2.1, sendo P o ponto de onde o
feixe fol emitido ou espalhado. Assim, a radiancia (L) depende da posicao (7}, do
instante (¢) e da direcio () consideradas. No entanto, normalmente se trabalha
com um comprimento de onda especifico A (geralmente expresso em nanometro -
nm, 1 nm = 107° m), e fala-se em radidncia espectral, considerando-se que o feixe
abrange uma faixa infinitesimal de comprimentos de onda, centrada em A. Define-se
a radiancia espectral por:

L o _ energia —2 1 _1
L(Z,t,6,A) = ————— W m™ sr™" nm . 2.1
A radiancia, apesar de sua dependéncia direcional, nao é um vetor. constituindo
uma medida da energia radiante dependente da diregao considerada.

0O campo luminoso é considerado como sendo independente do tempo ¢: consideram-
se feixes continuos e nao pulsos de luz, ou seja, assume-se que o regime seja esta-
cionario. Assume-se uma invaridncia translacional (em z e y) e rotacional (em
torno de z). Assim. a dependéncia espacial (vetor posi¢io I) é expressa apenas
pela profundidade z (problema unidimensional). Por conveniéncia de notagio, a
dependéncia de A é omitida, embora as grandezas estudadas sejam espectrais.

O angulo sélido infinitesimal (Figura 2.2) é definido em func¢io dos dngulos polar

(8) e azimutal (¢) por d} = sind df dg.

A Figura 2.3 ilustra o que ocorre quando um feixe estreito e colimado de luz de
comprimento de onda A com poténcia espectral radiante ®;(A), cuja unidade no SI
¢ W nm !, incide num volume de agua AV, com &rea ¢ S e espessura Ar. Nesta
figura, ¢ = 0 e o 4ngulo polar (#) do feixe espalhado coincide com o angulo de espa-
Thamento (). Assume-se que nio haja espalhamento ineldstico ou trans-espectral
(por exemplo, espalhamento de Raman), ou seja, que a luz nido seja absorvida em
A e “re-emitida” em outro comprimento de onda. Esta é uma hipétese aceitavel em

13



Fig. 2.1 - Feixe de luz infinitesimal utilizado na definicao da radiancia L.

RAIODELUZ 2
SOLAR } AR
1
1
1

@ = angulo polar
¢ = angulo azimntal

s = rajo de luz espalhado
t = ralo de juz transmitido
\f = 4ngulo de espalhamento

FUNDO

Fig. 2.2 - Modelo esquematico do problema considerado.
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dguas naturais (6). Parte dessa poténcia incidente serd transmitida (®,(1)), parte
sera absorvida (®,(A)) e parte espalhada (®.(})) em todas as direcdes, sendo %
o angulo de espalhamento, representado nesta figura para uma diregio particular.
Assim, pela conservagio da energia, tem-se que:

D (N) = D (X)) + B,(N) + B,(N) . (2.2)

As grandezas adimensionais ebsorptincia (A(A)), espalhincia (B())) e transmitincia
(T(A)} espectrais sao definidas, respectivamente, por:

A = 2,00/ 2,0 ; (2.3)
B(\) = 8,(0) /&) ; (2.4)
() = 0.0/ 0:(0); (2.5
claramente,
ANy + B(A) + T(A) = 1. (2.6)

Existe também a absorbancia D()), ou densidade ética, grandeza medida por es-
pectrofotometros e definida por:

D(}) = —logys [T — AN | . (2

SNl
-I
~—

Fig. 2.3 - Geometria utilizada na definicao das propriedades 6tica inerentes do meio
(para angulo azimutal ¢ = 0).
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A partir do exposto acima, podem-se definir algumas propriedades dticas inerentes
(IOP’s) do meio, tais como o coeficiente espectral de absorcao,

A

-1 -1
a(A) = lim —= (m™), (2.8)
o coeficiente espectral de espalhamento,
_ . B -1
) = Jim 2 (m), (29)
e o coeficiente espectral de atenuagio do feixe:
e(A) = a(A) + (M) (m™1) . (2.10)

A poténcia luminosa espathada tem uma distribuicio angular, em fungio do angulo
de espalhamento 1 e do angulo azimutal ¢ (ndo se considera aqui a dependéncia da,
polarizagao), ou seja, B(A) = B{¢, 1, A). Um feixe de luz espalhado numa direcao
que forma o angulo ¢ (0 < ¢ < 7) com a dire¢ao do feixe incidente, ocupa um
angulo solido AQ) = sinv dip d¢, centrado na direcdo espalhada. Define-se a funcao

volumétrica espectral de espalhamento {# (¥, A)) como sendo:

1, -1
Ar—0 A0—=0  ArAQ (m™"sr™7) (2.11)

Esta fungiao expressa a dependéncia direcional e a intensidade do espalhamento.
Se integrada para todas as diregdes (dominio Z), fornece o coeficiente espectral de
espalhamento:

b(A) = / A (6,9,)) dO) . (2.12)

Pode-se definir a funcido de fase de espalhamento, ou simplesmente funcao de fase
(8), como sendo:

B (¢,%,2)

(sr™1). (2.13)

Considerando-se independéncia azimutal (¢) em torno da dire¢ao incidente (in-
variancia por rotagdo em torno de z), simplificagdo usada na literatura, e uma vez
que dQ? = sin®y dip d¢, pode-se integrar a expressio acima em ¢:

b\ = f:“/; B o) singdpdé =27 (5N sing db. (210)

Assim, a funcao volumétrica espectral de espalhamento (3 (¥, A)) pode ser expressa
como o produto do coeficiente espectral de espalhamento, que fornece a intensidade
do espalhamento, e da fungio de fase, que fornece a distribuicdo angular do mesmo.

16



Substituindo-se esta definicao na integral acima, tem-se a condigao de normalizagao
para a funcao de fase:

2% /0 B (1)) sing dp = 1. (2.15)

O albedo espectral de espalhamento simples (wy(A)) é adimensional e indica qual a
parcela de atenuagio do feixe devida ao espalhamento:

wo(A) = — 5. (2.16)

2.2 A Equacgao de Transferéncia Radiativa

A equagao de transferéncia radiativa é uma lei de conservacio de energia, sendo
expressa em radiancias, no escopo da Otica Hidroldgica, razio pela qual a mesma,
também é chamada equacdo de transferéncia de radiancias. Os dados de entrada
do problema direto, incluem a distribuicao espectral de radiancias na atmosfera, o
estado da superficie da dgua sob efeito de ventos, as condiges do fundo, as proprie-
dades éticas inerentes da agua (IOP’s), em particular os coeficientes de absorgao
e espalhamento, e as fontes de luz submersas, tais como bioluminescéncia ou fluo-
rescencia.

Uma hipdtese basica na teoria de transferéncia radiativa é o principio da lineari-
dade ou interacdo linear entre a luz e o meio, valido para fétons de baixa energia.
Segundo este principio, a energia radiante incidente provoca no meio uma. resposta
diretamente proporcional a intensidade radiante associada a essa radiacao. Isso se
aplica perfeitamente a Otica Hidrologica abordada neste trabalho. Existe a dtica
nao-linear, que trata por exemplo da interacdo de um raio laser muito intenso com
um meio.

Conforme citado anteriormente, assume-se que o problema seja estacionario e unidi-
mensional, variando unicamente em profundidade (z), configurando uma geometria
plano-paralela. Esta geometria implica em supor a dgua como tendo uma ex-
tensdo horizontal infinita, sem variagbes horizontais das [IOP’s, hipdtese aceitavel
para a maloria das aplicagbes em Oceanografia. Assim, devido a essa dependéncia
espacial, as variaveis e parametros da equacao de transferéncia radiativa sao ex-
pressas em funcido de z. Conforme também ja mencionado, omite-se da notacao a
dependéncia com o comprimento de onda (), por conveniéncia.

A equacao de transferéncia radiativa monocromatica pode ser expressa como a se-

guir, onde cada termo tem como unidade W m™® sr™! nm™! (radiancia por unidade

de comprimento):

pBE) o 0 E) b [ 18N E - B 4558 217)

onde z € a profund1dade (vide Flgura 2.2), L(z,g) a radiancia para a profundidade
z e diregao £ & = f(ﬂ’ '} e £ = 6(9 ¢} sdo as direcdes incidente e espalhada para

17



um feixe de luz infinitesimal (f f' € =, dominio das diregoes), # sendo o angulo polar
e ¢ o azimutal e p= cos( ); B(z,¢ & - £) é afungdo de fase de espalhamento, nota-se

que as direcoes £ e E definem o angulo de espalhamento (v); s(z, £ ) é o termo fonte
e ¢ é o coeficiente de atenuacao do feixe.

Este é um problema de condi¢do de contorno, onde na fronteira superior z = z, e
inferior z = z,, conhecem-se as radiancias incidentes:

L(z,,6) = L,()  para 0<pu<l, Ve, (2.18)
L(z,8) = Ly(6)  para  —1<u<0,V¥é, (2.19)
mas nao as radiancias emergentes:
Lz, €) para —1<pu<0, Ve, (2.20)
L(zb,g) para O<pu<l, V. (2.21)

Uma grandeza adimensional muito importante é a profundidade ética { (ou espessura
dtica), que também depende do comprimento de onda A, definida, para a presente
geometria plano-paralela, por:

d{ = ¢(z)dz . (2.22)

( permite interpretar o quanto uma camada de agua € oficamente espéssa, ou seja, o
quanto é transparente (ou opaca). Existem outras defini¢bes equivalentes, tal como:

d¢ = KMz p(=z)dz (2.23)

sendo k(z) a seccao de extingado do meio (que inclui perdas por absorgao e espa-
Thamento, dada em m?) e p(z), sua densidade de particulas em m=>. O caminho
livre médio é dado por £(z) = 1/[k(2)p(z)] (m), de forma que pode-se escrever:
d( = dz/{(z). Em outra formulacao, k(z) representa o coeficiente de extingao de
massa do meio (m?/kg) e p(z), sua densidade (kg/m?). Tem-se também a profun-
didade dtica de transporte, d(* = d((1 — g¢), onde g é o cosseno médio do angulo de
espalhamento.

A mesma equagio de transferéncia radiativa {Equacao 2.17), quando expressa em
termos da profundidade dtice ( e do albedo de espalhamento simples wy, toma a forma

abaixo, na qual cada termo tem a unidade da radidncia, ou seja, W m=2 sr—! pm~":

W B 6 n(0) [ G E0B(CE - a4 SE  (22)

onde o termo fonte é agora dado por S(¢,£) = S(C,g)/c(z) e valem as mesmas
condi¢oes de contorno expressas nas Equagdes 2.18 e 2.19.

Nas duas segoes seguintes apresentam-se a equacao de transferéncia radiativa discre-
tizada polar e azimutalmente, bem como sua expressao para a radiancia decomposta
espectralmente. Ambos os procedimentos sao utilizados em inimeras metodologias
de resolucdo dessa equagio e levam & solucdo fundamental, a qual serve de ponto de
partida para a implementacao do invariant imbedding.

18



2.3 Discretizagao Polar e Azimutal da Equagao de Tran-
feréncia Radiativa

A Equacdo 2.17 é discretizada por meio de uma divisdo conveniente do espago em se-
tores angulares denominados quads, conforme mostrado na Figura 2.4, onde aparece
representada a esfera unitaria =.

Divide-se o dominio angular num nimero finito de intervalos angulares, por meio de
2n meridianos, ou seja, 2n intervalos azimutais e 2m — 1 paralelos, m — 1 em cada
hemisfrio mais o “equador”, resultando em 2m intervalos polares mais duas calotas
correspondentes aos polos. Assim, tem-se um total de 2rn X 2m quads mais as 2
calotas polares.

Esta divisio é feita obedecendo-se um critério conveniente, sendo adotados quads

; q
com Af constante, adequados para a decomposicao espectral ilustrada na secao se-
guinte. Poder-se-ia, a titulo de exemplo, utilizar quads com angulo solido constante
A = Ap A¢d = sinf Af Ad constante, embora isso acarrete imprecises, pois
o . : p , D
para “latitudes polares”, os quads abrangeriam uma faixa de angulos polares muito
grande.

Assim, a radiancia L((; g, ¢), uma fungao continua da diregio considerada, é subs-
tituida por uma funcdo discreta L((; ui, ¢;), que assume um valor médio para cada
guad, centrado em [0;, ¢;], definida como a seguir, onde =;; representa o angulo sélido
infinitesimal, que delimita os dominios de § e de ¢ para o quad centrado em [¢;, ¢;]:

Hmd) = = / / (. 6) dpd (2.25)

Da mesma forma, a funcao de fase de espalhamento também é discretizada. Com
estas discretizagbes, a equacao de transferéncia radiativa monocromatica, Equacao
2.24, é entao reescrita como:

dL(¢; i, 85)

" = —L(Cpi.d;) + wol(C ZZLCW;@; )B(C; e, b0 — i, 65)

+5(C iy 85) (2.26)

onde a dupla somatoria do segundo membro expressa o espalhamento da luz inci-
dente em todas as diregdes £’ = (yn, ¢;+) para a diregdo £ = (;, @;).

2.4 Decomposi¢ao Espectral da Radiancia

A radiancia pode ser decomposta espectralmente por meio de sua representacao
polinomial de Fourier:

L

L¥(G i) = o | L (il cos(lss) + LE (G pas Dsin(ley)| . (2.27)

=0

Assim, a dependéncia do angulo azimutal ¢; passa a se dar pelo correspondente
l-modo. Ha (n + 1) valores possiveis de [, devidos aos n valores discretos do angulo
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quad (A9 xAd)

centrado em

(6;-4;)

Fig. 2.4 - Discretizacao polar e azimutal em quads.

azimutal em cada hemisfério mais o valor associado a calota polar. Utiliza-se o

simbolo * para enfatizar que se tratam de amplitudes espectrais. As amplitudes
espectrals cosenoidais, a menos dos sinais de + e —, sao calculadas por:

1271

Ln(GpanD) = = X L{G g, 83) cos(id) (2.28)
7=1
onde (§ é a funcio delta de Kronecker):

€ = n (1 + 6+ 52-71) , (229)

Enquanto que as amplitudes espectrais senoidais, a menos dos sinais de + e —, sdo
calculadas por:

a(Gil) = = 3 DG ) sin(14,) (2:30)

onde (4 ¢ a funcao delta de Kronecker):

T =n (1 — 61 — (S[,n) s (231)
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Analogamente, o termo fonte S¥((; y1;, 4;) pode ser decomposto espectralmente.

A fungio de fase de espalhamento é substituida por sua correspondente representacio
espectral. Sendo (8,,¢,) e (#;,4;) as direcoes incidente e emergente, o angulo de
espalhamento é dado por:

¥ = cosf,cosh; + sinf,sinf;cos(ds — @;) , (2.32)
Utilizando-se a dependéncia do angulo de espalhamento com o cosseno da diferenga

entre os angulos azimutais incidente e emergente, a teoria de analise espectral de
Fourier permite definir uma fungao de fase de espalhamento espectral {5):

éi(g; Hor s fis k) = ) Zﬂ ,Bi(c for, Py — i, (,53) COS(kéj‘) : (233)

¢ cos{ ks iz

onde, novamente:

€ =1 (1 44 + 5k-n) ; (234)
0 que permite escrever:
BE(C iy b5 — iy d3) = 3 BHG oy pis k) cos[k(8s — ;)] . (235)
k=0

Antes de substituir as radiancias por sua decomposigio espectral, reescreve-se, por
conveniéncia de notagao, a Equacao 2.26, utilizando-se o superscrito + para as ra-
didncias dirigidas para baixo, e 0 — para aquelas dirigidas para cima. Considerando-
se a esfera unitaria = dividida nos hemisférios superior e inferior, utiliza-se também
o superscrito + ou — para 3((; g, ¢ — f, @;), conforme expresse, respectiva-
mente, espalhamento entre quads dentro do mesmo hemisfério ou entre hemisférios
diferentes.

ﬂFmM = —LF(( s, 45)

d¢
4+ wol(() ZZ L7(G i 83)BE(C piry b0 — iy &5)
+  wol() ZZH(C;M: GV BT piry b0 — pi, b5)

+ ST i ds) - (2.36)

A primeira somatoria em 2’ e 3’ se refere a luz espalhada para o hemisfério superior,
proveniente de ambos os hemisférios, enquanto que a segunda, aquela que é espa-
lhada para o inferior, também proveniente de ambos hemisférios. p; assume sempre
um valor positivo, pois 6 esta limitado entre 0 ¢ # para um mesmo hemisfério.

Substituindo-se as radiancias e a fungao de fase de espalhamento por suas repre-
sentacoes espectrais na equagao acima, obtem-se, para cada quad identificado por
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(1, ¢;), excetuando-se as calotas polares, a seguinte equagao espectral. Note-se que o
termo fonte foi também decomposto especiralmente, analogamente 3 Equacao 2.27.

THis {g[ G iz 1) cos(1d5) + LT (G pas )sin(quj)]} =

2 | E7(; s Dy cos(is) + LF (¢ s D) sin(igs) | +

=

m—1 2n n

+w() 33 [ (G 13 1) cos(l,) + Ly (¢ s D sin(lay) | x

[Zﬁ* Gt s ) cos [k(6, — a.sm] n

m-=1 2n n

+00(Q) 30 DD [ (G i D cos(18,) + LF (G o 1) sin{ls,) | x

r=1 s=11=0

[zm (€3t s, ) cos [k(qﬁf@sjn] n
Fwo(C) Ly (¢ ptm; 0) BE(C pm, 050) +

+wolC) LT (G 3 0) B¥(C: pn, 0:50) +
+ 3 [SF(C i 1) cos(l) + SF(Cs s Dsin(le)] . (237)

=0

As somatérias no segundo e terceiro termos do segundo membro, que expressam a
luz espalhada para o hemisfério superior e inferior, respectivamente, tem indices que
variam de 1 a 2n para o angule azimutal e de 1 a (m — 1) para o angulo polar.
Por sua vez, o quarto e quinto termos correspondem as calotas polares superior e
inferior (4 = jin), respectivamente. Dada a independéncia azimutal da radiancia
nas calotas polares, a amplitude de radiancia espectral L; é nio-nula apenas para
{ = 0, enquanto que a amplitude L, é nula para todos os valores de .

O segundo e terceiro termos tem, a menos dos sinais de + e —, a seguinte forma:

m—-1 n =n 2n
old) T2 32 3 Eal G DB )| 3 con(.)cos (5.~ 6)] +
r=1 =0 k=D s=1
m=1n =n N 2n
+ wol(() >~ La( G e DB(C 7, g1 ) [Z cos(ld;)sin k(¢ — @)} :
r=1 =0 k=0 s=1

(2.38)
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Utihizando-se as relagoes de trigonométricas e de ortogonalidade, os termos entre
colchetes podem ser expressos por (& é a funcio delta de Kronecker):

2n
Zcos(lcﬁs) cos[k(ds — ¢;)] = n (bi4k -+ bimk + Sipr—2n) cos(kgy) | (2.39)
s=1
2n
Zsin(lc,bs) COS[}C(gﬁS - (ﬁj)] =n (‘51—k — 6l+k - 61+k—2n) sm(kqis) y (240)
s=1

o que permite reescrever a Equacao 2.37 como:
- d i dLF s )
Fiy [ C pii ) cos(lg;) + 2L (gc'u ) sm(lc‘éj)} -
=0 '

=BG s cos(is) + E(G s D sin(idy)] +

{=0

M:

+ wo(¢ [‘_[ (G: s DB i, 15s D] + L7 (G5 13 DBEG pos i, O8] X

r=1
cos(lds) +

._.
1l
o

—l

3

+ wol¢ i[ 2 (G )ffi(C;#m,mJ)] sin(ld,) +

=0

.-..
1l
-

+ wo(¢) li LG 103 DBF(C s i D] + LF(C s DB(G Mm,m,f)&] X
I=0 Lr=1
cos(lds) +

-1

3

+ wol¢ 2[ E (s 1) (G poms )] sin(l,) +

1=

1l
—_

T

+ i[ (¢ pi; U cos(id;) + (C;#z‘;l) sin(icﬁj)] -
=
(2.41)

Como cos(l4) e sin({d) sao linearmente independentes para os diferentes valores de
[ e essa ultima equagao deve ser valida para cada valor de [, entao ela deve ser
valida para os termos em Lie para os termos em L, separadamente. Igualando-se
os termos que tem cos(/¢;) por coeficiente em ambos os membros, ou seja, os termos

em Ly, vem,paraz=1,...,m—1:
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v o

dif C i 7
:F#f% = = Lf(G )

+ wilC) e D Ly (G pes 1) BEC e i, 1)

+ wolC) & > LG s 1) FF(G e s 1)

+ wolC) & Ly (€ pmi 1) @*@; flm, i, )
+ wo(C) & LG s O) BT pom, iy )
+ S'T(c,m,. : (2.42)

Da mesma forma, igualando-se os termos que tem sin(l;) por coeficiente em ambos
os membros, ou seja, os termos em Lo, obtem-se uma expressao analoga, com 1 =
l,...,m — 1. Note-se que nao ha termos correspondentes a luz proveniente das
calotas polares para as amplitudes L.

dLE (G pis 1)

+ i &

— LF(G i)
+ wol(() & Z L (i 0) ‘Bi(C:ﬂr i 1)

-+ (-UO(C) € Z L+ C P’r ﬁ?(g Hor s .utul)

+ ST s -) - (2.43)

Partindo-se da equacao correspondente a Equagdo 2.37 para as calotas polares,
encontra-se uma expressao analoga a Equagdo 2.42 para essas calotas. Nao ha
expressao analoga a Fquagao 2.43 pois as amplitudes espectrais senoidais siao nulas
em ambas as calotas, aparecendo somente termos em L para ! = 0.

dLT(C; tm; 0 -
%E#m—l(ég.“! = = Lf((; pm;0)

m—1

+ wD(C) €q Z C,U'r i(CE#T:”m:O)

=1

ey

™ —

+ wol() €0 Y LHC 11 0) BF(E; fors i, 0)

+ wo€) 8 Ly (G i 0) B*(C: oy s )
+ @) & LY ({5 pm; 0) B7(C; iy ms )
+ SF(¢ #ms0) . (2.44)
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2.5 Identificagao dos Operadores Espectrais Locais de Re-
flectancia e Transmitancia

Objetiva-se, a partir da equacao de transferéncia radiativa discretizada e decom-
: quat

posta espectralmente, identificar os operadores espectrais locais, ambos matrizes de
dimensao m X m:

o reflectancia espectral local 5((51)
e transmitincia espectral local #((;1)

Istes operadores expressam como a luz interage localmenie com uma camada infi-
nitesimal de dgua e embutem o albedo de espalhamento simples e a funcao de fase
de espalhamento da agua, como mostrado a seguir, constituindo também 10P’s da
dgua. Para esse fim, rearranjam-se as Equagbes 2.42 e 2.44. Poderia se utilizar
também a Equacao 2.43, de maneira analoga. [lustra-se, a seguir, o rearranjo da
Equacac 2.42:

d w2 Tawe($) BH(G o, in 1) 67,_3]
— LG usl) = Lf _
FpliGml = X [ ! -
n IS i [EIWD(C) 3"(0#“#;,1)]
r=1 i
F=(( By wo 3t N
+ Lf(ﬁ;um;z)[f (C)ﬁfﬂ # )]
4 B G [& () ﬂ*ig;ﬂm,;ﬁi, z)J
L SEGmD )

i

Considerando esses operadores matriciais, definiveis para cada profundidade ( e para
cada modo azimutal /, nota-se que cada elemento identificado por (r,2), ou seja, r-
ésima linha e i-ésima coluna da matriz ([p(C; )],: ou [#((;D)]) expressa a radidncia
emitida na direcdo polar g, e recebida na direcao g, por reflexao ou transmissao,
conforme o operador considerado.

A partir da Equacéao 2.45, que faz um balan¢o de amplitudes espectrais de radidncias
para a direcao polar dada por j;, identificam-se os termos correspondentes aos quads
(t = 1,...,m — 1) e somente amplitudes provenientes de outros quads e ndo das
calotas polares (r = 1,...,m — 1), ou seja, o primeiro e segundo termos no segundo
membro dessa equagao:

G0 = — [eawolQ) B ey ) = 6.

(3

B = — [erwnl€) (G e pin D) (2.46)

4
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Note-se que [7((;{)]r; contém o termo ﬁ"’((;p”pi,l), que expressa a fungao de
fase para diregoes correspondentes ao mesmo hemisfério, o que implica transmisséo,
enquanto que [4((;1)],; contém B7(C; e, i, 1), que expressa a mesma fungio para
direcoes correspondentes a hemisférios diferentes, o que implica reflexao.

O terceiro e guarto termos podem ser associados aos mesmos operadores que fa-
zem o balanco de amplitudes para quads (¢ = 1,...,m — 1}, mas para amplitudes
provenientes das calotas polares (r =m):

FC = [610(€) B (G s i 1) — 61

i

i- [51 wo(C) E_(C Mm,,u,';l)] . (2.47)

]

[ﬁ(C: l)]mi

Estes elementos sao nulos, exceto para [ = 0.

Para completar as matrizes 7((;{) e p((;{) faltam os elementos correspondentes as
amplitudes desviadas de quads (r = 1,...,m — 1) para as calotas polares (z = m),
identificados a partir da Equagao 2.44 e também ndo-nulos apenas para { = 0:

GO = } [cown(Q) B¥(C: s s 0)

[%(CEZ)]Tm =0 (521: :n)
[A(G0)]m = ::[EDWO(C).Q‘(C;M,MWU)]
BCGDm = 0 (I=1,...,n). (2.48)

E, finalmente, também 1dentificados a partir da Equacdo 2.44, os elementos cor-
respondentes as radiancias desviadas das calotas polares (r = m) para as préprias
(z = m), igualmente ndo-nulos apenas para { = 0:

#2600 57 s i 0) ~ 1

[ D]mm = 0 (I=1,...,n)

A = = [0(C) Bt )]

D = 0 (I=1..m). (2.49)
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2.6 Equacoes de Interagao Local

Reescrevendo-se a Equagéo 2.45 com uso dos operadores definidos na segéo anterior,
tem-se:

(C Hiy ¢ ) = C firi 1 (C l)]

-4
T
+

X:u: () (C;f)]ﬁ+$5*f(c;m;l). (2.50)

A equacdo acima é valida para 1 = 1,...,m — 1, sendo que pode-se deduzir uma
equagdo similar para as calotas polares (: = m) a partir da Equagao 2.44, contendo
termos em [F((;0)]sm e [A{{;0)]rm. Visando reescrever a equagio acima na forma,
matricial, definem-se os seguintes vetores

LG = [BFCGud LFGual) o LG pmi D)
LGl = [LFGusd) LE(Gunsl) - LF(C 1))

. 1 e, 1 1 .
STGD = [5G 57 Gmil) - =T (Caoms )]

2 Ym

- ) 1 - X 1 - 1 .
S G = 55 (Gmil) ST (Gmnsl) - ST (G i D]

m

obtendo-se entao:

c iy = EFen#en + EXChaGn + 8¢ . (2s1)

E, analogamente,

c LI = BN O#AGD + EEGDAGD + S50 . (252)

Adotando-se o subscrito p (p = 1 para a amplitude espectral cossenoidal e p = 2 para
a senoidal), obtem-se as chamadas equacoes de interagdo local para as amplitudes
espectrais das radidncias. Esses dois conjuntos de equacoes se aplicam aos n + 1
modos azimutais ({ =0,1,2,---,n):

Tl @) = LTCDFGD + BC0ACH + $TC0 - @5)

Reagrupando-se os termos, chega-se a:

’ - (¢, 1) A1)
ac [ AN L(¢ !)] [ ¢ L z)] [ Nl 1“’({,!)]
8@ Sy (s



Estes conjuntos de equagoes para os diferentes l-modos sdo independentes (de-
sacoplamento azimutal) e isto permite dividir um sistema de grau alto em n 4 1
sistemas de grau menor. Agrupando-se as radiancias dirigidas para cima/baixo na
forma de vetores 1 x 2m obtém-se uma forma mais compacta para as equagoes de
interacao local:

d . P . A .
d—CLp(CJ) = Ly((,H K((D) + Sp(¢, 1) - (2.55)
sendo pr = [ﬁ; : Ii:] e 5'p = [S; ; S:]’ ambos com dimensdo 1 x 2m. S,(¢, 1)

expressa a contribuicio das fontes internas, enquanto que K € a matriz espectral de
transferéncia local, anti-simétrica por blocos, de dimensao 2m x 2m, que é em si uma
10P, sendo independente de p ou do sentido ascendente/descendente das amplitudes
espectrais, assim como seus elementos p{(, 1) e 7((,1):

koo = | 5D HeD oo

2.7 Solugao Fundamental

A solucdo fundamental (M ) para as amplitudes espectrais, relativa as equagdes
de interacdo local {Equagdo 2.55), sem fontes internas, deve satisfazer a seguinte
equagao matricial diferencial para cada modo azimutal [ (8) (9):

d - - -
00,00 = M CDECD, (2.57)
sujeita as condigdes iniciais:

M (w,w;l) = Iy (2.58)
onde m é a dimensao da discretizacdo polar.

Esta solucao fundamental mapeia as amplitudes espectrais das radiancias de um
nivel (nivel w, na superficie) para outro (nivel genérico (). O termo correspondente
as fontes internas, ou seja, submersas, pode ser incluido como sendo a convolugao
das fontes internas e de M (10):

B(c:l) = Byl ) MG G 1 [ S M GO (259)

Na maioria dos métodos para resolucao da equagao de transferencia radiativa, parte-
se da integracao da Equacao 2.57, sujeita a Fquagdo 2.58 e existem diversos enfo-
ques possiveis. Por exemplo, o termo M poderia ser obtido por meio de matrizes
dindmicas ou nao-modais, como sugerido em (3) e (1).

Pode-se provar a equivaléncia da equagio acima com as equagdes espectrais de inte-
ragdo global {Equagdes 3.3 e 3.4), que relacionam as radiancias incidentes e emergen-
tes na camada de dgua através de operadores que expressam como a luz se transmite
e/ou reflete na camada. A metodologia de inser¢ao invariante se baseia em encontrar
estes operadores.
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CAPITULO 3

TEORIA DE INSERCAO INVARIANTE

3.1 Resumo da Metodologia

A resolugao da equacio de transferéncia radiativa constitui um problema linear de
condicdo de contorno, de dificil solugao, porque na fronteira que delimita a camada
de 4gua, constituida pelo nivel da superficie (w) e por um nivel genérico (), exis-
tem radiancias conhecidas entrando e radiancias resultantes, desconhecidas, saindo.
Tem-se assirn metade das radidncias conhecidas e metade incdgnitas na fronteira:
conhecem-se as radidncias para baixo em w e as radidncias para cima em ( mas
nao as radidncias para cima em w nem as radiancias para baixo em (, conforme as
Equacoes 2.18 e 2.19 (considerando-se aqui o nivel {, ao invés de z).

A metodologia de insercao invariante possibilita substituir o problema de condigao
de contorno (linear) por um problema ndo-lincar de valor inicial, o que permite
a utilizacao de cddigos numéricos robustos, amplamente testados. A equagao li-
near integro-diferencial de transferéncia radiativa é substituida por um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias ndo-lineares. Uma caracteristica importante da me-
todologia é seu enfoque intuitivamente fisico, limitando a parte numérica, pratica-
mente, a integracao dessas equacoes diferenciais.

Para aplicacao dessa teoria, assume-se que seja véalido um principio, denominado
principio da iteragdo linear (6), segundo o qual a interagao entre a luz e uma camada
finita do meio pode ser expressa por operadores lineares, que mapeiam as radiancias
de um nivel para outro. Assim, através da insercao invariante sao computados
esses operadores de transporte, ou seja, transmitancias e reflectancias espectrais
globais de uma dada camada de agua. Conhecidos esses operadores, as amplitudes
espectrais de radiancia emergentes, incognitas, podem ser obtidas facilmente a partir
das amplitudes incidentes.

A dedugdo tedrica parte da discretizagao das variavels angulares da equagao de
transferéncia radiativa, e da decomposicao espectral das radidncias por meio de sua
representacao polinomial de Fourier. A metodologia requer a discretizacgao da funcao
de fase de espalhamento para as resolugdes polar e azimutal escolhidas, bem como
a decomposigido espectral da radiancia. Entretanto, prescinde-se da expansao da
fungao de fase em polinomios de Legendre, por exemplo.

Parte-se dos operadores espectrais locais de transmitancia e reflectancia, que ex-
pressam a interacdo da luz com uma camada infinitesimal do melo, os quais sao
calculados a partir do albedo de espalhamento simples e da funcdo de fase de espa-
thamento, conforme visto no capitulo anterior. Estes operadores foram deduzidos a
partir da equacio de transferéncia radiativa discretizada angularmente e decomposta
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espectralmente.

Conhecidos os operadores espectrais locals, podem-se escrever balangos de energia
para camadas finitas do meio, expressos pelas equagdes de interagido global, Secao
3.2. Ha um conjunto para a camada superior, entre a superficie e o nivel genérico
{ considerado, e outro para a camada infertor, entre o fundo e (. A Segdo 3.3 mos-
tra a equivaléncia dessas equacées com a solucdo fundamental exposta no capitulo
anterior.

As equagdes diferencials de Riccati sdo deduzidas a partir das equagoes de interagao
global na Se¢éo 3.4, obtendo-se um conjunto para a camada superior e outro pa-
ra a inferior. As incdgmtas sdo os operadores espectrais globais de transmitancia
e reflectancia e os operadores espectrais globais que expressam os termos fontes
associados as camadas superior e inferior consideradas. Assim, esses operadores es-
pectrais globais devem ser calculados para cada nivel ¢ no qual se se requer o calculo
das radiancias.

Consideragbes sobre a integracao das equagoes de Riccati sdo expostas na Secao
3.5. Para um nivel { escolhido e para as camadas superior e inferior associadas, a
integracao € feita no sentido descendente, a partir da superficie, para a camada supe-
rior, e no sentido ascendente, geralmente a partir do fundo, para a camada inferior,
obtendo-se operadores globais para as camadas superior e inferior relativas ao nivel ¢
considerado. Assim, mudancas das condigoes de contorno nao implicam no calculo
de novos operadores, para uma mesma camada do melo. A integragao das equacoes
diferenciais de Riccati permite “construir” a camada considerada, incorporando suas
propriedades oticas.

Entretanto, os operadores obtidos pela integraciao de Riccati ndo sao ainda suficien-
tes para expressar o comportamento de toda a camada de agua, mesmo que nao se
considere a interface ar-dgua. Analisa-se agora a camada de agua composta pelas
camadas superior e inferior (ambas em relagio a (), i.e. analisa-se a camada inferior
na presenca da superior e vice-versa, ainda objetivando o calculo das amplitudes
espectrais de radiancia ascendentes e descendentes em (. Para isto, deduzem-se, na
Secao 3.6, os operadores compostos, a partir dos operadores globais anteriormente
obtidos. E, na Secdo 3.7, os operadores compostos para a interface ar-agua, que in-
serem operadores especificos da interface ar-agua, que modelam, por exemplo, ondas
causadas pelo vento.

Finalmente, a sequéncia de etapas é resumida na Secao 3.8, mostrando como,
conhecendo-se os operadores locals, integram-se as equacoes de Riccati para se ob-
terem os operadores globais para as camadas de agua consideradas. Tendo-se estes
operadores, chega se aos operadores compostos para a camada de agua e para a
interface ar-dgua. Estes 1ltimos permitem que se calcule, a partir da amplitude
incidente atmosférica, a amplitudes incidente abaizo dessa interface e, através dos
operadores compostos para a camada de agua, as amplitudes ascendentes e descen-
dentes no nivel (. Destas, calculam-se as radiancias desejadas.

30



3.2 Equacgoes Espectrais de Interagao Global

Utilizando o formalismo de teoria de transporte para uma camada finita de agua,
podem-se escrever equagdes genéricas relacionando as radiancias incidentes e emer-
gentes através de operadores matriciais que expressam a transmissao e reflexao da
luz na agua no sentido ascendente e no sentido descendente. Estas equagoes sao
denominadas equagdes espectrais de interacio global e os operadores sao os 1",
transmitancias espectrais globais e os R's, reflectincias espectrais globais, que re-
gem o transporte da energia luminosa através da camada d’agua, para uma dada
frequéncia, como mostrado na Figura 3.1.

4
L (C:1) . L(C:1)
P ROC, 1) P

TCL.¢51)

L (51 RO, 051D L:( g: 1)

Fig. 3.1 - Operadores espectrais globais R e T e amplitudes espectrais de radiancias
incidentes e emergentes L para camada genérica de agua desprovida de
condicoes de contorno.

O principio da iteracdo linear permite estabelecer um balanco de energia para uma
camada finita do meio e para cada modo azimutal [, relacionando as amplitudes
. a e -+ o - ~+
espectrais de radidncia incidentes (L, ((1;1) e L, {{2;1)) e emergentes (L, ((2;1) e

f,;(g“l; 1)} por meio destes operadores.

L3l = EX(Gq D) TG G 1) + L (G 1) R(G, G D) (3.1)
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L (Gil) = L, (G 1) T(Go, G5 ) + L2 (G5 1) R(G, Gas D) (3.2)

onde os T7s expressam como a luz ascendente/descendente é transmitida através da
camada e os R’s, como a luz ascendente/descendente é refletida pela camada. O
rearranjo destas equacoes € a inclusio dos termos referentes as fontes internas leva as
equagoes espectrais de interagdo global, expressas abaixo para duas camadas de 4gna,
escolhidas convenientemente. Mantem-se a convengao adotada no capitulo anterior
para as amplitudes de radiancia, on seja, o sentido convencionado como positive é
o descendente e 0 negalivo, o ascendente. Os termos fontes foram acrescidos de um
superscrito ¢ relativo a solucdo de transporte, e especificos de uma camada finita do
meio, para distingui-los dos termos fonte das equagdes de interagao local 2.55, que
se referiam a uma camada infinitesimal do meio.

O primeiro conjunto de equagdes refere-se a uma camada de 4gua entre a superficie,
(1 = w, e onivel 3 = (:

~— T
P )] _
(¢ l)}

A matriz referente as fontes internas no segundo membro é a convolugao da fonte

5w |
* 'cﬁf)] 0:3)

interna com a solugdo fundamental, anteriormente mencionada. Nota-se que as
amplitudes espectrais de radiancias incidentes, ﬁ;((, Ne ﬁ:(w; [}, sdo conhecidas,
enquanto que as emergentes, f};(w; ) e I::(C;l), sao incognitas. Aqui, o termo
S;t(f,w; [) expressa a contribuicao das fontes internas da camada entre o nivel ¢

e w no sentido negativo (somando-se as radiancias ascendentes), enquanto o termo
5+t 1~ . o
5, (w,(;1) expressa a contribuigao no sentido positivo das fontes na mesma camada.

Um segundo conjunto de equagdes pode ser escrito para uma camada de 4gua entre
o nivel (; = ( e o fundo, {, = b:

L) T[af(b,c;n s P o
Ly | LRCGHD TCbD) 8, (¢.k:1) |

Analogamente ao primeiro conjunto, as amplitudes espectrais de radiincias inci-

dentes, f,;(b; De f,j(f [}, sdo conhecidas, enquanto que as emergentes, f,;(C, [)

.+ . _ 5t e s
e L, (b;]), sdo incégnitas. O termo S, (b,(;1) expressa a contribuigao das fontes
internas entre o fundo & e o nivel { no sentido negativo (somando-se as radiancias

A+t g . . .\
ascendentes), enquanto que S, ((,b;!), a contribui¢io no sentido positivo, para a
mesma camada.

Assim, em ambos os conjuntos, o calculo das radiancias emergentes, incégnitas, re-
quer que os operadores espectrais globais {T”s e R’s), bem como os termos referentes
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as fontes internas (Sp’s) sejam calculados, o que é objeto da préxima secao .

3.3 Equivaléncia da Solu¢ao de Transporte com a Solucao
Fundamental

Mostra-se a seguir que a Equagio 2.59, solugao fundamental da equacdo da trans-
feréncia radiativa, pode ser reescrita como a solugio de transporte, constituida pe-
las equagdes espectrais de interagao global, vistas na segdo anterior. Note-se que
esta equagao foi escrita para uma camada d’agua entre a superficie (w) e um nivel
genérico {. Reescreve-se a solugao fundamental expandindo-se os vetores ascenden-
tes e descendentes:

L, L Gh] = [, @wl) Ly (w;0)] M(w,G0)
+ 18w 8 w6 (3.5)

onde o dltimo termo representa a convolugao que aparecia na Equacao 2.59:

S, = |8 w60 8T 61| =

= [* SNt cna (36)

As amplitudes de radiancias incidentes e emergentes aparecem misturadas em ambos
os membros da equacao, mas deseja-se agrupar no primeiro membro as emergentes
e no segundo, as incidentes. Para isto, reagrupam-se os termos da Fquagio 3.5 da
seguinte forma:

” A+ a— ~+ I?m
[Lp (¢;0) Lp (G;1) Lp (w; 1) Lp (w!)] [ —M(UJ,C; ) ]
_ [sj(w,g;z) ij(w=c;z)] . (3.7)

Utiliza-se a matriz P, definida de forma a mapear as radiancias, tais como aparecem

na Equagao 3.7, para a ordem desejada, ou seja, emergentes e incidentes. ﬁ;(w; 1)
. . : - +
representa a luz que sal da camada na superficie, para cima, enquanto que L, (1),
: : =+
a que sai da camada no fundo, para baixo. L, (w;[) representa a luz que entra na

camada na superficie, para baixo, e L, ({;1) a que entra na camada no fundo, para
cima.

[, (GO L (GO Ly (i) By (s )] P = [Ly (s ) (G0 £ (G By (w3 )]
(3.8)

sendo as matriz P, e os blocos P; e Py, resultantes de sua particao , definidas como
abaixo, onde 0 ¢ uma matriz m x m de zeros e I, uma matriz identidade, também

33



I
Il
_—
=
@
R
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Como a matriz P tem a propriedade, -
P*= PP =1,,, (3.10)

pode-se inseri-la na Equacao 3.7:
2
. — =+ s — -t P, P I
L, (6D LG By (wit) Ly (w;)] [Pf P;] [—M(z) C:!)}
=[50 87 wen] e

Multiplicando-se uma das matrizes P pelo vetor de radiancias e o outra pela matriz
que contém M e I, obtém-se:

(L, (i) Ly(G0) (G0 Ly (ws)] [ij iﬁiﬁiﬁﬁgﬁi}
+f

:[gﬁmgn pmgm]. (3.12)

A expansdo desta equacio resulta em ter-se as radiancias emergentes, incégnitas no
primeiro membro e as incidentes, conhecidas, no segundo.

-~ T o T
L,(wl) | _| L) ) ) )
A:(C l)] - ﬁf(w;z)] [ (w, ¢ 1) PIH . — PyM( gz)]
o HPZ—P M{w, ;1)

§1 (w, ¢;1) :

(3.13)

Pode-se agora identificar no segundo membro as matrizes correspondentes as trans-
mitancias e reflectancias espectrais globais e aos termos fontes, ambas no primeiro
conjunto de equagoes de interagao global (Equagdes 3.3):

-1

R(C,wjl)] = [PoM(w, (1) — P [Py — PiM(w, 1)

scwn ] [5cwn ], .
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Analogamente poder-se-ia deduzir expressdes equivalentes para uma camada de 4gua
entre um nivel genérico { e o fundo {b), correspondendo ao segundo conjunto de
equagoes de interagio global {Equag¢des 3.4). Isto demonstra a equivaléncia analitica.
entre a expressao da solugao fundamental e aquela derivada do formalismo de trans-
porte.

3.4 Equacgoes de Riccati

Na metodologia de insergao invariante, chega-se & solucio resolvendo-se, i.e. inte-

grando-se as equagdes diferenciars de Riccati, deduzidas abaixo, com a finalidade de
: s A A A

se calcularem os operadores espectrais globais, T's, R’s e S,’s. Conhecidos estes

operadores, as amplitudes espectrais L resultam de uma simples multiplicacdo de
matrizes e, a partir destas amplitudes, chega-se as radidncias desejadas.

As equagoes diferenciais de Riccati sdo obtidas a partir das equagbes de interacao
global (Equacdes 3.3 e 3.4), fazendo uso das equagdes de interagdo local (Equagdes
2.53) e dos operadores matriciais definidos pelas Equagoes 2.46, 2.47, 2.48 e 2.49.
Procede-se da seguinte forma:

1) derivam-se em relacio a ( as equagoes de interagao global, obtendo-se um
novo conjunto de equagoes;

2) por meio das equagdes de interagio local, substituem-se as derivadas em (
das amplitudes espectrais de radiancias, ou seja, derivadas do tipo dL/d( ;

3) substituem-se também as amplitudes de radiancia emergentes, de forma
a se obter expressdes que contenham unicamente amplitudes de radiincia.
incidentes;

4) agrupam-se os termos de forma que as amplitudes incidentes aparegam como
coeficientes e os segundos membros das equagoes sejam iguais a zero, de
forma similar ao mostrado abaixo:

5) assumindo-se que cada equagdo deva ser nula para amplitudes incidentes
arbitrarias. impoe-se que os termos entre chaves nas novas equagoes, que
tem por coeficiente as amplitudes de radiancia incidentes, sejam também
nulos, dando origem assim as equagoes de Riccati;

llustra-se o procedimento para alguns operadores derivando-se a Equacao 3.3 em
relagido a (, sem incluir, para fins de clareza, os termos correspondentes as fontes
internas:



Eomcowres s

L, (w;l) 2L (GO ][R wD R w)
= +
(G | L | L Rw, D) T(w, (1)
LG | [ 7wl £R(Cw;])
+ ) ) (3.15)
Bty | | ER(w, Gl ET(w,G)

Num segundo passso, substituem-se os valores das derivadas das amplitudes de ra-
diancia através das equagdes de interacdo local (Equacoes 2.53):

‘%LP (1) = Ly (07D + Ly (60 a(¢D
ddg L (6D = LD #GD + B, (606D (3.16)

e multiplicam-se as matrizes, obtendo-se 2 equagdes, nas quais as expressoes corres-
pondentes as derivadas substituidas aparecem entre colchetes:

L, (w; 1)+ [L, (¢, 07(C, 1)+L(C,l)ﬁ(CJ)]T(C;w'l)
—Ly (wi ) R(w, ;) - £ (¢, IJC (¢ w;1) — L, (o, f)—R(wm

d
(3.17)
(L5 (GO + B, (60 D] + (£, (¢ 07D + B (6D, D] R wiD) +
L DB 0, G 1) = L (D R wi ) — (o z)gfzf(wcz) 0
(3.18)

Objetiva-se obter expressées que contenham somente amplitudes de radidncia in-
. s — - . s . .
cidentes (L,((,!) e L,(w;!)). Para isto, utilizando-se a prépria Equagao 3.3,

substituem-se as amplitudes emergentes (L) (¢,1) e L. (w; 1)) por:
L, (w,0) = L, (¢, T(C,wil) + L (w, 1) R(w, ;1)
L) = L (GO R w ) + Ly (w,)T(w, (1) (3.19)
as quais, substituidas em 3.17, fornecem:
L, (¢, 0F(C,w; ) + Ly (w, D) Rw, ¢ 1) +
L, (¢.0#(¢, 0+ [E, (¢ )R “(c,w- D+ E*(w,z)’f(w,c; D] a(¢. z)] T(C,w; 1) +

— L () R(w, ;1) - L (c,) T(C w5 1) — £ (5 )2 Rw, ¢;1) = 0
(3.20)

dg dg
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E, substituidas em 3.18, levam a:

/*\

[(ﬁ;(C,l)ﬁ(g,w;g)+ﬁ;( )T (w, _))A
[£5(CD#C0 + (B (G DR wil) + L

—f,:(w; I)T(w,C;l) (C [)i

CO+L (DA D] +
D) ACD] R(Gwst) +

rT . d - . —

r'—‘-\
—
~—
s
—
8
Ny

(3.21)

Separando-se os termos correspondentes as amplitudes de radiancia incidentes em
3.20:

L, [—%T(C w; 1)+ #(C, DT(¢,w; 1) + R(C,w; DA DT, w; )] +
£ o) [ R, 1)+ B0, G0N 30 = Rew, 1)~ SR ¢ ) - o

(3.22)
E, fazendo-se o mesmo em 3.21:

L, (¢ [R(c,w;f)f-(c,z)+ﬁ(c,f)++(c,zm(c,w;z)+R(c.w:zr(c.z)ﬁ(c,w;z)]
0,0 B, 6.0 + Pl GG DR 3) = TG ) - (0,1

=0. (3.23)

Como as equagdes acima devem ser validas para quaisquer radiincias incidentes,
arbitrarias, entao pode-se impor que as expressoes enire colchetes nas Equacoes 3.22
e 3.23 sejam nulos, o que resulta em 4 equagdes para os os operadores globais, os
T'se R’ S, € suas derlvadas em (, expressos em funcao dos operadores locais, p((, 1)
e 7((,1). Estas sio 4 das equagdes de Riccati, cujo conjunto completo encontra-se
apresentado abaixo. A inclusdo de termos fontes resulta em 2 outras equacdes |
obtidas de maneira similar, completando um primeiro conjunto de 6 equagoes de
Riccati para a camada entre a superficie (w) e o nivel { , obtidas a partir das
Equacoes 3.3:

CRCws) = R(Cw ) [FGD +ACDRCw D)

i
+ AGD + (GO R(C wi ) (3.24)
FHw. Gl = PG FG+ G RG] . (0



dici*(c,w;z) = [F(GD+ R(Cwi ) (¢ D] T(C w3 1) (3.26)
%R(w,c;l) = T(w, ;D) AGHT(C wsl) (3.27)
Z8 w00 = 8w G [0 + A DRI ws)

+ 5,60 + 5, (GO R w1 (3.28)

d .- Ac ~tt .
3 Cml) = (8, (1) + 8, (w, ;1) A 0] T(Cowil) . (3.29)

Analogamente, partindo-se das Equacdes 3.4, obtém-se um segundo conjunto de 6
equagoes de Riccati para a camada de dgua entre o nivel { e o fundo (b):

_%R(C,b; = R b [1"((;?)+,6(C; DR(C,b: l)]
G + FGHRGED (3.30)
u%m;c;n = TG [FG + BGHRC b)) (3.31)
_%i‘(@‘,b;l) = [FGD R HD (G| TR . (3.32)
—d%ﬁ(baé;l) = T(5,GHAGHTE 51D . (3.33)
50D = 806D [ + A R
+ 5(GD + 8GRI . (3.34)
_;_Cgit(C,b; D o= [SpG0+ 8 (0, A D] T 5D . (333)

3.5 Consideragoes sobre a Integracao das Equacgoes de Ric-
cati

A integragao das equagoes diferenciais de Riccati para uma camada finita de 4dgua
desprovida de condigbes de contorno fornece os operadores procurados a partir
da transmitancia local ¥ e e da reflectancias local g, ambas previamente calculadas.
Ao invés de resolver o problema diretamente, a metodologia de insercao invariante
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R(w,{:1)
para baixo
a
w
T(QI-W:U T(w (1)
1-_ » Cl
/\ RO, bil)
R({ {,wil) \2/(
¢
T(b,¢:1) T(L.bil)
b /\ b para cima
R(b.G:1)

Fig. 3.2 - Operadores espectrais e dominio de integragao para as equacoes de Ric-
cati.

permite “construir” o corpo de agua pela integracao das equacgées de Riccati, in-
serindo camadas infinitesimais adjacentes de dgua. I necessario que os operadores
7((; 1) e p((;1) sejam fungoes continuas da profundidade ética (. Essas equacoes
devem ser integradas separadamente para cada modo azimutal [.

A Figura 3.2 ilustra o sentido de integracao utilizado para os dois conjuntos de
equacdes, tendo sido esquematizados dois niveis diferentes ((; e (;), para maior
clareza: para cada nivel { considerado, as integragoes sio feitas de w a ¢ = (3 (para
baixo) e de b a { = (, (para cima) sendo, neste caso, { = {; = (3. As outras setas
estao associadas aos operadores que aparecem nas equagoes de Riccati.

O primeiro conjunto de equagoes, Equagdes 3.24 - 3.29 ¢ integrado de cima para
baixo, a partir do nivel w em direcio aos niveis discretos (; para os quais deseja-se
a solugao, usando-se como condigdes iniciais T(w,w;l) = I, e R(w,w;1l) = 0,
as quals sao intuitivas, fisicamente, pois uma camada “sem espessura” transmiti-
ria tudo e néo refletiria nada. Na presenca de fontes, devem ser acrescentadas as

-

e e . . + 21 .
condigdes inicials correspondentes, ou seja, S, =0ixm e Sp = 014 Essas inte-

gragoes fornecem, para cada nivel (i, os correspondentes operadores que embutem
as propriedades da camada de dgua entre os niveis w e (.

O segundo conjunto de equagdes, Equagdes 3.30 - 3.35 é integrado de baixo para
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.cima, a partir do fundo &, em direcdo aos niveis (. Essas integragdes fornecem,
para cada nivel {, os correspondentes operadores que embutem as propriedades da
camada de agua entre os niveis (x ¢ b. Note-se que, embora o nivel b esteja as-
sociado ao fundo na presente deducao, nada impediria que representasse um nivel
de agua qualquer acima do fundo, i.e., as integracoes se refeririam a uma camada
parcial entre a superficie e o nivel b, ndo abrangendo toda a camada de agua. Assim,
supondo-se o fundo em ( = b, integra-se a Equagao 3.30 para se achar R(C; b; 1),
atribuindo-se o valor inicial correspondente as caracteristicas 6ticas do fundo. Co-
mumente, considera-se um fundo Lambertiano, que reflete a luz difusamente, i.e.,
a luz é refletida igualmente em todas as diregoes, com intensidade proporcional a
¢ = cos(#). As demais condiges iniciais sao similares aquelas do primeiro conjunto
de equacoes.

Embora isso nao tenha sido expresso nas equagoes diferenciais de Ricatti, para maior
generalidade, deve-se levar em conta que R((,b; )= I-ip(C, b;1), ou seja, este opera-
dor depende de p quando o nivel inferior considerado corresponde ao fundo b. Isso
torna necessario integrar-se a Equacao 3.30 duas vezes, parap = lep = 2. O mesmo
ocorre com os termos relativos as fontes internas, S;’s, sendo que o desacoplamento
azimutal também continua valido para esses operadores.

Observam-se na mesma Figura 3.2 alguns dos operadores procurados. Na camada de
agua entre o nivel imediatamente abaixo da superficie (w) e um nivel ¢, T((y,w; 1)
representa como a luz é transmitida para cima e T'(w, (1;1), para baixo. R(w,(1;])
representa como a luz que incide de cima ¢ refletida pela camada e R((;,w; 1), o
mesmo para a luz que incide de baixo. Analogamente, na camada de dgua entre
o nivel (; e o nivel imediatamente acima do fundo (b), T(b, (3; 1) estd associado a
transmissao da luz para cima, T((y, b;1), & transmissao para baixo, enquanto que
R(b, (3 1) € R(,, b: 1) mostram como a luz é refletida, incidindo de baixo e de cima,
respectivamente.

A integracao das equacoes diferenciais de Riccati pode ser efetuada, com eficiéncia
e precisao, por meio de um algoritmo de Runge-Kutta de alta ordem, como mno
codigo Hydrolight. Tal algoritmo aparece na maioria das bibliotecas matematicas
disponiveis.

3.6 Operadores Compostos de Transmissao e Reflexao

Considerando-se as mesmas duas camadas de dgua, uma entre a superficie (w} e
um nivel intermediario qualquer {; e outra entre o mesmo nivel (; e o fundo (6},
a integracdo das equacdes diferenciais de Riccati permite obter operadores que ex-
pressam o comportamento 6tico de cada uma dessas camadas, isoladamente. As
condic¢ées de contorno tampouco estido incluidas, a nao ser o valor correspondente
as caracteristicas oticas do fundo em &.

A presenca de camadas adjacentes exige operadores mais completos, que incorporem
sua influéncia, ou seja, operadores que, para a camada superior, levemn em conta a
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influéncia da inferior e vice-versa. Denominam-se estes operadores como operadores
globais compostos, os quais apresentam 4 indices, sendo que os 3 primeiros se
referem aos niveis que delimitam a camada con51dera.da e a adjacente e o dltimo
se refere a0 modo azimutal /. O primeiro e segundo indices especificam a camada
considerada, enquanto que o segundo e terceiro indices definem a camada adjacente.
Note-se ainda que o primeiro nivel estd associado & entrada e o segundo 4 saida da
luz, nos operadores compostos de transmissao, enquanto que, para os operadores de
reflexao, os niveis de entrada e saida coincidem nesse primeiro nivel. Observe-se que
todos estes operadores compostos dependem de p, a diferenga dos operadores de 3

indices, dos quais somente os S se R .((, b; {) dependiam de p.

Assim, para um nivel { intermediario qualquer e, considerando-se a camada superior
(da superficie até () juntamente com a inferior (de ( até o fundo), pode-se escrever
um balango de energia para a luz descendente em ¢, em funcio da luz proveniente

da superficie (f,:(w; 1)) e do fundo (ﬁ;(b; )

Ly(Gat) = L, (0 By(, Gows 1) + L (w0 ) Ty, G i ) + S, Coubs )
(3.36)
E outro, similar, para a luz ascendente em ¢:
Ly (Cit) = L (5D Ty(b, Gy wi ) + Ly () Ry, G, b51) + S(b, Gy 1)
(3.37)

As expressoes acima sao denominadas regras de inser¢do invariante para a camada
de 4dgua considerada, entre w e b. Nota-se que, para calcular as amplitudes de
radiancia, ascendente ou descendente, no nivel genérico (, deve-se levar em conta
tanto a luz proveniente da superficie como a do fundo, ou seja, deve-se considerar
tanto a camada superior quanto a inferior da agua.

Apresenta-se, a seguir, a dedugao dos operadores Tp(w, Ce, b 1) e Ry(w, (i, b [). Nao
havendo luz proveniente do fundo (L (b I) = 0), torna-se desnecessério o calculo de

p(b, (o, w3 1) e Tp(b, Ck, wi 1), cujas dedugoes seriam simtlares, e as equacgoes acima
reduzem-se a:

Lo (Cil) = L (i ) Ty, Gy b 1) + 8w, Cer b 1) - (3.38)
L, (G l) = Ly (wid) By(w, G b 1) + S5, Gy 1) (3.39)

Esses operadores de 4 indices podem ser deduzidos facilmente a partir dos operadores
globais de 3 indices fornecidos pela integragao das equagdes de Riccati, conforme
mostrado a seguir. Tome-se primeiramente T lw, (g, b; 1), que expressa. a parcela de
luz incidente na superficie que é transmitida através da camada entre w e {x. no
sentido descendente, levando em conta a presenga da camada inferior entre (4 e b.
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Nos termos relativos as fontes internas omitiu-se o superscrito ¢ por julgar que a
presenca dos 4 indices seria suficiente para nao confundi-los com os termos relativos
as fontes internas das equagdes de interacao local 2.55.

Tp(w, i, b; 1) é dado pela soma de T(w,(k; 1), que expressa a transmissao através
da camada sem condicoes de contorno, mais uma parcela referente a luz que seria
refletida para cima na interface pela camada de baixo (R,(Cx, b; 1)), que é re-refletida
para baixo pela prépria camada considerada (R(C k,w; 1)), Essas reflexoes reciprocas
sao multiplas e sucedem-se infinitamente, de forma que se pode escrever:

Tp(w, G b 1) = Tw, G D [T+ Ry(G, 1) (G, w31)
+ (R, (ck,b O R{Ce,w; )P +
+ [Ro{Gr, by 1) R(Ce,w; D+
(3.40)

A Figura 3.3 ilustra as trés primeiras sequéncias de transmissoes e reflexdes do espa-
e . A e -+
lhamento miltiplo para uma amplitude espectral de radiancia incidente L, {w;{) no

, - =+ . - N
nivel w resultando na amplitude L, (x; 1) no nivel k. Essas trés sequéncias corres-
pondem exatamente aos trés primeiros termos da expressao acima para o operador

Tp(w: Ck: b; l)

Essa série infinita pode ser representada por:

Ty(w, G b3 1) = Tw, G DT — RBp(Ge b1) B(Ge,w; )] (3.41)

Conforme observado em (6), essa série infinita representa todas as ordens de espalha-
mento mulltiplo. E importante observar que todos os operadores na expressiao acima
tem valor compreendido entre 0 e 1, inclusive Tp(w, (r, b; 1), apesar de o termo entre
colchetes no segundo membro ser maior que 1. Caso contrario haveria uma ampli-
tude de radiancia em {; maior que a incidente na superficie, o que seria fisicamente
absurdo.

O outro operador necessario, R,(w, (s, b; 1), que expressa como a luz incidente para
baixo é refletida pela camada de dgua entre w e (i, sujeita a existéncia da camada
adjacente entre (i e b, ¢ simplesmente dado por:

Ry(w, (e, b 0) = Tp(w, (o, b:0) Ry(Grs51) ou seja,

Ry(w, G, b0) = T(w, () [T — Bo(Gr b:0) R(Gew; 1)]7 Ry(G b0) . (342)

As expressoes para os termos referentes as fontes internas nas Equagoes 3.36 e 3.37
podem ser deduzidas de forma andloga:

Sp(w, G b 1) = [8) (w0, G 1) + 8, (b, G 1) R(Gey w3 )]
< [T~ Ry(Gb ) R(G,wiD)] (3.43)
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Fig. 3.3 - Vista esquematica ilustrando os operadores envolvidos no calculo do ope-

~

rador composto T,(w, (i, b;1) e a amplitude espectral de radiancia resul-
tante para baixo como soma dos trés primeiros termos da série relativa
ao espalhamento miltiplo.

Ou seja, o termo fonte S'p(w, Cr, b; 1), que expressa a contribuicdo das fontes inter-
nas no nivel {; no sentido descendente, i.e. sentido w — (;, depende da soma de

S:(w, €r; 1) (contribuigdes dos termos fontes da camada superior no sentido descen-
dente com [S';t(b, G D) R(Ge, w; I)] Esta segunda parcela refere-se as contribuigoes

. . —t
dos termos fontes da camada inferior no sentido ascendente (S, (b, (x;)) mas sen-

do refletidas para baixo conforme R((3,w;!). Utiliza-se o mesmo raciocinio para

Sp(b, (x,w; 1), que expressa a contribuicdo das fontes internas no nivel (. no sentido
ascendente (sentido b — (i):

Su(b, Cewi1) = [3,°(0,050) + 5, (w0, Gy ) R, 131)]
x [T = R(Gws ) Ry(G 0] (3.44)

Curiosamente, podem-se obter estes mesmo operadores compostos partindo-se dire-
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tamente das equagdes espectrais de interagao global, Equagées 3.3 e 3.4. Deseja-se
encontrar expressoes para, i;r(g lie f;;((:k, [}, ou seja, as amplitudes espectrais de
radiancia no nivel genérico (i considerado. Considera-se, novamente, que nio haja
fontes internas.

Expandindo-se a Equacgio 3.3 obiem-se:

a4 a— ” At ~

L, ((s1) = L (G O R(Geywi 1) + Ly (w3 1) T(w, Gi51) (3.45)
E, similarmente, com a Equacao 3.4:

L, (G l) = L, (50T (b, G5) + By (G ) Ry(Gu b5 1) - (3.46)

Considerando-se nula a luz proveniente do fundo, fl;(b; I) = 0, e substituindo-se a

expressao de [ﬁ; (Ck; Z)] da equacdo acima na equagio que a antecede, vem:
2t s+ - A s+ - o i
L (Git) = [L (G ) Ry(Ce b)) B(Geyros D) + Ly (wi O) P, G5 1) . (347)
Rearranjando-se os termos:

f}:(ck;l) = f_,;r(w; 0 {T(w,{k;l) [1 - ﬁT(Ck,b; Z)R(Q,w; l)]_]} . (3.48)

O termo entre chaves, no segundo membro, pode ser identificado como sendo
(1w, (k. b; 1) (vide Equagio 3.41). Substituindo-se de volta a expressio obtida para

E:(Ck {) na expressao de f);((k, b):

~

Ly (G 1) By (e, t51)

L, (1)

By (wi ) {T(w, G 0) [1 = RylG b5 ) RlGews )] By(Gurbi 1)}
(3.49)

L, (¢;!)

Analogamente, o termo entre chaves, no segundo termo, pode ser identificado co-
mo sendo Rp(w, Ck, b;1) (vide Equagdo 3.42). Assim, no caso de nao haver luz
proveniente do fundo nem tampouco fontes internas, apenas 4 equacoes de Riccati
precisariam ser integradas para o calculo das amplitudes de radidncia num nivel

genérico (x: T(w,{k; 1), R((i, w; ) e Rp(g, b; 1) (duas vezes, para p = 1,2).

3.7 Operadores Compostos para a Interface Ar-agua

As radiancias em qualquer nivel {, podem ser obtidas pelas Equagdes 3.38 e 3.39,
uma vez obtidos todos os operadores, uma vez que seja conhecida a amplitude de

e . .+ . . : )
radidncia incidente na dgua, L, (w) (imediatamente abaizo da interface ar-dgua).

. : -+ . =+ . e
Assim, € preciso calcular L, (w) a partir de L (a;1), a amplitude de radiéncia at-
mosférica incidente na superficie, ou seja, imediatamente acima da interface ar-dgua,

44



a qual pode ser modelada de diversas formas. Denominam-se &,(a,w) e &,(w, ), os
operadores que expressam a transmitincia espectral da interface para baixo e para
cima, respectivamente, e #,{w,a) e 7,(a,w) os operadores que expressam sua re-
flectancia espectral nesses mesmos sentidos. A Figura 3.4 ilustra dois desses opera-
dores: £,(a,w) fornece a parcela de luz descendente transmitida através da interface,
do nivel a ao nivel w, sem leva em conta a camada de dgua entre w e b, enquanto
que 7,(w, a), a parcela de luz ascendente refletida para baixo pela mesma interface,

entre w e a.

Esses operadores foram calculados em (6) e (7) para uma superficie sujeita a ondas na
presenga de vento, através de um método de Monte Carlo. Em funcao da anisotropia
azimutal, decorrente do modelamento adotado para essa interface, esses operadores
nao podem ser desacoplados para os (n + 1) modos azimutais.

Dada uma amplitude de radidncia atmosférica ao nivel da agua, i}: (a), e supondo-se
valido o mesmo principio da linearidade para a interface ar-agua (¢ — w), podem-
se escrever duas novas regras de inser¢do invariante para esta interface, as quais
estabelecem um balanco de energia para a luz descendente em w:

~

Ly (w) = L (8) By(b,w,a) + L1 (a) Ty(a,w,8) + Sp(a,w,8) . (3.50)

E para a luz ascendente, também em w:

f)p (w) = EP (0) T, (b, w,a) + E:(a) Ry(a,w,b) + §,(bw,a) . (3.51)

Nota-se que agora, nestas regras, os modos / nao estao desacoplados, e em vez de
(n 4+ 1) equagdes nas quais os termos tem dimensdo m x 1 para a luz ascendente e
outras tantas para a luz descendente, passa-se a ter duas equagdes, em que os termos
apresentam dimensao (n 4 1) x m.

Nao havendo luz proveniente do fundo, estas regras reduzem-se a:

L) (w) = L) (a) Ty(a,w,b) + 8,(a,w,b) . (3.52)
L (w) = L (a) Ry(a,w,b) + S,(b,w,a) . (3.53)

O operador T'p(a,w, b) expressa a transmissio da luz através da interface ar-dgua,
na presenga da camada de dgua w — b, enquanto que R,(a, w, b) expressa a reflexio
da luz pela mesma interface na presenca da mesma camada adjacente.

Os operadores compostos podem ser obtidos em dedugdes analogas as Equaces 3.41
e 3.42, sendo também ilustrados na Figura 3.4:

Tola,w,b) = (e, w)[I — R, (w,b)#,(w,a)]™" . (3.54)

Como anteriormente, R,(w, b) expressa a reflectancia espectral de toda a camada de
agua w — b sem levar em conta a interface ar-dgua. E também:

R, (a,w,b) = Ey(a,w)[I — Ry(w,b)f,(w,a)]™ By(w,b) . (3.55)
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Fig. 3.4 - Operadores espectrais R € T e amplitudes espectrais de radiancias inci-
dentes e emergentes L para a camada genérica com interface ar-agua.

O termo fonte S,(a,w,b) é expresso de maneira similar, e deve ser interpretado
como sendo a parcela de amplitude de radiincia no sentido descendente, devida a

.- . =+ .
possiveis fontes na interface, dadas por S, (a,w), e aquelas originadas da camada

w — b subjacente, dadas por S;t(b, w), refletidas para baixo por #,(w, a).
~ ratt o\t . . . -1
Syla,w,b) = [Sp (2,w) + 5, (bw) 'rp(w.,a)] [I — R,(w,b) rp(w,a)]
(3.56)

- 1 . At . -
Como nio hé fontes na interface a —w, §, {a,w) = 0. A expressao para Sp(b,w,a)
é andloga:

S,(b,w,a) = [S'_t(b, w) + Szt(a’w)ﬁ,p(w, b)] [I — f(w,a) Rp(w,b)]—l .
' (3.57)
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3.8 Sequéncia de Etapas na Resolugao por Insercao Inva-
riante

Pode-se resumir a metodologia de inser¢ao invariante exposta numa sequéncia de
etapas principais. Parte-se da funcao de fase de espalhamento discretizada conforme
a dsicretizacdo polar e azimutal escolhida. Deve-se calcular também os operadores
relativos & interface ar-agua, por exemplo, através de um método de Monte Carlo.
Escolhe-se um conjunto de profundidades {; nas quais se deseja obter as radiancias.
Basicamente a metodologia permite obter os operadores espectrais para esse con-
junto de profundidades escolhidas e, a partir destes, as amplitudes de radiancia
espectrals que levam as radiancias. As etapas, exemplificadas para o caso de nao
haver luz proveniente do fundo, sao as seguintes:

e calculam-se as matrizes T e §, expressas pelas Equagdes 2.46, 2.47, 2.48 e
2.49;

e calculam-se os operadores espectrais globais para os niveis {; desejados, pela
integracao das equagoes de Riccatl, Equagoes 3.24 - 3.35;

o calculam-se, pelas definicoes dadas pelas Equagoes 3.41, 3.42, 3.43 e 3.44 os
operadores compostos para a camada de agua;

o calculam-se, pelas definicoes dadas pelas Equacoes 3.54, 3.55, 3.56 e 3.57 os
operadores compostos para a interface ar-agua;

® usa-se a regra de inser¢ao invariante dada pela Equacdo 3.50 para se achar
a amplitude de radiancia incidente na agua, ﬁp (w), a partir da amplitude
o S
de radiancia atmosférica L, (a);

® as regras, dadas pelas Equagdes 3.36 e 3.37, fornecem entao as amplitudes
de radiancia L,((x; ) para cada nivel (; e cada modo azimutal /;

o calcula-se, pela regra dada pela Equagio 3.51; a amplitude de radidncia
emergente da dgua i}; (w);

o finalmente, a partir das amplitudes espectrais de radiancias, calculam-se as
radiancias (ndo-espectrais), a partir da Equagao 2.27;

Note-se que os operadores dependem da discretizagao assumida, bem como da fungao
de fase, mas a mudanga da luz atmosférica incidente ou do estado da interface ar-
agua nao implica em recalcula-los.

3.9 Vantagens da Metodologia de Insergao Invariante

Em trabalho relativamente recente (5), fol comparada a metodologia de insergao
invariante com alguns métodos de Monte Carlo e um método de ordenadas dis-
cretas, aplicados a diversos problemas padrido de transferéncia radiativa em dtica
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hidrolégica. Foram analisados a precisdo dos resultados e o tempo de execucao,
mostrando que a metodologia em questdo apresenta um desempenho computacional
competitivo em relagao as demais.

Podem se citar as seguintes vantagens da metodologia de inser¢ao invariante, algu-
mas das quais levam também, indiretamente, a um menor tempo de processamento

global:

¢ modularidade relativa ao cdlculo de operadores caracteristicos de camadas
selecionadas do meilo, através da integragio das equagdes diferenciais de
Riccati, independentemente das condigoes de contorno;

o modularidade relativa & incorporacao de camadas adjacentes aquelas do
meio considerado, como a camada relativa a interface ar-agua, cujos opera-
dores podem ser calculados eventualmente por outra metodologia qualquer;

o novas simulagdes referentes a diferentes condigdes de luz incidente nao exi-
gem o recalculo desses operadores, que implicaria em reintegrar as equagoes
de Riccati;

¢ a parte mais intensiva computacionalmenteenvolve a integracao das equagoes
de Riccati, para a qual existem muitas rotinas disponiveis em bibliotecas
matematicas;

e a insergao invariante tem uma abordagem intuitivamente fisica, expressa
inclusive pelos operadores caracteristicos calculados;
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