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Meste trabalho apresentamos o equacicnamento de problema geral da transferéncia orbital
considerande aspectos estruturais e dinimicos normalmente nio apresentados na literatuza,
Dentre outros, estes aspectos envolvem: 1) a rigidez ou a flexibilidade do weiculo; 2) a
constdncia ouv a wvariagdo da sua massa; 3) as caracteristicas do sistema propulsive la
propulsioc impulsiva versus a propulsfc ndo impulsiva; a lei de controle do wetor de empuxo;
torques perturbadores originades pelo ndo alinhamentc da forga propulsiva com o centro de
massa; magnitude waridvel do empuxo durante a transferéncia, etc.). Apresentamos também as
simplificagdes mais freqientemente encontradas na literatura. Concluimos com uma visio ampla
das equag¢fes usadas pox Rodrigues[)l] e por outros([2-6]. ABSTRACT: In this work we present
the equations of the general problem or orbit transfers considering strectural and dynamic
aspacts normally not presented in the literature. Among others these aspects involwve: 1} the
rigidity or the flexibility of the wvehicle; 2Z) the constance or the variation of its mass,
3} characteristics of the propulsive system {impulsive versus not impulsive thrust; control
law of the thrust wvector; disturbing torques due to the misalignment or file propulsive
force with respect to the center of mass; variable thrust magnitude during the transfer,
etc.). We also present the simplifications more frequently found in the literature. We
conclude with a breoad vision of the equations used by Rodrigues [1] and by others [2-6].
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EQUACIONAMENTO E SIMPLIF{CACC)ES DO PROBLEMA GERAL DA
TRANSFERENCIA ORBITAL

DANIEL LEVY DE FIGUEIREDOQ RODRIGUES
Instituto de Ciéncia e Tecnologia -ICT
Brasilia, Distrito Federal, Brasil

MARCELO LOPES DE OLIVEIRA E SOUZA
Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais-INPE
Av. dos Asironautas, 1758 - CP 515
12227-010, Sao José dos Campos, Sac Paulo, Brasi!
Tel: 012-3256201, Fax: 012-3256226, E-Mail: MARCELO@DEM.INPE.BR

RESUMO
Neste trabalho apresentamos o equacionamento do problema geral da transferéncia orbital
considerando aspectos estruturais e dindmicos normalmente ndo apresentados na literatura. Dentre
outros, estes aspectos envolvem: 1) a rigidez ou a flexibilidade do veiculo; 2) a constdncia ou a
variagdo da sua massa; 3) as caracteristicas do sistema propulsivo (a propulsdo impulsiva versus a
propulsio nfio impulsiva; a lei de controle do vetor de empuxo; torques perturbadores originados pelo
ndo alinhamento da forga propulsiva com o centro de massa; magnitude varidvel do empuxo durante a
transferéncia, etc.). Apresentamoas também as simplificagdes mais frequentemente encontradas na
literatura. Concluimos com uma visdo ampla das equagdes usadas por Rodrigues[1] e por outros{2-6].

ABSTRACT

In this work we present the equations of the general problem of orbit transfers considering structural
and dynamic aspects normally not presented in the literature. Among others these aspects involve: 1)
the rigidity or the flexibility of the vehicle; 2) the constance or the variation of its mass; 3)
characteristics of the propulsive system (impulsive versus not impulsive thrust; control law of the
thrust vector; disturbing torques due to the misalignment of the propulsive force with respect to the
center of mass; variable thrust magnitude during the transfer, etc.). We also present the
simplifications more frequently found in the literature. We conclude with a broad vision of the
equations used by Rodrigues [1] and by others [2-6].
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1. EQUACIONAMENTO E SIMPLIFICACOES DO PROBLEMA GERAL DA
TRANSFERENCIA ORBITAL
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Lnstituto de Ciéncia e Tecnologia -1CT
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2.RESUMO
Neste traballo apresentamos ¢ equacionamento do problema peral da transferéncia orbital
considerando aspectos estruturais e dindmicos normalmente n3o apresentados na literatura. Denlre
ouirgs, estes aspectos envolvem: 1} a rigidez ou a flexibilidade dv veiculo; 2) a constincia ou a
variagiio da sua massa; 3) as caracteristicas do sistema propulsivo (a propulsdo impulsiva versus a
propuisdo ndo impulsiva; a lei de controle do vetlor de empuxo; torques perturbadores originados pelo
niio alinhamento da forga propulsiva cotm o centro de massa; magnitude variavel do empuxo duranie a
transleréncia, ete.). Apresentamos também as simplificagdes mais {requentemente enconiradas na
literatura. Concluimos com uma visdo ampla das equagdes usadas pot Redrigues[ 1] e por outros[2-6).

3.1 EQUACICNAMENTQ DO PROBLEMA GERAL

As egquagdes gue regem o movimento de um corpo
flexivel e com massa varidvel sdo extaisdes das egquagdes do
Apéndice AE"JA equagio do movimento do centro de massa pode

ser escrita camo:

d2
FS=J I:dm (3.1)
dat
m
2
M=JRxd—R dm (3.2)
5 2
L dt

onde R & o vetor posigdoco do elemento de massa dm, em
relagdo ao referencial inercial OXYZ e dm = pdV, sendo p a
densidade e dV o volume associados ao c¢lemento de massa dm.

Estes aspectos podem ser melhor avaliados se
for utilizado um referencial no corpo. Considere a Figura
3.1, onde OXYZ & o referencial inercial e oxyz unm
referencial com origem no centro de rassa instantdneo, o,
de um veiculco gqualquer que possui uma leterminada massa "m"
em algum instante “t",

f




0 veiculo sc ongideraau como um volume de
controle onde existe a |..sibilidade d» perda de massa
através de sua superficie de controle. Seja "o o seu
centro de massa instantaneo. A posigdo le um elemento de
masea "dm" em relacgido ao referencial oxyz & determinada
pelo vetor posicio r; e a posigdo relativa do centro de
massa do veiculo, "o%, em relagio a origem "O" do sistema
inercial OXY¥Z & indicada por Rm.Seja ainda « a velocidade
angular de "dm" medida em relagdo ac referencial inercial,
Da definic8o de centro de massa, tem-se:

R dem Ima dm (3.9)

R=PR + r {3.4)
cm

A derivada inercial temporal do vetor r pode
ser escrita em termos de sua derivada ndo inercial
temporal. A convengdo para derivada inercial temporal de um

vetor qualquer, v, & escrita indistintamente neste trabalho

como sendo g% ou v. J& a derivada néc inercial temporal
serd sempre escrita como %%. Obviamente que se a guantidade

for escalar & indiferente usar d/dt ou 8/35¢.

A aceleragdo do elementc de massa dm em
relagdo ao ref. inercjial OX¥Z pode ser expressa em termos
da sua aceleracdo em relacfo ao referencial oxyz através da
expressio (ver, por exemplo, Cornelisse, 19?9F€Eapitulo 3);:

2 d®r

+ 2
9_% = ? + %%xr + ax(wxr) + ZQx%{ + é—% {(3.5)
dt dt st

Substituinde a expressioc 3.5 na equagio 3.1 resulta:

dchm 56 -
Fs = ~——;-dm + 3+ x r dm + WX (w X r)y dm +
dt
m n m
* sr 5°
+2 | wx 25 dm o+ L dm {3.6)
3t 52
m m
4 equagdo 3.2 pode ser simplificada se o
centro de massa d¢ veiculo, "o", for tomado como ¢ ponto
para calculd-lo, ao invés de "O", origem do sistema OXYZ.

Sejam R & r os vetores posigdao da forga vresultante
externa Ps éem relagdc a 0 e em relaglio ao centro de massa
do veiculo, respectivamente. Daji:

Hs = Rr x FS = {Rcm + rr} X Fs
0 momento total em relacido ao centro de massa, devido &
forga resultante externa F_, a: !

M_ =t xF =M -R xF (3.7)

cm r

Substituinde as egs. 3.1 e 3.2 na equagdo anterior e usando
a eguagio 3.4, resulta:

_ d°Rr
Mcm~frx—z dm (3.8)



_ |_’!{.d - -
Mm = I r x { FE XL ] dm  + I r X [wX (wx )] dm +
m ™

2
+ 2 J r x (& i %%) dm + [ r x é_; dm (3.9)
m m 3t

As eqguagbes 3.6 e 3.9 =do as equagbes do
movimente de um veiculo flexivel, de forma gqualquer e de
massa varifvel com o tempo, sendo F_ a resultante das
forgas externas atuando no veiculog e M o momento

om

resultante de Fs em relag¢do ac seu centro de massa, dado
pela equacio 3.7.

3.2 SIMPLIFICAGOES PRELIMINARES
1.2.1 CORPC INDEFORMAVEL COM MASSA CONSTANTE

Extestrutura rigida do veiculo. Para um corpo rigido com massa
constante e sem movimento relative entre suas partes
s6lidas, a sua velocidade angular indeperde da distribuigéo
de massa. Desta forma, W representa a velocidade angular
instant8nea de tode o vefculo em relagio a um eixo
instantineo de rotag¢io. Lembrando gue, pelas aguagdes 3.4

e 3.3, tem-se I rdm = 0, e gue para um corpo indeformavel
0

sem movimento relative entre suas partes soélidas &r/ét = 0
e 6ar/6tz = 0, obtém-se, a partir da equagio 3.6:

S 2 (1.10)

Iste &, o movimento do centro de massa do veiculo
comporta-se como se toda a sua massa e todas as forgas

externas estivessem al concentradas, resultado este ja
esperade.

Analogamente, o movimento de atitude pode ser

2
escrito, a partir da equagdoc 3.9 e de %5 =0e L =o:
t éta

M= j rox (%% x ridm + I £ x (@ X ‘0 x r}ldm  (3.11)
m m

A expressi8c 3.11 pode ser escrita em termos do tensor de
inércia, I, do veiculo:

S L a0
J r x <§E Xxr) dm = I-—
m

J rx [(@Ox (@xr}] dn= ©x (L-9)
m

Substituindo estas expressdes na equagio 3.11,
equagao do movimente de atitude do veliculo:

obtém=-se a

=

n

-
Rl
[ 1)

+ Ox(1-0) (3.12)



A equagio 12 pode simplit mais ainda se o
sistema oxyz for o sisiema de eixos priacipais pois, desta
forma, o tensor de inércia possul apenas os momentes
principais, enguanto seus produtos de inéregia sao todos
nules. A equagio gue resulta desta escolha para oxyz & a
Equagic de FEuler do movimente de atitude, largamente
empregada na literatura.

3.2.2 CORPO INDEFORMAVEL COM PERDA DE MASSA

Para o estudo desta situagéo convém
particularizar o wveiculo. Considere um veiculo tipico de

Fig. 3.2 - Veiculo tipico.
Se o0 sistema oxyz mantiver constantemente sua

origem no centro de massa instantdneo do veiculo, entao

pode-se escrever que J rdm = 0.
m

A velocidade angular, 5, de um elemento de massa, "dm*,
pode ser tanto a velocidade angular de um elemento da parte
rigida come a velocidade angular de um elemento da parte
ligquida. Entretante, pode ser consideradce que todo o
liguido combustivel possua a mesma velocidade angular que
um elemento da parte rigida de veliculo. Uma vez gue <
liguido combustivel apresenta-se, na maioria das vezes,
confinado em reservatérios sob pressio e, além disso, en
tais reservatérios existem membranas elisticas gque
restringem o movimento do liquide, a hipétese proposta &
pbastante admissivel. Sendo assim, o é independente do
elemento de massa considerado e pode, portanto, ser
colocado fora das integrais. Entdo, a eguagio 3.6 pode ser
escrita como:

d°R 2
Fo=mn—2 + 2uxj§£dm+ Iardm (3.13)
Esta & a equagio do movimente do centro de

massa de um veiculo rigido com massa varidvel.

Da mesma forma, ;a equagdc do movimento de
atitude, equagio 3.9, pode ser escrita como:

L - - - &r
Hcm = I-gE + w K ([-w) + 2 J r x (w x EE] dm +
m
62r
+ r x — dm (3.14}
3t

m

Esta, & a eqguacio 3¢ movisrnto da atituce,



aslders ura 3.3 ¢ sistema O'tu(
representa um sistema oualquer, fixo en -~ rlagdo a estrutura
rigida do veiculo (como viste anteriormente, a parte fluida

do veiculoc ndo permanece fixa em relagio a este sistema

v

Fig. 3.3 = O sistema 0'£J(

Se v & a sio, respectivamente, a velocidade e
a aceleraclio dos gases de combustdo em relagido & estrutura
rigida do veiculo (v=&d/5t e a=62d}6t2), e ainda se u e
a_ séo, respectivamente a velocidade e a aceleragio do

centro de massa em relagdo & estrutura rigida do veiculo,
isto &, u =3l/3t e a“fszllétz, entéo:

dr _ _

‘S—-t— = ¥ ucn (3.15)
2

§r..-a (3.16)
5t2 cm

As equagdes 3.13 e 3,14 podem ser escritas de
forma compacta, através das definigdes de certas forgas e

momentos aparentes., Definindo-se:

Forga de Coriolis = F = -20 x [ 6—; dm (3.17)
m
8%
Forga Relativa = F = - P dm (3.18)
&t
m

Momento de Coriolis = M_ = -2 J r ¥ (0 x g—";} dm (3.19)

2
Momento Relative = Moo= - I r X s dm {3.20)

entdo, as equagdes 3.13 e 23.14 podem ser escritas na forma
compacta:

dch L

m

m 3o = Fc + Fr+ Fs {3.21}
6(:] - -+

gt wx (Tw) =M +H +HM (3.22)

Em forma compacta, as equa¢des 3J.21 a 3.22
sdo as equagdes de movimento de um vefculo rigido com massa
varidvel. Estas equagdes apresentam certos termos que podem
ser analisados com a finalidade de melhor compreender seus
significados. A anallse destes termos é melhor realizada ne



for emprr o _Tacrema de Transporte de Reynolds

(Cornelisse, "), onde, para um vetcr r gqualgquer, vale a
relagio:
cL3 dm = L. r dm + r{pv.n) da {3.23)
st at
m m A

s termos I-aé/at e w x (I-&] sdo denominados
de M"termos de inércia'., Podem ser escritos de forma
alternativa através deo uso da relagdc entre as derivadas
inercial e nio inercial do vetor (I-@):

I %% + wx (Iw) =1 %% + QE‘I'“) - %_(1 w)
JSw - d (I-w)y _ &I~
I 3E T WX (1 w) aE IE Y {3.24)

Usando a equagdo 3.23, a Forga de Coriclis
pede ser escrita como:

F o= -20 % [ %- J r dm 4+ J £(pv.n)dA (3.25)

¢
m &
L

E claro que da defini¢do do centro de massa tem-se que:

I rdm = 0 (3.286)
™

Seja a taxa de escoamento de massa dos gases de propulsio
definida por:

dn
dt

o
m o= -

{(3.27)

(chbg.: m = m = g% < 0)

Entdo, do Principio da Ccnservagdo da Massa,

tem—-se que:

o= [ (pv.n) dA (3.28)
A

3

Seja ainda r, o vetor posigdo do Ycentro de
massa do escoamento pela tubeira" definido peor:

3

E o= {1/m) [ c{p¥.n) aa {31.29)
a

L

A Figura 3.4 ilustra essa situacio:

v
n tubeira a
cm
ry cm do
veicule

Fig. 3.4 - 0 centro de massa do escoamento.



3e o escoamento dos ga:es de qgueima ocorrer
de forma .métrica e uniforme em relagio ao eixo de
simetria da tubeira, entdo pode-se mostrar que r, é o vetor
posigio gue une o centro de massa -instanténeo do veiculo ao
centro geométrico da a&rea A‘. Caso contraric, deve ser
obtido pela equagie 3.29.

Desta forma, a equacio 1.25 sera:

F, = -:eﬁu‘.mrt (3.30)

Da eguag¢de 3.30 percebe-se gue a Forga de
Coriolis se deve a dois fatores: a) perda de massa; b) ndo
alinhamento do centro de massa do escoamento dos gases de
propulsio com a velocidade angular de rotagdoc do veicule em
relagdao ao¢ referencial inercial ©X¥Z. Obviamente, se o
velculo ndoc apresenta um dos dois fatores acima, ou ambos,
entac Fc = 0.

Usando a equagdo 3.23 na equagao da Forga
Relativa, equagdo 3.18, obtém-se:

s fe g [ s
Fr = 3T J 3t dm I 5 (pv.n: dAt {3.31)
A

m
L
Aplicando novamente a equagdo 1.23 e usando as
equagdes 3.26, 3.28, 3.29 e a relagd»n Srjfdt = v - u , a

(=]
expressio gue se obtém para a Forga Relativa é:

5 * o
F sgime) - Iv(pv.n) dA + u m (3.32)
F.Y
1
A integral no lade direito da expresséic
anterior representa o fluxo de momentc linear gque passa
através da safda da tubeira. Este fluxo pode ser escrite
como sendo o produto do escoamento dos gases de combustao,
T, pela velocidade média de exaustdo c, definida por:

c = (1/m) Jv(pv.n) A, (3.33)
a
13

Subgtituindo esta axpressio na egquagio
1,32, resulta na equagdo final para a Forga Relativa:

.,
O
&l

(hr ) - m(c - u_) (3.34)

0 primeiro termo do ladc direito da equagédc
3.34 representa o regime nae permanente do processo
propulsive. Pode ser escrito como:

S(Elrt)lét - [e.(ﬁ’l};at;].rl + ﬁ(&rt/nst} (3.35)

fixe em relagdo a sua estrutura. A literatura usualmente
denomina Forga de Empuxo a forga relativa resultante
destas consideragdes:

F = -cm (3.36)

A andlise do Momento ove Coriclis pode ser
simplificada utilizando-se a seguinte identidade:



& - do
EE[r x {(L ] = 2r X {w X Fpi 1€ X (af x @) o+
- -1+
.37
+wx(3—txr} (33)

Usando a equagdo 3.37 na equagdo 3.19:

Hc = = I [ %E[r x (6 xr)] —rx (%% X r} -

m

-0 x {%E ) 4 r)] dm {1.38)

Usando a equagdo 3.23, obtém-se:

__ 8 (I'Q) do  _ - -
Mc = T + I'dt [ r ¥ (w x r)(pv.n} dAt
Al
—C:x[rx%%dm (3.39)
m

Seja P um ponto gqualgquer na superficie da
salda da tubeira (Figura 3.5).

cm do
velculo

Fig. 3.5 - Um ponto gualguer na area A -

Fode~se escrever gue:

De acordo com a equagdo 13.29, tem-se:

[ s{pv.n} dAt =0 {(3.40)
&

13

Substituindo o8 resultados anteriores na
equagfc 3.39, obtém-se a expressio geral do Momento de
Coriolis para este caso:

51 + o N -
He = - zgw - mrtx(uxrt} - [ sx(wXxs) {pv.n) dht

A
3

- wx] TXTE dm {3.41)

Se a &rea de saida da tubeira puder ser
considerada de peguenas dimensdes, quando comparada com as
dimensdes longitudinais do veiculo, isto &, se para
gualgquer ponto P ocorrer gue |s] << lrll, entdo, a integral
sobre A na expressic anterior pode ser desprezada, face &

L3 et + .
mr, x {0 X rt}, ficando o Momento de Coriolis expresso por:

= . 81 » 2 -+ - &r
Hc = e me o x (to X rt) © X j b X g% dm (3.42)

m



0 ds. ‘inhamento ilustrado we Eigura 3.2 faz
com que o escoamento dos gases de propuisdo ndo seja
paralele ac eixo longitudinal do veiculo que passa pelo seu
centrc de massa. Casc ndo existissem desalinhamentos deste
tipo, a integral na equagido 3.42 desgpareceria. Finalmente,
se o vetor velocidade angular do veiculo for paralele &
diregio de L durante toda a fase propulsiva, entéo o x r
= 0 a dal o Momento de Coriolis serd simplesmente devido &
variagio temporal do tensor de inércia:

Usando a equagio 3.23 na expressdo do Momento
Relativo, resulta na sequinte expressio:

-
Oﬂiﬂn
T

dr _ ar
J K X 5% dm I L (pv.n) dhl {3.43)
m A

Usando a relagac &rjfét = v - u  na equagio
anterior e usando a equagdo 3.28, obtém-se:

. . 8 5r _
Hr = 3T J r X dm [ r x [¥ipv.n)] dAt
m A

+ mr ox u (3.44)
t om

Ha superficie At a velocidade de saida de uma
particula em relagdo a ela pode ser dada por:

<
]
fr]

+ u

onde u representa © desvio de velocidade em relagde &
velocidade média de exaustdo, c. A escolha de calota
esférica para a area de salida da tubeira, aoc invés de &rea
plana, é explicada no Capitulo 4} item 4.2,

De acordo com as equac¢des 3.29 e 13.33, tem-se:

I uipv.n} dAt =0 (3.45)
A

t

Substituindo as equagdes 3.28 e 1.34 na equagdo 3.33 e
usando as equagdes 3.17, 2.29 e 3.35 obtém-se:

m B
L
&
- mr x {¢ - u } (3.486)
Se Isl << Irtl e se o escoamente for
aproximadamente uniforme {lul<< |cl}, entdo, o Momento

Relativo simplifica-se para:

3 3 °
Moo= - 3% I rx g%dm - mex (¢ o= ou ) (3.47}
m

Percebe-se da equagd¢ .47 gue o© Momento

Relativo existe em virtude do ndo paralelismo entre r e
Sr/8t e também, entre v e {c - u ).
cn



3.2.3 CORPO NAC RIGIDO COM MASSA VARIAVEL

0s termos nas equagdes do movimento do

problema geral, 3.6 e 3.9, gque representam a influéncia de

movimentos de partes Elexiveis do veiculo, estdo
2
- &r d°r :
relacionados com as expressdes que possuem ;z e — . Sejam
ot
F. a H respectivamente, a Forga e Momento de

Flexibilidade. Das equagdes 3.6 e 3.9, tem—se:

2
F=2Jc3x6—rdm+[ardm (3.48)
3 st st?
™ ™
2
o ox 3E s v 3.49
"r = 2 [ r X (WX 3T ) dm + I r X PP dm { )
m m

onde "dm" representa qualquer elemento de massa dentro do
volume de controle de um veiculo gualgquer, indicado na
Figura 3.2.

No caso majis geral, dados dois elementos de
massa distintos do veiculo, seus movimentos relativos nio
possuem gqualquer relacg8o entre si, caracterizando uma
situagdo de independéncia. Entretanto, para situagdes mais
realistas, o veiculo & constituido por elementos sdlides
tais que, dados dois elementos de massa distinteos, seus
movimentos relativos apresentam alguma relagdio de
dependéncia, determinada por caracteristicas como, por
exemplo médulo de elasticidade do material, etc.

A flexibilidade deve agui ser entendida como
deformagdes elésticas {que podem possivelmente ocorrer no
veicule como, por exemplo, deformagdes de painéis solares
ou de antenas longas e delgadas) ou como vibragdes
periddicas de alta freqiiéncia.

Desta forma, as equag¢gdes do movimento de um
corpce ndo rigide passam a ser determinadas ndc apenas pelo
deslocamento do seu centro de magsa e pelo seu movimento de
atitude, mas também pelas equacdes dos seus deslocamentos
eldsticos, estas nltimas determinadas por meioc de andlise
de tensdes estruturais. O estudo de movimento de um corpo
nao rigido requer gue sejam consideradas certas
simplificagbes como, per exemplo, deslocamentos awials
despreziveis, face aos longitudinais, s fim de tornar pelo
menos mais simples o seu estude. Detalhes do tratamento
matemdtico para este problema, podem ser encontrados enmn
Meirovitch (1970)? onde & analisade o movimento de um
foguete nido rigido que perde massa.

Para as finalidaqes deste trabalho, nido serio
considerados, em nenhum momento, veiculos pessuindo
gualguer tipo de ndo rigidez que nio seja a gerada por suas
partes liquidas. Isto se justifica pelo fato de serem
tratados aqui os casos nos quais o uso de propulsioc ocorre
apenas nas etapas de transferéncia orbital. Além di mais,
¢ velculo a ser simulado numericamente no Caplitulo 7 possui
um sistema propulsive que gera forcgas de pequena magnitude
sendo que seus efeitos sobre deformagSes na sua estrutura
podem ser desprezados.



3.3 CONCLUSGES

Neste item, apresenta-se um resumo dos
resultades obtidos para o problema de interesse, analisado
no item 3.2,

Ceonsiderando ¢ que fol dito as longe deste
Capitulo, o veliculo de interesse (veiculo que seri
submetido a andlises numéricas de simulacgdes de
transferéncia orbkital e de atitude), pode ser modelado
pelas seguintes hipdteses, ji& apresentadas neste Capitulo:

1} veicule rigide, exceto por suas partes liguidas,ou,
egquivalentemente, seu combustivel;

2) veiculo tipico possuindo um sistema propulsivo
capaz de fornecer empuxXe necessirio para efetuar
transferéncias orbitais, por meic de uma tubeira
fixa na sua estrutura;

3) o raio caracteristico da superficie de saida da
tubeira pode ser considerade muito pequeno, gquando
comparado com a dimensfo do centro de massa de
escoamento dos gases pela tubeira;

4) qualquer elemento de massa do veiculo, inclusive um
elemento de seus componentes liquidos, apresenta
sempre a mesma velocidade angular, a, em um
instante '"t", pDesta forma, © serd a velocidade
angular do veiculo.

As hipéteses acima particularizam o problema,
ae mesmo tempo dque permitem a obtengio de solucdes
numéricas. Obviamente que o "afrouxamento" destas hipdteses
conduz a modelos mais realistas, porém, mais dificeis de
serem tratados. Para as finalidades deste trabalho, as

quatre hipéteses acima sfo amplamente satisfatérias para o
cumprimento de seus objetivos.

Sendo assim, as equagdes de movimento para um
velculo considerado desta forma podem ser escritas como:

Equagio do Movimente do Centro de Massa:

_ o - & o <
= —2mwxrt— EE(mrt) - m(c—ucmj + F {3.50)

k-]

Equagdo do Movimento de Atitude:

d ‘-‘ = 2 -+ - - - ir _
aE(I W) mr x [ wXr + { d ucm) 1 X I r X 3¢ dm
m
.8 sr
3T J r X §Edm + M“‘ (3.51)

m

onde se tem:
m - masga instantanea do veiculo;

R - posigdo do centro de massa instantdneo do veiculo

em rolagdo A um refereucioal inereial;



He

- taxa de perda dJde massa do veiculo {definida na
equagio 3.27 ocu na egquagédo 3.28);

o - velocidade angular do veiculo;

r.o- centro de massa de escoamento dos gases pela
tubeira (definido na equagdo 3.23);

c - velocidade média de exaustio dos gases da
propulsdo(definida na equagdoc 3.33);

u - velocidade do centro de massa do veliculo em

=]
relagio 4 sua estrutura rigida:

F - resultante das forgas externas atuande no velculo;
I - tensor de inércia do veiculo;

r - vetor posigdo de um elemento de massa dao veliculo,
relative a um referencial com origem no seu
centro de massa;

% - velocidade, relativa ao centro de massa
instantaneo do veiculo, dos gases de combustio
que passam pela superficie de saida da tubeira;

- momento resultante no veiculo em relagac ao seu
centro de massa, devido & resultante das forgas
externas, dado pela eguagio 3.7}

j=1]=N
et

- derivada temporal no sistema inercial OXYZ;

- derivada temporal no sistema nio inercial oxyz;

o
(g3 ]

£1]
No cCapitulo 4, serdo analisados os

graus de importéancia dos aspectos apresentados no item 3.2
e estudados alguns de seus aspecktos ainda ndo vistos.
Consequentemente, as eguagdes J3.50 e 3.51 podem Sofrer
algumas simplificagées.
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