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Resumo. Este trabalho apresenta a solucdo de um problema de transferéncia de calor
bidimensional em uma malha triangular ndo estruturada com uma nova abordagem que
facilita a aproximacdo dos termos difusivos. Tal abordagem consiste em utilizar como
local geométrico onde as propriedades sdo calculadas, o centro do circulo que passa por
todos os vértices de cada triangulo, ou sga o circuncentro, ao invés do baricentro
geralmente usado.
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1. INTRODUCAO

Dentre os métodos numeéricos empregados para o estudo e solucdo de problemas de
fendbmenos de transporte, a grande maioria deles faz aplicacdo do préprio método sobre
uma malha computacional que se adapta aos contornos do problema estudado.

Tais mahas podem ser de dois tipos. Estruturadas e N&o Estruturadas. Os primeiros
trabalhos em mecanica de fluidos computacional simulavam escoamentos sobre
configuragcBes geométricas simples, empregando malhas estruturadas que possibilitavam
escrever uma relacdo explicita conectando células ou pontos nodais vizinhos. Tais malhas
computacionais procuram sempre seguir 0 contorno do objeto de estudo, entretanto, a
geracao de malhas para uso em problemas com configuragcGes geométricas complexas era
ainda um grande desafio.



As mahas ndo estruturadas apresentam uma adaptatividade e versatilidade muito
maior em comparagdo com malhas estruturadas, devido ao fato de ndo exigir a
obrigatoriedade e rigidez de ordenacdo e vizinhangca entre células ou pontos nodais.
Entretanto, este aspecto também caracteriza uma de suas desvantagens: a dificuldade de
estabel ecer uma regra de ordenacdo. O resultado dessa ordenacéo estabelece o tamanho das
bandas da matriz e o nimero de vizinhos. Essa variagdo no tamanho da banda da matriz
impossibilita a aplicagdo de muitos métodos de solucéo de sistemas lineares (Maliska,
1995).

Os métodos de elementos finitos foram os primeiros a tirar vantagem deste tipo de
malha (Venkatakrishnan, 1995). Posteriormente, métodos de volumes finitos (Patankar,
1980) foram também aplicados, principamente apds o0 sucesso obtido por Jameson e
Mavriplis (1986) no qual o método de volumes finitos foi aplicado a uma malha triangular.
O método de volumes finitos permite esta aplicacdo pois ndo faz distingdo do formato do
volume de controle elementar, conservando as propriedades nas células para a equagéo
discretizada, assm como as propriedades sdo conservadas para volumes infinitesimais na
equacdo diferencial.

Devido a dificuldade de célculo dos termos difusivos em uma malha ndo estruturada,
criou-se dois grupos de esguemas de solugdo: os esquemas centrados no vértice e 0s
esguemas centrados na célula. No primeiro caso as propriedades discretas sdo calculadas
nos vértices dos poligonos ou poliedros da malha e no segundo caso usa-se uma posi¢ao
localizada dentro do volume de controle, usualmente o proprio centréide da célula.

Um exemplo de utilizagdo de esquemas centrados no vértice, em duas dimensdes, sdo
as técnicas de Diagramas de Voronoi e Median-dual. Em ambas as técnicas os volumes de
integracdo sdo construidos ao redor de cada vértice. No caso de esguemas centrados na
célula o volume de integracéo é a propria célula gerada originalmente. Com Diagramas de
Voronoi os bissetores perpendiculares de cada triangulo que compartilham o mesmo
vértice delimitam o volume de integracdo, sendo também identificado por se tratar do dual
da bem conhecida triangulacéo de Delaunay. No caso Median-dual o volume é formado
pel as medianas dos triangul os.

Entretanto, conforme o trabalho de Venkatakrishnan (1995), a escolha do esquema
centrado no vértice ou centrado na célula ainda motivo de muitos estudos, sendo que suas
vantagens e desvantagens sdo discutiveis. Este trabalho procura enfocar a robustez e
validade de uma nova abordagem (conforme Travelho, 1998) para aplicacéo do método de
volumes finitos em malhas triangulares n&o estruturadas na solucéo de problemas difusivos
seguindo um esguema centrado na célula.

2. ABORDAGEM BASEADA NO CIRCUNCENTRO (ABC)

A solugéo de problemas difusivos em malhas estruturadas é bastante simples pois as
faces do volume de integracdo sdo geramente perpendiculares a linha que passa pelos
centros das células envolvidas no stencil. Ta facilidade, geramente, ndo é encontrada
guando se usa malhas ndo estruturadas. O uso de Diagramas de Voronoi resolve esta
questdo pois as faces do volume formado sdo perpendiculares a linha que passa pelos
centros dos triangul os. Entretanto, o uso de Diagramas de V oronoi implica na utilizacdo de
esquemas centrados no vértice.

Para esgquemas centrados na célula este célculo geralmente deve envolver métodos de
solugdo bem mais elaborados, como o eficiente esquema proposto por Frink (1994).
Travelho (1998), por sua vez, utilizou o centro do circulo ou esfera que passa por todos 0s
vértices da célula (circuncentro) como o loca onde as propriedades envolvidas séo
calculadas ao invés do centréide comumente usado em esguemas “ cell-centered”. O centro



do circulo ou esfera que passa por um triangulo ou tetraedro € definido pelo local de
encontro de suas mediatrizes. Esta propriedade garante que duas células que compartilham
um mesmo lado tem alinha que passa pel 0s seus circuncentros perpendicular a esta mesma
face. Assim, este esquema torna-se especialmente Util para problemas difusivos tanto para
problemas bidimensionais quanto tridimensionais.

3. MODELAGEM DO PROBLEMA

Para demonstracéo da aplicacdo da abordagem pelo circuncentro, o problema a ser
resolvido constitui-se da solugdo da equacdo de transferéncia de calor bidimensional em
regime estaciondrio definida, naforma conservativa, pela equacdo a seguir:

OKOT =0 (1)

Onde T é atemperatura e k € a condutividade térmica definida através de uma variagdo
linear com atemperatura dada por:

k=aT +b 2
Onde a e b sdo constantes.

Desta forma o problema apresenta uma néo linearidade devido a dependéncia do valor
da temperatura na determinacéo do valor da condutividade térmica.

O problema ser& resolvido em um dominio no formato de anel, na qual as condi¢des
de contorno na fronteira interna sdo do primeiro tipo (Dirichlet) e na fronteira externa de
segundo tipo (Newman), nagqual fixamos o valor do fluxo difusivo de calor.

Sendo um problema bidimensional, utilizaremos um gerador de malhas computacional
que nos fornece malhas triangulares conforme o critério de triangulagdo de Delaunay
(EasyMesh), para uma geometria que pode ser observada nafigura 1 a seguir.

)

Figura 1: Dominio do problema a ser resolvido
3.1 Solucéo analitica

Para efeito de validacdo, a solucdo numérica € comparada com a solucdo analitica,
obtida pelaintegracéo da eg. (1) em coordenadas cilindricas, dada por:
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Sendo:

r r
c:q—zln(r)—&Tb2 +bT, +q—2In(rl)E (4)
A 2 A C
Onde A éaareado andl, r, €éoraio dabordainterna, r, € o raio dabordaexterna, r €0

raio de interesse, T, € atemperatura conhecida na borda internae g € o fluxo de calor na
borda externa. Néo esquecendo que a e b sdo as constantes definidas na Eq. (2).

3.2 Discretizacéo

A discretizacdo da eq. (1) para uma maha triangular bidimensional pelo método de
volumes finitos pode ser feita integrando o termo difusivo no volume de controle:

[[omOT v (5)

Pel o teorema de Gauss teremos:

J;J’D KOT.dV = fnkOT.dS (6)

Onde n sdo as normais as faces do volume de controle. Desta forma poderemos ter
aproximagoes para derivadas direcionais na direcdo da normal a cada face do volume de
controle. Assim, paraum triangulo com faces a, b e c teremos:

Sk,F,+SkF, +SkF.=0 (7)

Onde S,, § e S, representam o tamanho das faces a, b e ¢ respectivamente. k, , k, e
k. séo os valores da condutividade térmica avaliada na face do volume de controle e
finalmente para os componentes F,, F, e F, teremos:

oT
F=— , 8
Zan (®)
sendo i uma face da célulatriangular (a, b ou c).
Umavez que alinha que une os circuncentros de duas células vizinhas é perpendicular
aface da célula, a aproximacdo paraa derivadadirecional, eg. (8), se resume a:

oT _T,-T

on Dist,_

(9)

Onde T, representa a temperatura na célula em questéo e T. representa a temperatura

na célula vizinha. Dist,_ representa a disténcia entre os circuncentros da célula P e a
célulavizinhai. Assim adiscretizacdo paraaeq. (7) resulta
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* ° Digtp_, Dist,; ' Dist,

S 0 (10)

Lembrando que os sub-indices com letras minUsculas referem-se a propriedades
calculadas nas faces da célula e aquelas cujos sub-indices apresentam letras maiusculas
referem-se a propriedades cal culadas nos circuncentros das cél ulas.

Rearranjando a eq. (10) teremos:

aply =a,T, tagTy +acTe (11)
aA = _Sa—ka (12)
Dist,_,
ag = S';kb (13)
Dist,_g
S.k
=t 14
% " Dist, . (1)
A =3, Tag +tac (15

Sendo que para o calculo do vaor da condutividade térmica nas faces do volume de
controle pode-se usar uma média ponderada pela distancia do circuncentro a face, e assm

teremos:

_Dis,,,

k, =H a+£§, 8= — (15)
7 ke Kp O Dist,_,
_ 1 .

K =g foy Tl o Dishs (16)
: kP kB : DIQP—B
-f f 0 Dist

kc =4 C+ B ’ fc = et (17)
7 Ke ke [ Dist,_¢

4. RESULTADOS

A solucdo numérica aplicada & malhas com diferentes refinamentos, como a da figura
2, resolvida pelo método SOR, foi confrontada com a solucéo analitica do problema. Desta
forma foi possivel identificar uma queda no erro a medida que a malha se tornava mais
refinada e consequentemente o tamanho caracteristico da face da célula se tornava menor,
conforme verifica-se nasfigura 3 e 4.

A ordem do erro pode ser numericamente cal culada através da expressao:

e=Bl" (18)

Onde e é o0 erro em aguma norma em relacdo a solucdo analitica e | € um
comprimento caracteristico da malha. Tomando-se o logaritmo da expressdo acima chega-
sea

loge = Alogl +logB (29)



No presente trabaho obteve-se o erro quadratico médio e o comprimento
caracteristico foi araiz quadrada da area média dos triangulos. O resultado deste estudo é
mostrado na figura 4. O valor de A € a ordem de convergéncia do método e foi obtida
gjustando-se uma reta por minimos quadrados aos valores dos logaritmos. Sendo que para
0s resultados obtidos, apresentou um valor de aproximadamente 2,63.
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Figura 2: Exemplo de malha usada para o caculo.
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Figura 3: Perfis de temperatura em relagdo ao raio.
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Figura4: Erro Quadrético da solucdo numérica em relagdo ao incremento
no numero de células da malha.

5. CONCLUSOES

Conforme pode-se observar neste trabalho, a abordagem pelo circuncentro para
malhas n&o estruturadas apresentou uma convergéncia de 22 ordem para um problema néo
linear, além de ter uma simples implementacdo computacional. O método apresenta as
vantagens do uso de Diagramas de Voronoi para solucéo de problemas difusivos sem as
dificuldades encontradas na geracdo da malha de Voronoi, especialmente nos contornos.
Além do mais, apresenta um stencil menor que o diagrama de Voronoi e também um
tamanho médio da célula geralmente menor. Assim, como no trabalho de Travelho (1998),
pode-se observar que a abordagem por circuncentro apresenta bons resultados para
problemas puramente difusivos.
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UNSTRUCTURED GRID CIRCUNCENTER APPROACH IN HEAT TRANSFER

Abstract. Thiswork uses a new approach witch makes easier the diffusion approximate
termsin solution of a two-dimensional heat transfer problemin a triangular unstructured
grid. This new approach consists in using the center of the circle that crosses all the vertex
of atriangular cell (the circuncenter) as the geometrical place where the propertiesare
calculated rather than the usual baricenter.



