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Abstract

In the mechanical engineering moving system’s field the radial journal bearing is one of the great interest, It
consists of a circular inner cylinder (the rotor) that turns inside a hollow cylinder of slightly larger radius (the
stator). The cavity between the cylinders is filled with a lubricant and any load carried by the rotor must be
supported by the fluid forces exerted by the lubricant on the rotor. The system can be described by a set of four
first order’s nonlinear ordinary differential equations which the fluid forces are approximate solution of partial
differential equations and shows a great richness of behavior same at the simplest case of cavitation model,
autonomous, unforced and balanced-mass rotor system. Rigorous geometrical constraints are impose on the
moving of the rotor’s center about stator’s center to avoid the contact between them, Otherwise, the contact could
well result in bearing failure. Starting from the Reynolds approximation for the long bearing the paper uses
numerical methods for bifurcation problems to calculate Hopf bifurcation points and numerical methods of
continuation to obtain branching of periodic orbits that emanate from stationary solutions. The paper also shows
the amplitude and frequency of periodic solutions as a function of rotor’s angular velocity for the low, medium
and high loads.
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1. INTRODUCAO

O sistema ndo linear, de grande interesse pratico, que é focalizado nesse trabalho ¢ o
mancal radial de deslizamento. Esse tipo de mancal consiste de um rotor que gira dentro de
um cilindro oco (anel externo) de raio interno ligeiramente maior que o raio do rotor € com o
espaco entre eles sendo preenchido por um fluido lubrificante. O sistema pode ser descrito por
uma equagio diferencial ordinaria (edo) de quarta ordem onde as forgas geradas pelo fluido
sdo solugbes aproximadas de equagGes diferenciais parciais. Esse sistema revela um
comportamento rico e complexo mesmo no caso mais simples (rotor perfeitamente
balanceado, sistema auténomo sem excitacio).

Rigorosos vinculos geométricos sio impostos sobre a excursio do centro do rotor
relativamente ao centro do anel externo no intuito de se evitar o contato entre ambos o que
resultaria na falha do sistema. Um dos objetivos do trabalho é investigar areas potencialmente



MANCAL RADIAL DE DESLIZAMENTO: DETERMINACAQ DE...

perigosas no espago de pardmetros que possam levar o rotor a atingir o anel externo. Essa
pesquisa, portanto, fornece dados que garantem que a excursao do rotor permanece estavel ou
numa Orbita fechada de extensio limitada. Sdo analisados mancais longos sobre a influéncia
do carregamento e da cavitagio. Para tanto, partindo da aproximagio de Reynolds para o
mancal longo, o trabalho utiliza métodos numéricos para problemas de bifurcacdo, para
calcular pontos de bifurcagfio complexos (ou de Hopf), ¢ métodos numéricos de continuacdo,
para obter ramos de soluges periddicas que emanam de solugfes estacionarias. Sdo
mostradas, também, a amplitude e a freqiiéncia das solugdes periddicas em fungdo da
velocidade angular do rotor para carregamentos leve, médio e pesado.

2. EQUACOES DO MOVIMENTO

Para descrever o movimento do rotor em relag@io a um referencial fixo (Fig. 1) considera-

se que a massa do rotor esteja igualmente dividida entre dois mancais idénticos e que o
movimento seja simétrico nos dois mancais

5=0 lubrificonte dada a distribui¢gdo uniforme de massa.
Analisando um dos mancais é como se o
centro de massa se comportasse como uma
particula de massa M, situada em O, en
quanto ¢ centro do mancal permanece fixo
em O. A posigdo de O’ relativamente a O
pode ser dada em coordenadas polares co
mo (e,4) e as equagdes de movimento na

dire¢@o da linha que passa pelos centros do
anel externo e do rotor (direg8o radial) € na
dire¢@o normal a linha dos centros (diregdo
transversal) sdo (Brindley er al., 1983)

M(é-e§’)=F,+Wcosp (la)

Fig. 1: Um rotor, sujeito a um carregamento
externo W, onde o lubrificante ocupa a metade . )
convergente da cavidade. M (egb + 2é¢) =F —-Wsing. (1b)

Para calcular F, ¢ F, € conveniente comegar com a equagio (2) que governa a distribui
¢do de pressdo para mancais radiais hidrodindmicos infinitamente longos (Hamrock, 1991),

O P)_ 190 - [-_&)
ae(ﬂ39)-120r;[80036+£sm9¢ > | (2)

Tem-se observado rupturas no filme de 6leo, onde ele passa a escoar em forma de estrias
na parte divergente do movimento devido 4 formag#o de bolhas de ar, perdendo, desta forma,
a capacidade de sustentar forgas hidrodindmicas. A este fendmeno di-se o nome de cavitacdo.
Varios pesquisadores se debrugaram sobre o tema (p.¢, Savage, 1977, Dowson e Taylor, 1979)
de fundamental importincia na determinag¢iio do comportamento. Entretanto, esse assunto
ainda representa um desafio. Nesse trabalho, para simplificar os cilculos, utiliza-se de um
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modelo de cavitagdo chamado de filme-7. Esse modelo supde que o lubrificante ocupa a
metade convergente da cavidade enquanto a outra metade é ocupada pela cavitagio (fig.1).

Considerando o mancal longo com o modelo de cavitagdo filme- 7, integrando (2) duas
vezes em relagiio a @ com p(@ = 0) = p(m <6 < 2x)= p, tem-se

pP-n. =(a) _2-)£sin6 2 +ecos@ + 4 € siné

r. Y ‘ 2+€ | (1+£cos)’ Z| (24 e2Y1-g2)7 (1+£cosh)
6n| = (2+&)1-¢)

c

. 3¢ sinf 1 cos"[ £+cos0 ) +l 1 1
(2+£z)(1_£z)% (1+ecos6) (1-¢%) 1+ecos8 )| e\ (1+ecos8) (1+e) )|
3

A equagdo (3) fornece a pressfio gerada pelo filme de dleo sob carregamento dindmico
desde que sejam conhecidas a velocidade radial de compressdo do lubrificante, £, e a

velocidade rotacional (a)r - 2¢) , para qualquer relacio de excentricidade £. As forcas
geradas pelo filme podem ser calculadas a partir da equagéio (3) ¢ sdo dadas por

2
6"”'(&] j Y
F = (2+£2)(f_82][7:(m,—2¢)(1—82) 2+4@:] (4a)
e
_ Y| & 16 26%(w, - 29)
& _—611&{;] (1__82)%{7:_ x(2+sz)]+(2+s’)(l—sz) ' @0
Utilizando €, ¢ e @, obtém-se as equagSes do movimento (1) na forma adimensional
2{1 _ 2\ , ,
8”_8(912 — —12ﬂ:Sy 2¢e (1 f;) (l—z_i)‘l“f [ﬂ:_Lz +2cos¢’ (Sa)
% 2+¢ o, ) ® (2 +¢)
e
" Pat 127Se _2¢, _2% 4_8'_ 1
9" +2e'¢’ = (2+82)(1_82)[7r(1 3, ](l £ ) + 51:| 2sing . (5b)

3. RAMOS DE SOLUCOES PERIODICAS

Para determinar ramos de solugdes (estaciondrias e periddicas) de (5) em funcdo do
pardmetro @,, via métodos de continuagio, deve-se reescrever o sistema em equagles de
primeira ordem. O interesse é buscar solugdes periddicas de freqiiéncia orbital desconhecida ¢
as segunintes modificagdes em (5) devem ser realizadas. As solugdes periddicas devem
satisfazer:
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=2’V— e(0)=&(T), $(0) = ¢(T),
@ g0)=¢(T),  ¢(0)=9¢'(T),

Em (6) o comprimento do intervalo varia com a freqiiéncia. Isto pode ser evitado com
uma transformag@o para o intervalo unitario, 0 < ¢ <1, fazendo

» (t:) = (7), ys(?) = ¢(r),

(6)

Tt =1, = i o (7)
yz(t)z g(f), y4(t)§¢(:),

Isso leva ao seguinte problema do valor de contorno em dois pontos

yi=f i=1..6, (3a)
com as seguintes condi¢fes de contomo

n=»(0)-»(1)=0, 1 =1,(0)=0,

H=EW (0)" Y2 (1) =9, }’5(0)_ o, =0, (8b)

r4=y4(0)_.}’4(1)=0, yl(o)—e*zoa

onde ' = d/ df e as fungbes /; sdo dadas em (10a).

Pretendendo-se calcular a solugdo de (5), para um dado valor @, =@, , deve-se resolver
(8) com a primeira condigdo de contorno de r,. O valor de @ serd dado por @ = y,. Para
calcular a solugfo de (5), para um prescrito valor @=®", deve-se resolver (8) com a segunda
condigéo de contorno de r,. O valor de @, sera dado por ®, = y,. Finalmente, para calcular a
solugdo de (5), para um prescrito valor £ =€, deve-se resolver (8) com a terceira condig¢do de
contorno de r;. O valor de @, serd dado por @, = y; e o valorde @ por @ = y,.

Uma alteracsio em (8) é conveniente quando se deseja calcular ciclos limite proximos de
um ponto de bifurcacdo. Isto é feito com a introduciio dé um incremento (amplitude) que é
prescrita por uma condigdo de contorno. O novo problema de valor de contorno a ser
resolvido para calcular 6rbitas periédicas é o seguinte

yfr=ﬁ) f=19°°°s6>

yi=f par. f < f
y; =0, para £ 2 ¢, (9a)
onde as fungdes f; s#o dadas em (10a) e as condi¢Ses de contorno em (9b).
r=y(0)-»(1)=0,
- y;i%o =50)=0
’ 0 0 0, 9b
“Y;(O) ( ) 0, .V!( ) J’7 ) (9b)

=W (0) Ya (1) 0,
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Cada solugdo de (9) para 4 # 0 é uma solugdo periddica de (5). A questdo agora é deter
minar os valores de A4 a serem adotados. Tendo em vista que o procedimento (9) deve ser
pensado como uma forma de transi¢Bio de soluges estacionarias para solugdes periddicas,
para os fins deste trabalho o valor 4 =005 foi utilizado satisfatoriamente para obter a
“primeira” soluco periddica e, a partir de entdo, o restante do ramo periédico foi obtido
resolvendo (8).

4. PONTOS DE BIFURCACAO DE HOPF (1942)

A estrutura das solugies de muitos problemas descritos por edo’s ndo lineares pode se alterar
de uma forma dramética em certos pontos criticos do parametro chamados pontos de
bifurcagdo. Um ponto de bifurcagio de Hopf (ou um ponto de bifurcagio complexo) € um
ponto critico onde solugdes periddicas brotam de solugles estaciondrias, com amplitudes que,
partindo da amplitude nule no ponto de bifurcaglo, crescem a medida que o pardmetro
aumenta (bifurca¢io supercritica) ou diminui (bifurcagdo subcritica). Um ponto critico €
calculado resolvendo (5) ¢ sua linearizagio simultancamente. O sistema de cdlculo de pontos
de bifurcagio e as condi¢des de contorno sio dados a seguir (Ricci, 1997).

, 2n
M =.fl =—Ya
6 —
, 21 16— (2 + 22 2
yi=f, == yyi+128 2(% ')2 S Zny;_ 2) 1-224 |4 2c0sy, |,
yﬁ_ ys(l—yl) (2+y,) ( J’]){ Y Vs
, 2
y3 =f; =—Va»
Vs _
2 127%S 2 4875 2 )
y; =f;1 =_n- ;: (1_ y-i}_i_ - i) - __(y2y4+31ny3) I
Ye (1-y12) 2(2.|.y]2) Vs J’s(2+y1 )(I_J’l) »
yi=f=0 (r;=,), (10a)
y£=fs=(:?f (vs = @),
yfzf =_ly )
7 7 (}yz 8 J @(
vi= =Ly s Loy Loy Ty
(yl‘ 2 3 4
J’;=f9=?';‘r%o: ” y y
o= flo = oy T Yt Yyt = Y
Yo = Jro &)] Y7 aVz 8 @3 9 FY 10
rn=»(0)-»{1)=0, 1= y(0)=3(1)=0,
L= yz(o)_J’z(l)=Ov K= yg(O)—y9(1)= 0,
n = 1(0)-»(1)=0, 1 = »{0) = (1) = 0, (10b)
r = 7,(0)-»,(1) =0, r = %(0)=0,
r =J’7(0)_y?(1)=05 Ko =y7(0)"1=0°
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5. RESULTADOS E CONCLUSOES

Pressupondo que a geometria, o carregamento e o lubrificante ndo se alterem numa
determinada aplicag@io, dependendo da velocidade angular do rotor, a grosso modo, os
seguintes comportamentos qualitativos foram observados. O centro do rotor em regime

permanente a) tende para uma solugfio estaciondria (£,,¢,) para baixos valores de @, ; b)
oscila numa 6rbita fechada para valores médios de @, ; ¢) oscila em diregdo ao choque com o
anel externo para altos valores de o, .

Entdo, para alguma velocidade critica, @,, o rotor comeca adquirir movimentos
oscilatérios com uma dada freqiiéncia desconhecida e a seguinte estratégia foi utilizada na
obtengdo dos resultados: Fixado um valor de S(g,) o ponto de bifurcagio complexo de (5) foi
obtido, facilmente, resolvendo (10) para um valor estimado da freqiéncia @. A primeira
solugdo periddica foi obtida resolvendo (9) para 4 =005 ¢, a partir de entdo, o restante do
ramo periodico foi obtido, num processo de continuagdo, resolvendo (8) com #, = y,(0)- @; .
Para cada valor da velocidade wm TPBVP (“Two Point Boundary Value Problem”) é
resolvido e, portanto, centenas de TPBVP’s sfio resolvidos para se determinar um ramo de
solugdes. A rotina SOLVER foi desenvolvida para resolver um TPBVP através do método dos
multiplos tiros (Ricci, 1997).

O espago de pardmetros do problema consiste de uma estreita faixa no semi-plano direito
do plano (g,,@,) com 0<g,<1. Neste espago hi uma curva formada por pontos de

bifurcagdo de Hopf, ie., @,(,), e esta curva pode ser dividida em trés sub-regides de
comportamento distintos. A primeira (terceira) sub-regido compreende 0<g, < 015
(0.72 <g < 0.79) onde a curva @,(¢,) é constituida de pontos de bifurcacdo complexos sub-
criticos. Ou seja, para valores de @, um pouco abaixo de ®,, ocorrem Orbitas periddicas
instaveis. As figs. 2 € 4 mostram o maximo afastamento e a freqiiéncia orbitais, do centro do
rotor em relagdo ao anel externo, para as sub-regides consideradas.

A segunda sub-regido compreende 0.15< g, < 0.72 onde a curva @ (¢,) é constituida de
pontos de bifurcac@o complexos supercriticos. Ou seja, para valores de @, um pouco acima
de @, ocorrem Orbitas periddicas estaveis. A fig. 3 mostra o méaximo afastamento e a
freqiiéncia orbitais para esta sub-regido.

Uma quarta sub-regido compreende 0.79<g,<1 onde o mancal é completamente
estavel para qualquer condigdio inicial e operacional. A presenca desta sub-regifio atesta a

potencialidade dos mancais hidrodindmicos em suportar carregamentos unidirecionais
pesados.

Concluindo, o panorama global das solugdes para 0 mancal hidrodinimico sob aproxima
¢d0 de Reynolds (mancal longo), sujeito a um carregamento constante € a um modelo
simplificado de cavitagdo (filme-7), foi obtido. Observa-se um rico comportamento com
formag3o de superficies de orbitas periddicas ao redor do eixo do parimetro @, e a presenga
concomitante de orbitas estaveis e instaveis para um mesmo valor do pardmetro.
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yl(O) ®
1 1.82
(-{d__ 1.81 T T T T = ]
0.9 ~ 7
™ . 1.8 y
S,
s
0.8 ~ 1.79 g
1 - — — 1.78 g
0.7 1.77
3.1 3.2 3.3 3.4 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5
@ @,

Figura 4: »,(0) e @ em funcéio de @, . § = 0.03094, ¢, = 09455, &, = 0.75.

Dowson, D. & Taylor, C.M. Cavitation in Bearings, Annual Review of Fluid Mechanics, vol.
11, pp.35-66, 1979.

Hamrock, B.J. Fundamentals of Fluid Film Lubrication, NASA RP-12355, aug 1991.



MANCAL RADIAL DE DESLIZAMENTO: DETERMINAGCAO DE...

Hopf, E. Abzweigung einer periodischen 18sung von e¢iner stationdren losiing eines
differentialsystems, Bericht der Mathematisch-Physischen Klasse der Sdchsischen Akademie
der Wissenschaften zu Leipzig, vol. 94, pp.1-22, 1942.

Ricei, M.C. Aplicagio de Métodos Numéricos de Continuagéo e de Bifurcagbes ao Problema
do Mancal Hidrodindmico Liso, Longo, Com e Sem a Presenga de Cavitagfio, Tese de
Doutorado em Ciéncia Espacial/Mecanica Espacial e Controle, INPE, Sdo José dos Campos,

1997.

Savage, M.D. Cavitation in Lubrication. I. On Boundary Conditions at Fluid-Cavity
Interfaces. Journal of Fiuid Mechanics, vol. 80, pp.743, 1977.

7.NOTACAO
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amplitude adimensional de drbitas
periddicas, = y,(0)~y, (i)

folga radial, =, — r,, [m].
excentricidade do rotor em relagdo

ao anel externo, fm].
componentes das forgas hidrodind

micas nas direcdes radial e transveyr
sal, [N].

espessura do filme de lubrificante,
= o1+ ecosB), [m).

comprimento axial do mancal, [m)].

metade da massa do rotor, [Kg].
distribuigdc de pressdo circunferen

cial, [Nm™].

pressio de contorno, [Nm™].

raio do anel externo ¢ do rotor, [m].
nimero de Sommerfeld,

=1/l =nw, Lr,(r,/c) [27.
tempo, [s].

tempo adimensional,

= (W/2Mc)" .

tempo adimensional e normalizado,
0<f<1.

valor arbitrario mas fixo de .

forga constante (para um mancal
descarregado W = Mg), [N].

Yy

=]

2

1]

indices

vetor de solugdes de um sistema de
edo’s de 1 ordem e elementos do
vetor y.

relago adimensional entre a excen
tricidade e a folga, = e/c.
viscosidade do lubrificante {conside
rada constante), [Nsm™).

angulo medido a partir da maxima
folga radial, [rd].

posicdo angular absoluta da linha

de centros em relagdo a vertical,
[rd].

velocidade angular absoluta do ro
tor em torno do seu centro, [rds™).
freqiiéncia orbital adimensional das
solugfes periddicas.

velocidade angular adimensional ab
soluta do rotor, = (2 Mc/ W)% .
simbolo de definigio.

=dfdt.
=d/di ou=d/dr .
significa adimensionalidade.

prescrigio de valores iniciais.
indica valores estacionarios.
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