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Esse trabalho tem Como objetivo fazer uma investigagio sobre a estabilidade do movimento de
om satélite dual-spin com um amortecedor de nutagéo axial. O estudo da dindmica do movimento de um
satélite dual-spin € um caso especial de muito interesse na drea de engenharia e tecnologia de satélites.
Alguns satélites de sensoriamento remoto e de comunicagio possuem partes rotativas que podem ser
representadas pelo esquema dual-spin. Essa denominagZo é dada a satélites que combinam as vantagens
de uma plataforma orientada ¢ de um rotor encarregado de manter a rigidez giroscépica. Para efeito de
estabilizag@o em torno do eixo de menor momento de inércia um dispositivo dissipador de energia deve
ser incluido na parte orientada.. As equagbes do movimento foram obtidas através da energia cinética
total do sistema e utilizando as equagfies de Lagrange para coordenadas generalizadas e para quase-
coordenadas.

Em muitos casos, que ocorrem na prética, a plataforma gira em torno do eixo z, que € o eixo
axial do rotor. Esse eixo faz parte do sistema x, y, z que € fixo na plataforma a qual gira com uma
velocidade angular @, (constante) em torno de z. Em muitos casos priticos @, ¢ ataxa orbital que

permite 0 apontamento continuo da plataforma em relagdo 2 Terra (essa condigiio € a nominal e supde-se
também que @, =&, =0). O rotor deve girar com relagio a plataforma com uma velocidade constante
2, de tal forma que a velocidade angular absoluta do rotor em torno do eixo z, serd @, = @, +0,.

Ora, o médulo do momento angular total do satélite é, entdo, A =7 0, +1.0, ., onde I, el sio os

momentos de inércia da plataforma e do rotor em relagdo ao eixo do rotor (eixo z). E possivel mostrar,
para um satélite dual-spin com um amortecedor tipo massa-mola na plataforma, que para ¢ movimento
ser estivel nessas condigBes & necessdrio observar as seguintes condicBes de estabilidade

h-lw,>0, h-1,w,>0,

onde /, e I, sdo os momentos de inércia do satélite em relagio aos eixos x e y.
Algumas conciusGes importantes desse trabalho sdo as seguintes:
a) Em muitas aplicagbes a plataforma ndo possui giro nenhum (@, =w, =@, =@, =0). Entdo a

condigdo de estabilidade se torna /> 0. Essa condi¢io pressupde amortecimento somente na
plataforma (um amortecedor de nutagiio deve ser colocado na plataforma). Observe que a condigdo
nao especifica qualquer relagdo de inéreias. Logo, o eixo z pode ser, por exemplo, o eixo de menor
momento de inércia do satélite,

b) Suponha que o rotor ndo gira absolutamente (@, =0) e a plataforma, com amortecedor, gira com

@, - A estabilidade requer
{1,-1.>0, I,-1,>0,

que € andloga a regra do giro em torno do eixo de maior momento de inércia (o0 momento de inércia
da plataforma em torno do eixo de giro z deve ser maior que 6s momentos de inéreia do satélite em
torno dos eixos x e ).

c) Se ambos, plataforma e rotor, giram com velocidades diferentes, tem-se

lLa +o,0, -I]>0, Lo +w (I =-1,}1>0.
[N PP ¥

Se @, €@, 1m o mesmo sinal verifica-se que € necessdrio uma rotagio minima no rotor para
alcangar a estabilidade em torno do eixo de menor momento de inércia. Se @, e, tém sinais

opostos pode acontecer que as condigdes para a estabilidade nfo sejam atendidas mesmo que /,

seja o eixo de maior momento de inércia. Entdo, € possivel que um satélite dual-spin seja instdvel
mesmo girando em torno de seu eixo de maior momento de inércia.
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CAPITULO 1

INTRODUCAQ

O objetivo desse trabalho € a investigagdo de fendmenos ndo-lineares no
movimento de um satélite dual-spin com um amortecedor de nutagio axial. O
problema envolve o estudo do movimento de um corpo com partes internas méveis
(movimento da massa do amortecedor e rotagdes angulares da plataforma e do rotor).
Sera verificado o comportamento do sistema quando um torque senoidal for aplicado
ao rotor (que pode ser uma roda de reacdo, por exemplo). O movimento serd estudado
por meio de diagramas de bifurcagfio, funcSes temporais, espago de fase, espectro de
poténcia, mapeamentos de Poincaré, expoentes caracteristicos de Liapunov e
dimensio de correlacio.

Numa primeira fase, foi feito uma revisfio bibliogrifica e estudos preliminares,
como Energia Cinética de um sistemas de pontos materiais, Energia Cinética de um
corpo rigido, Energia Cinética rotacional de um corpo rigido, Momentos linear ¢
angular, Equacdes de Euler do movimento e os Fundamentos da Mecénica Analftica,
obtendo informagées suficientes e s6lidas, para que na segunda fase possa ser feita
assim a modelagem matemética do sistema.



CAPITULO 2
SISTEMA DE PARTICULAS

Nesse capfitulo s@o apresentadas as equagtes do momento linear e do momento
angular para um sistema de particulas a partir das Leis de Newton do movimento.
Também, de especial interesse para os objetivos dessa dissertacio, é a obtengéo de
uma generalizagdo da férmula para a energia cinética do sistema, que permite que a
energia cinética seja calculada em relagéao a um referencial arbitrério possuindo um
movimento arbitrario. Para facilitar a leitura e a compreenséo do leitor que nfio estd
familiarizado com o assunto, uma exposi¢io detalhada foi realizada e, por essa razdo,
muito do que estd aqui exposto, foi retirado de livros textos, mais especificamente do
livto Methods of Analytical Dynamics de Leonard Meirovitch (1970).

As Leis de Newton do movimento foram formuladas para particulas nicas.
Entretanto, tais leis podem ser estendidas, sem dificuldade, para um sistema de
particulas assim como para corpos com dimensées finitas. Ao estender os conceitos
para sistemas de particulas deve-se distinguir as forgas entre externas e internas.
Forgas externas sdo aquelas devidas as fontes que estdo fora do sistema, e as forcas
internas sdo devidas as interacdes entre as particulas.

Considere um sistema de #n particulas de massa m; (j=1,.,n) como

mostrado na Figura 2.1. A posicao do centro de massa é definida por

1 n
Eﬁzmjrj, (2.1)
F=

onde M =3 m; € a massa total do sistema. Fisicamente o centro de massa pode ser

interpretado como uma posicdo média do sistema de particulas e, no caso de um
campo gravitacional uniforme, o centro de massa coincide com o centro de gravidade.

Z

Figura 2.1- Representagfo de um sistema de particulas



Seja F; a forga externa que atua sobre um partfcula j e £, a forga interna que

a particula &k exerce sobre a particula j. Aplicando a segunda Lei de Newton na
particula j tem-se

ﬂ+§5yﬁ=mg, (2.2)
onde &}, ¢é denominado de delta de Kronecker complementar, definido por

. 0 se j=k
6. =1-98, = 2.3
* # {1 se j#k 23)

O simbolo &, na Equacio (2.3) representa o delta de Kronecker ordindrio definido
por

1 se j=k
6;& = .
0 se¢ j#k

O delta de Kronecker complementar foi utilizado na Equagio (2.2)
considerando o fato de que ndo existe forca de interagfio de uma particula sobre si
mesma. Aplicando a segunda Lei de Newton, definida na Equagdo (2.2), para todo o
sistema obtém-se

SF+338, = Smj (2.4)

=l j=1k=1
Em virtude da terceira Lei de Newton

f, =—f,, 2.5)

jk
e tem-se que o somatério duplo da Equacio (2.4) se reduz a zero indicando que as

forgas internas do sistema se anulam. Além do mais, seja F a resultante das forgas
externas que agem sobre o sistema

F=3F,. (2.6)

i=l

Derivando a Equagao (2.1) duas vezes em relagio ao tempo tem-se

Smi, = MR . 2.7)

=1
Introduzindo as Equagdes (2.5), (2.6) e (2.7) na Equagio (2.4) Obtém-se

F=MR=P, (2.8)



onde
P=MR (2.9)

€ 0 vetor momento linear do sistemas de particulas. A Equacio (2.8) indica que o
movimento do centro de massa do sistema de particulas € igual a0 movimento de um
corpo ficticio de massa M concentrado no centro de massa, onde a resultante das
forcas externas atua. As forgas internas nfo influenciam o movimento do centro de
massa. Por exemplo, o centro de massa de um projétil explosivo livre de forgas
externas, como resisténcia do ar e forgas gravitacionais, continua, ap6s a explosio, a
mover-se ao longo da trajetria original. Esta afirmac¢do pode ser colocada mais
formalmente da seguinte maneira: na auséncia de quaisquer forcas externas atuando
sobre as particulas, F=0, o momento linear do sistema serd conservado,

P=MR =const . Este é o teorema da conservacdo do momento linear para wm
sistema de particulas, e assume que a massa total do sistema néo varia com o tempo.

O momento angular de um sistema de particulas em relagdo a qualquer ponto
mével A é definido por

1]
b=
IM:!

L, L, =

iy

Iy, XmK; . (2.10)
1 i

1

.
I

Derivando a Equagdo (2.10) em relacio ao tempo tem-se

n
rAJ,ijrj+jZ=1rAj><mjrj. (2.11)

b=

L=

}

Pela Figura (2.1) tem-se
rAj=rAC+p_;'a l'j=R+Pj, (2.12)

onde r,. € oraio vetor indo do ponto A até o centro de massa C'e p; € o raio vetor

que liga o centro de massa C 2 particula j. Substituindo as Equacdes (2.2} ¢ (2.12) na
Equagio (2.11) tem-se

LA=zl(fAC+pj)><mj(R+pj)+z]rijF}.. (2.13)
i= =

Pela defini¢éo de centro de massa, > m,p; = 0. Logo, a Equagdo (2.13) reduz-
s€a

=Mi,.xR+N,, (2.14)

onde reconhece-se N, como o torque produzido pelas forgas externas em relagio ao
ponto A. Na eventualidade do ponto A coincidir com a origem fixa O, r,. =R, e a
Equacdo (2.14) reduz-se a forma simplificada



L,=N,. (2.15)

Quando o ponto A coincide com o centro de massa do mével C, r,. =0, e a
Equacio (2.14) torna-se

L.=N,. (2.16)

Portanto, a taxa de mudanga do momento angular com relagio 3 origem fixa
O, ou em relagio ao centro de massa C, é igual a resultante do torque externo em
relagdo a O ou C, respectivamente.

Da equagdo (2.15) conclui-se que se o torque externo em torno do ponto fixo
O € zero, o momento angular do sistema de particulas em relagdo a O é conservado.
Conclusdo similar pode ser obtida no que concerne a0 momento angular em torno do
centro de massa mével C. Essas duas afirmacdes representam o teorema da
conservagdo do momento angular para um sistema de particulas em relacio a um
ponto fixo e em relagiio ao centro de massa mével, respectivamente.

Ha que se considerar ainda o momento angular aparente que é o momento
angular visto por um observador localizado no centro de massa, definido por

L:: Ezn:pjxmjpj . (2.17)

j=1

No caso de A coincidir com C os momentos angular real e aparente se igualam
¢ a Equacdo (2.16) pode ser escrita como

L,=N,. (2.18)

Se a natureza do problema requer as equacdes do momento sejam escritas em
relagdo a um ponto mével, a escolha do centro de massa parece muito promissora
pois, as equagBes do momento, em relagfio ao centro de massa, possuem a mesma
forma simples daquelas escritas em relagdo a um ponte fixo qualquer.

Em problemas de dindmica de atitude de satélites com partes méveis, talvez
seja mais conveniente escrever as equagGes de momento em relagdo a um ponto
arbitrario possuindo movimento arbitrario em relagio ao centro de massa do sistema.
E o caso que é abordado nessa dissertacio. Aqui um referencial fixo num corpo,
centrado em A, € adotado e observa-se que a posigdo de A, em relagdo ao centro de
massa (considerado fixo), assim como os momentos principais de inércia do sistema
em relagio a A, variam com o movimento das partes moveis. Adota-se, ao invés da
defini¢gdo dada na Equagdo (2.10), a seguinte defini¢io para 0 momento angular do
sistema de particulas com relagéo ao ponto mével A

L, = ﬁlrﬁj X1k, (2.19)
<

ligeiramente diferente, pois se considera aqui a velocidade de m, relativamente ao

ponto A, ao invés da velocidade absoluta r,.



Especial aten¢do deve ser dada a determinacio da energia cinética do sistema
de particulas dada por

T=13mi of, . (2.20)

f=l

Substituindo a Equagio (12) na Equagéio (20) tem-se

| - s
T=Ezlmj(R+pj).(R+pj)
}=
=%R0Rim1+f{0 S

= J=

. la . .
mp;+—Tmp;ep; (221
1 2 i=l
—lMRz+lim y?

> )& iPj -

Portanto, tem-se que a energia cinética de um sistema de particulas ¢ igual a
energia cinética considerando toda massa concentrada no centro de massa mais a
energia cinética associada a0 movimento das particulas em relag@o centro de massa.

Para fins dessa dissertagdo € conveniente obter uma generalizagdo para a
energia cinética do sistema escrevendo a férmula da energia cinética em relagio a um
referencial arbitrdrio possuindo um movimento arbitrdrio (ponto A, por exemplo).
Como jd foi visto, pela definigdo de centro de massa, verifica-se que o segundo termo
da Equago (2.21) se anula. Substituindo p; na Equagdo (2.21) pela expressdo dada

na Equagdo (2.12) obtém-se

1. n . : . .
T =EMR2 +%ij (ra,f —Tse )’ (rm‘ _rAC)
=l

1 . | . n . . 1 .
=EMR2 +E;z=::mjr’; —E:lmjrm. or,. +5Mrfc : (2.22)

Substituindo r,; na Equagfio (2.22) pela expressdo dada na Equagio (2.12)
obtém-se

| le . n . . . 1.,
T =*2-MR2 +5£‘lmjrfj - Jzz,!mj(l‘ﬂc +pj)-rac +5Mrfc

| N P e P
=EMR2 +5}§,]mjr; -EMrfC —%mjpj oF,.
L, o 1, 1o
=EMR2 _EMFAC +EJ§ler_§, . (223)

O primeiro termo na Equagfo (2.23) representa a energia cinética do sistema
de particulas assumindo que toda a massa estd concentrada no centro de massa. O
segundo termo representa uma corregio que estd associada ac movimento do sistema
de referéncia, centrado em A, em relacfio ao centro de massa e o terceiro termo € a

energia cinética do sistema no seu movimento relativo ao sistema de referéncia
centrado em A.



CAPITULO 3
SISTEMA CORPO RIiGIDO

Considere um corpo rigido de massa m com x, y e z, sendo um referencial
cartesiano, fixo no corpo, com a origem em O, como mostrado na Figura 1. O corpo
pode ser considerado composto por um grande nimero de particulas de massa m,,
onde a disténcia entre duas particulas quaisquer é constante. O corpo também pode ser

representado por um sélido continuo onde, para cada ponto, define-se um elemento
diferencial de massa, que pode ser interpretado como a massa de uma particula,

Figura 3.1 - Corpo rigido girando com velocidade angular .

Considere, agora, uma das particulas do corpo rigido movendo-se livremente no
espaco. HA trés graus de liberdade associado ao movimento da particula.
Considerando uma segunda particula do corpo rigido, esta somente adiciona mais dois
graus de liberdade a0 cdmputo, uma vez que € necessario descontar, dos trés graus de
liberdade associado a0 movimento dessa segunda particula, um grau de liberdade
devido ao vinculo cinemidtico expresso pelo fato de que a distdncia entre as duas
particulas € considerada constante. A adicio de uma terceira particula somente
acrescenta majs um grau de liberdade, pois devem ser descontadas as distincias as
duas primeiras par. Qualquer outra particula nfo adiciona nenhum grau de liberdade,
pois as distincia as trés primeiras particulas sio constantes. Logo, 0 movimento de
trés particulas do corpo rigido determina o movimento completamente, com a
conclusio 6bvia, de que o corpo rigido tem seis graus de liberdade.

E conveniente escolher as seis coordenadas que descrevem o movimento do
corpo rigido como sendo trés translagdes de um dado ponto do mesmo e trés rotagdes
em torno do mesmo ponto. E com essa finalidade que se adota um referencial
chamado eixos do corpo, que € fixo no mesmo e o movimento € descrito em termos
das translagdes da origem O dos eixos do corpo, assim como das rotagdes desses
eixos, com relagdo a um referencial inercial.

10



Antes de abordar as defini¢gdes de momento linear e angular de um corpo
rigido, que serdo expressas em termos de integrais sobre o corpo ou em termos de
somatorios sobre o sistema de particulas, € conveniente obter a expressdo para a
velocidade de um ponto do corpo rigido, levando-se em conta o fato de que o corpo
rigido tem somente seis graus de liberdade.

Se um vetor r estd referenciado a um sistema de eixos coordenados rotativo,
conforme mostra a Figura 3.2, o vetor r, permanecendo estaciondrio relativamente ao
sistema rotativo, sofrerd uma mudanga Afrsin¢ ao longo da tangente do circulo

tracejado, cuja taxa ¢ estabelecida pelo limite

A0l Af

lim(A—B}sinqﬁ = (wrsin ¢t , (3.1)

onde t € o vetor unitério ao longo da tangente num instante f genérico.

Figura 3.2 - Diferenciagio de um vetor r referenciado a um sistema rotativo.

Mas a Equagdo (3.1) € igual ao produto vetorial entre wer . Conclue-se que
devido a rotacdo ® do sistema de coordenadas a taxa de mudanga do vetor r € o
produto vetorial wXr . Entdo, para obter a velocidade absoluta de um ponto do corpo
rigido, deve-se somar a parcela relativa a velocidade absoluta do referencial rotativo,
fixo no corpo, mais a parcela devida a rotagéo do referencial rotativo, ou seja,

V=V, +t@OXr. 3.2)

11



3.1 - MOMENTO LINEAR E ANGULAR DE UM CORPO RIGIDO

Tendo a expressdo para a velocidade de um ponto do corpo rigido parte-se
para as definigbes de momento linear ¢ angular. Em vista da discussio anterior, o raio
vetor da origem O até o centro de massa C, na Figura 3.1, € dado por

I, = ]jmiimir,. =%

Ao i

feopo X (3.3)

Isso pode ser verificado facilmente substituindo R por R, +r, e r, por Ry +r, na

expressdo para a posicdo do centro de massa dada na Equacio (2.1). E claro, na
eventualidade da origem coincidir com o centro de massa tem-se frdm=0. O
momento linear do corpo rigido € expresso por

p =lim im,.v,. = lim imf(v0 + ®OXr;)

= =

=V, jdm+@Xrdm=m(v, +oxr;), 3.4

onde supde-se que a integragfio € realizada sobre todo o corpo. Mas, a quantidade
entre parénteses na Equagio (3.4) é reconhecidamente a velocidade do centro de
massa C. Assim, a Equagéo (3.4) pode ser escrita na forma

p=mv,, 3.5

onde v. € a velocidade do centro de massa. Entdo, 0 momento linear é igual ao

produto da massa total pela velocidade do centro de massa. Se a origem O coincidir
com o centro de massa C, a Equagfio (3.5) tem a mesma forma, mas a velocidade v,

nao depende da velocidade angular ®, uma vez que r. € zero.
O momento angular em relagdo a origem O do sistema x, y e z € definido por
. n
L, =1T}c2}rsxms"f = [ex(v, + Oxr}m
=
==V, X [rdm+ [rX(wXr)dm. (3.6)
Mas, se o ponto O é fixo, v, =0, e se O coincide com o centro de massa, [rdm=0.
Logo, o momento angular de um corpo rigido em relagdo a um ponto O que € fixo ou
coincide com o centro de massa é

L, = [rx{(oxr)dm. 3.7

Para desenvolver a integral da Equagio (3.7) é necessério obter primeiramente
o produto vetorial wxr, que é dado por

12
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)

1
WXr =im

£ o
8 ol

|=@,z-0 N +@,x-0.2)+@,y -0,k . (3.8)

X

X

-
&

Multiplicando a Equacdo (3.8) por dm tem-se as componentes do momento
linear nas dire¢des x, y e z. O produto vetorial rx{@wxr)dm €

i j k
rXx(mxr)dm= x y z dm
(wz-0,y) (©0x-0,2) ©y-0,x)
=[@,(y* +2%)- 0, (xy) — o, (x2)ldmi
+[-0, () +@,(x* +2°) - o, (y2)ldmj
+[-0,(x2) -0, (y2) + @, (x* + y*)ldmk , 3.9)

que representam 03 momentos, em torno dos eixos x, y ¢ z, dos momentos lincares
dados na Equagdo (3.8). Integrando sobre todo o corpo obtém-se a expressio do
momento angular em termos de suas componentes ortogonais,

L,=Li+Lj+Lk, (3.10)
com L, L, eL, dadas por

L=lw-10 -0,

L=l +lo,-1,0,
L=-l0-10+]0, (3.11)
onde

L=l +2%dm, I, =[(x*+2%)dm e I, =[{(x*+y")dm (3.12)

sd0 0s momentos de inércia do corpo em relagio aos eixos coordenados, expressos em
termos das coordenadas x, y, z € do elemento de massa dm e

I,=[xydm, 1, =fxzdm e I, ={yzdm (3.13)

sdo0 0s produtos de inércia.

A Equac#o (3.11) pode ser escrita na forma de matricial
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Lx Ix _Ixy —‘rxz a)x
L \=|-1, I, -1, o, (3.14)
L, -1, -1, I, |o,

ou, na forma mais compacta

onde I é a marriz de inércias. Por defini¢do os eixos do corpo sdo fixos no COIpO € 05
elementos da matriz de inércia sdo constantes.

3.2 - ENERGIA CINETICA ROTACIONAL
A energia do movimento de um corpo rigido em torno de seu centro de massa
¢ conhecida como energia cinética rotacional e pode-se mostrar estar relacionada

com o momento angular. Sabe-se que a energia cinética de um elemento de massa dmn,
que dista r do centro de massa, é

dr =-é—v2dm, (3.16)

onde v € 0 médulo da velocidade absoluta v de dm. A expressdo para v ja foi obtida
na Equagéo (3.2). Tomando o produto escalar de v por ele mesmo tem-se

vev=yv’ =y, +(®Xr)e (OXT)+2V, ¢ (OXT). (3.17)

Substituindo a Equago (3.17) na (3.16) e integrando tem-se
1., 1, 1
T= Ejv dm= Emvu +EI((0Xr) s (OXr)dm+ v, e ®X [rdm, (3.18)

onde frdm =0 porque o sistema esté referenciado ao centro de massa. O primeiro
termo do lado direito representa a energia cinética de translagdo, considerando toda
massa concentrada no centro de massa, ¢ o segundo termo representa a energia
cinética de rotagdo em torno do centro de massa. Entdo, definindo

T, ==[(xr) e (@XKr)dm

b |

=%j[(a)yz—a)zy)2 HOx-0,9) +(@,y-©,%)" Hm (3.19)
Expandindo a Equagdo (3.19) tem-se
T, =%j[qf(f +2)+ 0l + )+ @l (7 +y?)

-20,0,x7 - 20,0,y ~ 26,0, xy in. (3.20)
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Aplicando as definigdes dadas nas Equagdes (3.12) e (3.13) tem-se uma forma
que consiste de constantes do corpo e velocidades angulares

2 =7l o)l +0ll, -200.1, -20,0.1,-200,1, . (3.21-A)

Note que os componentes de @ podem ser extraidos obtendo-se a forma

Uy =001, -0, -0,l,)
+w,ol +ol ~wl,)
+w, (OJIIIZ -o,1, +coz.’z)

Simplificando

2T, =@esh=mehem (3.21-B)

3.1 - EQUACOES DE EULER DO MOVIMENTO

Apos uma discussdo a respeito de momentos linear e angular de um corpo
rigido forgosamente segue-se uma discussio a respeito das equagdes gerais do
movimento de atitude. Para isso, refoma-se a Equagio (2.16) da reagdo de um torque
em torno de um ponto como sendo a taxa do momento angular em torno daquele
ponto. Esse resultado € valido para o corpo rigido desde que o ponto em questio seja
fixo no espago ou seja o centro de massa. Sem perda de generalidade pode-se adotar o
centro de massa como o ponto de interesse e, sendo assim, pode-se ignorar os
subescritos.

Dado que L ¢ expresso em termos das componentes dos eixos do corpo, que

estdo girando com velocidade angular ® relativamente ao espago inercial, a Equagio
(2.16) fica

N=L'+oxL, (3.25)

onde a aspa denota a taxa de mudanga do vetor L em relagdo ao referencial mével e
®X denota a taxa de mudanga resultante da rotagdo do sistema de referéncia. Dessa
forma, a Equagfio (3.25) fica

N=(L, +o,L -o,L)i+({L, +0,L, -0 L)j+L +o,L, -0, L)k, (326)

que representa trés equacdes diferenciais relacionando as componentes de torque
aplicado com as trocas de momento angular, ou seja,

N.=L+ol -o,lL,, (3.272)
N, =L+l -0.lL,, (3.27b)
N,=L+oL, -0, (3.27¢)
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que sdo conhecidas como equacdes de Euler do movimento. O movimento geral de
atitude de um corpo rigido pode ser modelado por estas trés equacgdes, embora niio
haja uma solugio geral devido ao fato dos torques, em torno do centro de massa, nio
serem especificados. Mas, muitas situa¢des de interesse permitem uma especializacao
dessas expressdes de forma que solugdes significantes sio obtidas de forma fechada
(analitica). Note-se que as Equacdes (3.27) sdo equacgOes diferenciais de primeira
ordem em L. Elas podem ser convertidas em equagBes diferenciais de primeira
ordem em @ através da Equagdo (3.11), on mesmo em equagdes de segunda ordem,

considerando as velocidades angulares ¢,6 e V7, que sdo conhecidas como precessao,

nutacdo e spin, respectivamente - ver item 4.8, Angulos de Euler, no livro do
Meirovitch (1970).
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CAPITULO 4

FUNDAMENTOS DA MECANICA ANALITICA

4.1-PRINCIPIO DO TRABALHO VIRTUAL

Seja um deslocamento virtual, dx,88,dg ,etc,que consiste em uma mudanga

infinitesimal na coordenada que pode ser concebida de qualquer maneira
independente do tempo £. Isto pode ou ndo coincidir com o deslocamento atual,
dx,d8,dg No casc do movimento de sistemas com vinculos, o deslocamento virtual

deve ser compativel. Por exemplo, se uma particula possui um vinculo e seu
movimento for limitado a umasuperficie, o deslocamento virtual deve também ser
limitado & superficie. Para este caso podemos obter uma equacio relacionada ao
vinculo, que restringe o movimento.

flx,y.2,6)=0 (4.1)

O deslocamento virtual tem que satisfazer a equagao relacionada ao vinculo,

¥ 5 +-ai6y +ai6z =0 4.2)
dx ay 9z
Para um vinculo Nao-Holénomo, a restri¢do fica

a,6x+a,8y+a,6 =0 (4.3)

Como 0s deslocamentos virtuais ocorrem independente do tempo, as
expressdes anteriores também devem ser independente do tempo .

Agora considere uma particula que estd sobre aglio de vérias forgas. Se a
particula se encontra em equilibrio, a resultante R das forcas € nula, e portanto o
trabalho feito por elas em um deslocamento virtual ér é zero.

Redr=0 (4.4)

Se a particula tem um vinculo, a forga R pode ser separada em uma forga de
agdo ou externas F e uma forca de reagdo f . Para o equilibrio,

R=F+f=0 (4.5)
O trabalho virtual € entfo,

Fedr+fedr=0 (4.6)
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Para que o deslocamento virtual 8r seja compativel a um sistema com
vinculos requer f e ér =0. Assim a forga de reagéo ndc pode contribuir ao trabalho
realizado pela particula, logo

Fedr=0 @7

Portanto se a particula estiver em equilibrio, o trabalho realizado pelas forgas
aplicadas devido a um deslocamento virtual € zero.

Para um sistema de particulas estar em equilibrio, a soma das forgas que agem
em cada particula € nula. Como o trabalho virtual de um sistema de particulas € igual
a soma do trabalho virtual realizado em cada particula, entdo o valor encontrado €
Zero.

SR ebr,=0 (4.8)

A forga que R, pode ser separado novamente na forga acio ou externas, F, e
a forca de reacdo f,, e como Zf,. »dr, =0, obtemos o trabalho virtual para o sistema
i

de particulas

Y F ebr,=0 4.9)

Onde F; e dr; so respectivamente a forga externas e o deslocamento virtual

associado a particula. Assim o principio do trabalho virtual como foi apresentado por
Jean Bernoulli (1717) que pode ser declarado como segue: Se um sistema de forgas
esta em equilibrio, o trabalho feito pelas forgas aplicadas em um deslocamento virtual
compativel com os vinculos € zero.

Para um corpo rigido ou um sistema de corpos rigidos interconectados, for¢as
Internas que sempre aparecem em pares iguais ¢ opostos ndo realizam trabalho.
Assim, com o principio de trabalho virtual, nés podemos ignorar todas as forgas
internas € suas reagao, considerando apenas as forgas de agfio ou externas.

4.2- PRINCIPIO DE D’ALAMBERT

O principio de trabalho virtual, foi estabelecido para o caso de equilibrio
estatico, mas pode ser facilmente estendido para um equilibrioc dindmico, que foi
desenvolvido por D'Alembert (1743). Denominamos de p o impulso de uma particula
do sistema, € novamente separamos as forgas que agem na particula em uma forca

agdo ou externas F e forga de reacfio f. A equagio do movimento da particula pode
ser escrita entdo como

F+f-p=0 (4.10)

Neste estados as for¢as efetivas estdo em equilibrio com a “for¢a cinética”
—p. A quantidade —p as vezes é chamada de “ for¢a inversa efetiva “ porque as
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forga efetiva ou de agdo (F e f) produz um movimento ¢ igual a p, desta forma

podemos afirmar que o sistema esta num estado de equilibrio cinematico. Como j4
visto anteriormente, o trabalho virtual do das forgas de reacdo é nulo, porque f e
or sio mutuamente perpendiculares.Logo o trabalho virtual das forgas que agem na
particula €,

(F-pledr=0 4.11)

Para um sistema de N particulas

n

Y (F-p)edr,=0 4.12)

4.3- O PRINCIPIO DE HAMILTON

O principio do trabalho virtual junto com o principio de D'Alembert foi
estudado por W. R. Hamilton (1805-1865) e como seu conhecimento em célculo
variacional conseguiu uma generalizagdo da mecénica cldssica que ficou conhecida
como o Principio de Hamilton. Este principio facilita a resoluciio de problemas de
dindmica da variagdo, independente das coordenadas, € do sistema ser conservativo ou
nao.

Considere agora um sistema Holénomo ou Nao-Holénomo de N particulas de
massa discretas, escrevendo a equagio de trabalho virtual ,

n

> (mi, —F)edr, =0 (4.13)

i=]

Fica evidente que na equagio ZF,. e Jr; é o trabalho realizado pelas forgas

i=]
externas em um deslocamento virtual, podemos também incluir as forcas ndo
conservativas.

S'F, ¢ 6t, = oW (4.12)
=1

Com relagdo ao primeiro termo da equagdio (13), existe a seguinte relagio
diferencial,

i(1"‘. -.Sri)=l"i oi&r‘, +1, o dr,
dt dt
=T, O, +¥, o Jr,

=6(—;—:‘-2)+ E o @4.15)

19



O primeiro termo de equagdo (13) pode ser escrito entfio como

ZmroSr_Z Im.-msl- 25( ]

=Zdimr-6r - 8T (4.16)

Substituindo na equagéo (4.13) temos
Sd .
Z—(m,,rx. o 3r, )= 8T + 6W 4.17)
o dt
Integrando a equagdio (4.17)

jz (m 6r,.)d:=j(5r+3wldr (4.18)
0 = l 0

No lado esquerdo desta equacdio podemos substituir os seus limites de
integragio.

;m,.i-,, -&f’ ;=_I(8T+6W)dt (4.19)

Mas como ér, =0 quando r=0 e ¢ =¢,, logo o lado esquerdo da equagdo
(4.19) é nulo, portanto temos como resultado final

rj(.:ST +OW )dt = ]STd: + iiSW.dr =0 (4.20)
1] ] 0

Quando o sistema € conservativo trabalho pode ser expresso em termos da
energia potencial entdo a equagéo (4.20) se reduz

5j(T+W)dt=0 (4.21)

L

O principio de Hamilton ndo prevé a solu¢io para os problemas dinimicos,
mas a formulaggo das equagdes do movimento de maneira mais geral e independente
do sistema de coordenada, possibilita a obtengdo das equagdes de Lagrange e o
teorema de conservacgio de energia.
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4.4- EQUACAO DE LAGRANGE

Para um sistema holdémono, com varidvel-dependente r,, que pode ser
expressada completamente em termos das n — coordenadas generalizadas g¢,,
(correspondente aos n graus liberdade do sistema), e também do tempo ¢ temos:

I =T(G1. 95, G30e- 4, 1) (4.22)
onde g, , na equacdo (22) € independente.

Derivando a equagdo (22) em fung¢do do tempo obtemos a equagdo da
velocidade

F=—tg +—1g, +eet—tg, +— (4.23)

Determinando a Energia Cinética (T) do sistema de particulas temos
81' a.- ar, & o, ar,
m;T, m; 7, +2— ; _— (4.24)
; Z [Z Qtfh Y Zaqk (at ] 1

Fica evidente que a Energia Cinética (T} ¢ uma fungio de ¢, ,4, € ¢, podemos
escrever

T=T(q,sGrrer@ysGyseemest) (4.25)

Se considerarmos um variagio da energia cinética 67 em um determinado
instante ¢ e aplicando temos:

Z o 6q 2 (4.26)

j =3 [Lsg a—T dr+> Ig—qu. .27)

i=l g i=1 i
Reescrevendo o dltimo termo da integral (4.27),

jaTd

12 5,01 = 8q. 4t 4.28)
a‘?f

0
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E aplicando Integral por Partes em (4.28) temos

oT d
= dv=— .t
“T =
Entao
d aT
du=——.adt v = dg;
dt 9g; %

A integral (4.7) pode ser escrita na forma

“OT d ..
I35

or Wt doaT
dt=—25q| -
‘ aéfaq‘ 0 i

Y 3g,
Temos que dg; =0 quando t=0 e ¢ =y, portanto o primeiro termo do lado
direito € zero, e substituindo (4.28) novamente na equagdo (4.27)

' sV d 9T dT
S| T.dt=- S = Bg.dt (4.29)
! f Zj(dr d¢, 9g, }541

i=l g

Considere agora a varia¢io do trabalho W devido as m for¢as de que agem
no sistema

W =3F, »ér, (4.30)

=
O deslocamento virtual or, €

or, =0 O Lo 31)
9g, O, 9q

H

Logo o variagio do trabalho 6W se torna

. ar, ar, dr,
= F o—L F o—L vt F 0o 2 4.32
6“/ ;( J.aql ag]-l- J.aqzaqz-'- + K a 3qn} ( )

H
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Agora podemos definir a forga generalizada @, associada a ¢,

i

Q,=)F, - (4.33)
J=1
Substituindo na equagio (32) temos:
SW = 0,0q, + 0,09, +..+ 0,89, = X, 0,64, (4.34)
i=1
Substituidas equagdes (29) ¢ (34) na equagio de Hamilton,
d oT dT

T+W)dt=- —————-0, pg,dt=0 4.35
j( ) ;!(dtaqj . Q,}q, (4.35)

Como os dq;, sdo independente e arbitrario, podemos considerar todos igual a
zero com excegdo do dg, . Entdo para satisfazer a acima de equagio, o coeficiente de

dq, , deve ser zero, desta forma chegamos a equagio de Lagrange para um sistema
holémono.

L2 _Z oy, (4.36)

No entanto ndo declaramos se as Forcas F, sdo conservativas ou ndo

conservativas. Para um sistema conservativo, o trabalho pode ser expresso em termos
da energia potencial(l)

W=-U(q,) 4.37)
e
U
W =-Y &, (4.38)
dq;
Entédo fica evidente que a equaciio de Lagrange para um sistema conservativo
é;
49T _or 9U_, (4.39)
dtdg, 9dg, 9q,
E conveniente definir o Lagrangiano como
L=T-U (4.40)
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Temos que -a£=0, logo a equagido (30) pode ser reescrita em termos do
d

lagrangiano.

L= %oy (4.41)

L2 _F oy, (4.42)
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CAPITULO 5
A EQUACAO DE LAGRANGE PARA QUASE-COODENADAS

No capitulo 4 se definiu a equagdo de lagrange do movimentos para n
coordenadas generalizadas ¢, onde (k=1,2,3,...,n). Estas coordenadas podem ser

consideradas como a integragdo da velocidades g, em fungdo do tempo.

e

E interessante que se reescreva a equagdo diferencial (5.1) do movimento em
funcdo da velocidade angular @; de forma que as coordenadas sejam uma

combinagfo independentes @; (s=1,2,3,.n) das velocidades ¢, . Estas varidveis
podem ser escritas como:

w,r = al.\" él + a23q2 +a3.ré3 o +am\'qn
"

= Zamqr s=1,23,... LI, (52)

=1

Onde os coeficientes «, s3o conhecidos como fungdes das coordenadas
generalizadas ¢, . Considerando a equacdo (5.2) na forma diferencial 4@, obtemos:

de, =) a.dq, s=1,2,3, .0, (5.3)
r=[

O caso de interesse € da, /dg, =0a,, [dq;, onde Eq. (5.3) ndo pode ser

integrada obtendo a varidvel 8,. A grandeza d@, é chamada de QUASE
COORDENADAS. A equagio (5.2) pode ser escrita na forma de matrix.

{wl=le] {4} (5.4)

e considerando a matrix [(x] ndo singular podemos reescrever a Eq(5.4) na forma

{a}=[Bw} Bllef =0 (5.5)

Isto permite a expressar a energia cinética como fungio das coordenadas g, €
também da varidvel ®, . Entio temos 7 (g,@) ao invés de T(g,4).

oL & 0L dw, & oL
- =V 2 k=l,2...m, 5.6
PP Y e el Y noo 69
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Pode ser escrito como uma matrix coluna

oL oL
-

e o ]

Como os coeficientes ¢; dependem somente das coordenadas, qualquer

no qual se segue

elemento ¢, na forma de matrix quadrada.

naar}‘-_—faafj_ 7 o1 | 9%
%=rz=:‘"§(;qr—{Q} {g}—{w} {8} {W} (5.9)

Deve ser acentuado agui que o produto triplo de matrix acima néo envolve um
somatério em cima dos indices ¢, . Desta forma podemos escrever a Eq(5.9) como

uma matrix quadrada correspondente.
. d
le)= [{w}’[ﬁf{——a‘; H (5.10)

Seguindo 0 mesmo padrio

0L OL & oL 3w, oL & oL o9y
= + +
dg, g, ;amf 0, a ;aw, ; a‘?k

gt

Onde o somatério que envolve ; pode ser substituindo pela matrix (5.9),

. {3—;} { } {{}[ HB&)H (5.12)

Substituindo as Equagdes (5.8), (5.10) e (5.12) na equag@o (5.1) temos:

el el [erer G sal- (-5 ie)-e

(5.13)
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Pré multiplicando a equagio (5.13) por [}3]r e segundo a Eq(5.5) temos
d | oL oL oL
——r+ — = — =N 5.14
LT e | X =) .14
esta € a Equacdo de Lagrange para Quase Coordenada, onde:

[y]=[{m}T[ﬁ}’{aa—jH—[{w}’[ﬁf[aa—jﬂ (5.15)

V=8I {o.} (5.16)

Podemos aplicar esta formulagio da equacdo de lagrange para o movimento
de um corpo rigido, mas neste caso as varidveis @, sdo identificadas como as

componentes da velocidade angular, logo a energia cinética e dada por:

L=~ {o¥ 1o} (5.17)

Como na equacdo da energia cinética ndo estd explicito as coordenadas
generalizadas ¢, entdo temos.

{a—"’} - o} (5.18)
dq
alem disto,

1B [r]=lw] (5.19)

onde [a)] € a matriz. simétrica dos componentes de velocidade angulares,
introduzindo Egs. (5.18) e (5.19) em (5.14), nés obtemos a forma compacta

i{@}, [w]{%} ={n} (5.20)

dt | dw

onde {N} representa uma matriz de coluna de componentes do torque.

A vantagem de Egs. (5.20) em cima das equagdes de Lagrange comumente
usadas, Eqs. (5.1), € a primeira est4 expressa em termos de componentes ortogonais
dos eixos, enquanto que a segunda Eq (5.20) esta em termos dos angulos de Euler.
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CAPITULO 6
EQUACOES DO MOVIMENTO

O sistema sob investigagio consiste em um satélite dual-spin com uma
plataforma assimétrica e um rotor balanceado. Foi adotado um dissipador do tipo
massa-mola-amortecedor por ser mais eficiente, que aquele toroidal 2 fluido, para
pequenos angulos de nutagdo. Contudo, resultados sobre a estabilidade independem
do tipo de amortecedor quando hd amortecimento para qualquer movimento de
nutagéo, embora ocorra mudanga nas constantes de tempo.

Desprezando o movimento de translagio o sistema possui cinco grans de

liberdade que sdo z,6,.8,,8, e 6 , onde z representa a posigdo da massa do
dissipador em relagdo ao sistema de referéncia x, y,z, centrado no ponto A, fixo no
corpo; B,,0,e8, representam as rotagdes em torno dos eixos do sistemna de

referéncia e @, representa a rotagéio do rotor em relagfio A plataforma. A massa m do

dissipador esta centrada no eixo x e se move paralelamente ao eixo z 3 uma distancia b
do eixo y. O dissipador é composto por uma mola de constante elastica k e
amortecedor com constante ¢. O rotor € centrado no eixo z e a rotagio do mesmo é
permitida apenas em relagéo aquele eixo. O sistema rotaciona em torno do centro de
massa G, que coincide com A quando z=0, tem massa total m, (incluindo o rotor) e
0s momentos principais de inércia sdo I,/ y+1,,quando z=0.

A energia cinética total, considerando o sistema formado por particulas de massa s, ,
¢ dada por

1 1 1
T =-Em,vé —Em,vim +52mivﬁ,,‘ , (6.1)

i=l

onde T representa a energia cinética total; vg,v,,gev;,s S0, respectivamente, a
velocidade do centro de gravidade, a velocidade do ponto A em relagio ao centro de
gravidade ¢ a velocidade da particula i em relagdo ao ponto A. O primeiro termo da
Equagéo (1) representa a energia cinética considerando como se toda a massa
estivesse concentrada no centro de massa G. O segundo termo refere-se a correcio
associada a0 movimento do sistema de referéncia x,y,z em relagdo centro de massa
G. O terceiro termo refere-se a energia cinética do sistema em relagdo ao ponto A
(Meehan e Asokanthan, 1996).

O deslocamento de A em relagio a G é proporcional ao deslocamento da massa m do
disstpador na forma

Fag =—HIK, (6.2)
com pu=m/m,.
A velocidade do ponto A em relagdo a G, supondo que a plataforma gire com uma
velocidade angular w=[w, @, @,]” em torno de A, fica

¥,6 =—p{zk + k) (6.3a)
=—p(zowoxk +7k) (6.3b)
=—plzo i-z0,j+ k). (6.3¢)

O segundo termo da Equagio (1) pode ser reescrito usando as Equagdes (2) e (3):
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1 2 1 =2 1 2.2 1 2.2
—m,v =— +— @ +— W’ . 6.4
> MVare =5 He zmﬂz y zmﬂz X (6.4)

O tensor de inércia do sistema em relagio ao ponto A (z#0) é

I +mz* 0 —mbz
I=| 0 I, +m® 0 | (6.5)
—mbz 0 I

Z

A energia cinética do sistema em relagdo ao ponto A consiste da soma de trés
parcelas. A primeira parcela € devido 2 velocidade angular da plataforma e € dada por

1 1
-Z-m?"lm=5(1x +mzt +%(1y +mz? o’ +%Izcof —mbz®,0, . (6.6)

A segunda parcela € devido a velocidade angular do rotor em relagfio a plataforma,
2 =Qk , resultando no acréscimo de dois termos devido ao termo quadratico em @,

na Equacio (6.6)
%1,92 +1,Qw, . (6.7)

A terceira parcela € devido i velocidade da massa do amortecedor em relacio a
plataforma. Além do termo referente a velocidade em si, deve-se acrescentar o termo
devido a0 momento angular em relagdo a A,

{bi+ 2k )x mzk = —mbsj. (6.8)

Logo, aterceira parcela fica

1, .
2 mzt— mbza, . (6.9)

Portanto, a energia cinética do sistema em relagdo ao ponto A é
li 2 _l( 2}02 i( 2}02 1 ) 1 2
T2V = rmz o + =\ +mz" o, +—1,0; -mbzo,w, +—1,Q
Par= 2 2 2 2
1
+1,Qa, +5m22 ~mbi®,. (6.10)

Desconsiderando o movimento do centro de massa e substituindo as Equagdes (6.4) e
(6.10) na Equacdo (6.1) tem-se que a energia cinética do sistema € dada por

T =-%[II +m(1-~,t,£,)z2}x)fr -mbz0 0, +—~;— [IJ, +m(1—‘u)z2}r)§ —l-%m(l—,u)z‘2

+%1za)f +%I Q' +1,Q0, -mbio,. (6.11)

r
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A energia potencial do sistema € a energia potencial da mola, dada por

1% =%kz2. (6.12)

A energia dissipada no amortecedor € dada por

1 .2

D=—ct (6.13)

As Equagdes de Lagrange do movimento podem ser escritas na forma matricial

dfar].; {or
5&}[@{%]_1\4, (6.14)

onde M= [M MM Z]r € o vetor dos componentes do torque e [co] ¢ a matriz anti-
simétrica

0 -0, o,
wl=| 0, 0 -w.| (6.15)
-®, O, 0

Substituindo a Equacio (6.11) na Equacdo (6.14) tem-se

Lo,~, -1, )00, +1,Q0, + ml-p, " ~ml-pho,0,7°+
2m{l— p Yo,z —mbd,z—mbo 0,z=M,. (6.16)

La,-(1,-1,)0,0,-1,Q0,+m(l- @b, 7" +m(l- po ©,2° +mbe?z
2m(l— o, 22— mbi ~mboiz =M ,. (6.17)

Lo, -1, -1, b0, +1,Q+ mbo,o,z-2mbo,; —mbo,z=M,. (6.18)

As Equagdes (6.16) a (6.18) formam um sistema de trés equagdes a cinco incégnitas, a
saber, w,,®,,®,,Q¢z. Duas equacgbes adicionais sdo requeridas: uma associada com o

torque do rotor e a outra com a for¢a no amortecedor. Sabe-se que

T, =1,(®, +Q), (6.19)
onde 7, é o mddulo do torque aplicado no eixo do rotor. A Equacgio (6.19) que
descreve o balango entre a aceleraciio e o torque que governam o movimento relativo
do rotor desconsidera qualquer tipo de torque de atrito devido aos mancais. Da mesma

forma, a equacdo que estabelece o balango entre a aceleragdo e a forca da massa do
amortecedor pode ser obtida como sendo

m{l— )i +cz +kz—m(l - phw? + 02 )z + mbw,w, —mbo, =0. (6.20)
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CAPITULO 7
ESTABILIDADE

Na situagdo de interesse para o estudo da estabilidade em satélites dual-spin,
nos consideramos o torque externo nulo, M, = 0. As equagdes de Euler do

movimento do satélite € sua plataforma com amortecedor podem ser escritas como:

1,0, -0 0,1, ~I)+I1 Q0 +m(l- w6,z -m(-po,w,z’ + D
2m(l- p)w, 2z —~mb 2 —mbw 0,2=0

1o, -0,0,(,-1)~-1Q0, +ml-p 2" +ml-po,w, 2" +

1.2)
2m(l - LYo, 22 — mbz — mbo,’z ~mbw, 7 = 0

1,6, -0,0,(I, ~1,)+ I'Q+mbo,0,2 - 2mbw,; — mba,z =0 (7.3)

Estas trés equagBes possuem cinco variaveis @,,@,,®, € z € requer também
duas varidveis a mais que esta associada ao torque e forga no amortecedor. Onde
I'of =T e 0f =@, +Q logo temos:

Mo, +Q)=T (7.4)

Onde T € a magnitude do torque aplicado sobre o eixo do rotor as forgas de
atritos sio desprezadas. Entdo a forga aceleracio da massa que compGem o
amortecedor e dado por:

m(l—p)i +cz+kz—mll— ,u)(cof + cof)z +mbw, @, —mbid, =0 (7.5)

desta forma obtemos o movimento em torno do ponto A, € as cinco equagdes
acima descrevem complemente o movimento de altitude do satélite dual spin. As trés
primeiras equagdes representam o estado de conservacdo do momento, a quarta
equagdo representa a mudanca de energia no rotor € a mudanga da velocidade da
plataforma e a ultima equagao representa a dissipacéo de energia.

Existe um especial interesse em considerar as velocidades de rotagdes como
sendo as velocidades nominais das orbitas, tipicos de satélites comunicagio do tipo
dual-spin.

@, =@, =const

Q=Q, =const (7.6)
@, =0, =2=0
T=0
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desta forma podemos resolver o sistema de equacdes diferenciais com os
valores nominais. Na pratica @, € justamente o valor da velocidade orbital em torno

da terra. Isto permite que as antenas da plataforma fiquem apontadas para terra o
tempo todo.

A estabilidade no movimento descrito pela equagéo (7.6) pode haver
perturbagGes na solugdo nominal e linearizando a equagédo do movimento:

Q=Q,+Q¢

onde @, e 2, sfo constantes, ¢ @,,@, a),, ,z € Q9 sdo pequenas variagGes.

Substituindo estes valores na equagdes (7.1) a (7.5) e linearizando novamente
as equacoes temos:

Lo+, -1,)o, +17Q, b, =0 a.n
-lo, -1, + 17Q, Yo, —mbi -mbaiz =0 (1.8)
104 +15Q% =0 (7.9)

Mot +Q2)=0 (7.10)

m{l— )7 + ¢z + kembo , @, — mba, =0 (7.11)

As expressdes (7.9) e (7.11) podem ser desconsiderada porque representa a
perturbacdc em torno do eixo z. Este movimento ndo € interessante considerar no
estudo de estabilidade. Simplificando as expressdes:

0, -1 )0, +172,] [P0, +1%0,~1,0,]

k= I, B 1,
/1 _ [(Iz _bep+IfQR]_ [I;wp-l-lfwﬁ_lxwp]
T I_V B I}‘

Onde Qp =, —®,,®; é constante ¢ I} & o momento de inércia da
plataforma em torno do eixo do rotor. A magnitude do momento angular é:
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¥ R
h=l,0,+I;m,

Aplicando a definicio em A, e A, temos

h—1I 6
P S (7.12)

E conveniente definir:

k c z mb*
p:\/: B=<, £=%, 5=
m m b Iy

entdo as equagdes ( 7.7 ), (7.8) podem ser escritas :

o, + A0, =0
d)y - A’wa _6‘5 _&opzé =0
(I-pk+BE+pl+w,0, -0, =0
Pelo método de Routh podemos testar a estabilidade deste sistema linear, mas

primeiro temos que obter a equagio caracteristica do sistema, que se consegue
aplicando uma transforma de laplace.

sw (s)+ /'Lla)y (s)=0
5@,(5)— 4,0, (s)— 857E(s) - &oi'g’(s) =0
(1-p)s*E(s)+ BsE(s) + @ 0, (s) — 500, (5) =0
Assim obtemos a transformada de Laplace e encontramos o sistema em fungdo

de (s), para isto consideramos os valores iniciais como zero. A determinante dos
coeficientes

s A 0
-4, s (—532—560;) =0
o, -s li-uk+ps+p’

temos a equagdo caracteristica
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s (- p-8)+5'B+s|p? - 802 + 1,4,(1-p)l- 1,60,
+ 5P, + A4, p? - 48w, )=0

Aplicando omédoto de Routh para o sistema temos:

1. Consideramos ¢ << 1 e g << entdo temos:

AA, >0
2. Meétodo de Routh
(1-p-8) lo* -60, + 12, (- p)- 160, | (u2,p? -260,)

B BAA, 0
(p? -60,> +1,2, -840, ) (M p? -260,°) 0
5ﬁ2'l(o)p _;"ZX{OPZ —;l'l'a'lj 0 0

p? 80 + A, — A0,
(1, p7 -60,%)] 0 0
0 0 0

Desde que >0 todos os sinais da primeira coluna deve ser +, pois esta é a
condi¢c@o necessdria para que 0 sistema esteja estdvel.

A, >0
l-p—-6>0
B>0
P -5lp* +w,4 - A1,)>0
Afw, =2, @2 -24,4,)>0
2,(4,P? —8w3)>0

Com estd andlise de Routh da estabilidade podemos concluir .
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CAPITULO 8
CONCLUSAOQ

Essa denominac#o € dada a satélites que combinam as vantagens de uma plataforma
orientada e de um rotor encarregado de manter a rigidez giroscépica. Em muitos
casos, que ocorrem na pratica, a plataforma gira em torno do eixo z, que € o eixo axial
do rotor. Esse eixo faz parte do sistema x,y,z que € fixo na plataforma que gira com
uma velocidade angular, digamos, @, (constante) em torno de z. Em muitos casos

praticos @, € a taxa orbital que permite o apontamento continuo da plataforma em
relacdo a Terra (essa condigdo € a nominal € supde-se também que @, =@, =0). O

rotor deve girar com relag@o 2 plataforma com uma velocidade constante Q_, de tal
forma que a velocidade angular absoluta do rotor em torno do eixo z, serd
@, =®,+Q,. Ora, o mbédulo do momento angular total do satélite &, entao,

h=I1,w,+ 1w, ,onde I,el, sio os momentos de inércia da plataforma e do rotor em

relagfio ao eixo do rotor (eixo z). E possivel mostrar, para um satélite dual-spin com

um amortecedor tipo massa-mola na plataforma, que para 0 movimento ser estdvel

nessas condi¢des (ver Kaplan, 1976) é necessirio observar as seguintes condiges de
estabilidade
h-1.w,>0, h—1w,>0,

onde I, el sdo 0os momentos de inércia do satélite em relagdo aos eixos x e y.

Agora, trés observag¢des importantes serdo abordadas:

a) Em muitas aplicagdes a plataforma nioc possui giro nenhum
(@, =w, =0, =@, =0). Entio a condi¢do de estabilidade se torna % >0. Essa
condi¢dio pressupde amortecimento somente na plataforma (um amortecedor de
nutacdo deve ser colocado na plataforma). Observe que a condi¢@o nio especifica
qualquer relagdo de inércias. Logo, o eixo z pode ser, por exemplo, o eixo de
menor momento de inércia do satélite.

b) Suponha que o rotor nio gira absolutamente {®, =0} e a plataforma, com
amortecedor, gira com @, . A estabilidade requer que

1,-1,>0, I,-1,>0

que € andloga a regra do giro em torno do eixo de maior momento de inércia (o
momento de inércia da plataforma em torno do eixo de giro z deve ser maior que
os momentos de inércia do satélite em torno dos eixos x e y).
c) Se ambos, plataforma e rotor, giram com velocidades diferentes, tem-se
Lo, +o,{,-1.)>0, Lo +o,l,-1,)>0.

Sew, e, tém o mesmo sinal verifica-se que € necessdrio uma rotagdo minima

no rotor para alcangar a estabilidade em torno do eixo de menor momento de
inércia. Sew, e, tém sinais opostos pode acontecer que as condi¢des para a

estabilidade no sejam atendidas mesmo que I, seja o €ixo de maior momento de

inércia. Entdo, € possivel que um satélite duai-spin scja instdvel mesmo girando
em torno de seu eixo de maior momento de inércia.
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CAPITULO 9
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