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RESUMO

Vindo de fora da esfera de influéncia gravitacional de um corpo celeste, um veiculo es-
pacial pode ter sua velocidade relativa a esse corpo reduzida ao ponto de fazer com que
esse veiculo permanega por algum tempo em Orbita em torno desse corpo celeste. Este
mecanismo ¢ conhecido como captura gravitacional temporaria, e pode ser utilizado na
redu¢do de consumo de combustivel numa transferéncia completa de um veiculo em
orbita da Terra para uma orbita em torno da Lua. Este trabalho apresenta um estudo so-
bre as forgas que atuam no sistema e, utilizando o conceito da energia de dois corpos
para estudar esse fendmeno, apresenta estudos paramétricos sobre o tempo de captura e
a utilizacdo da excentricidade nas manobras de captura gravitacional, topicos ainda
pouco explorados na literatura. Além disso, diversos fendmenos relativos a esse pro-

blema foram estudados em detalhes.






NUMERICAL STUDY OF TEMPORARY GRAVITATIONAL CAPTURE US-
ING THE RESTRICTED THREE-BODY PROBLEM

ABSTRACT

Coming from outside the gravitational sphere of influence of a celestial body, a space-
craft may have its relative velocity reduced, to the point of causing it to enter in a tem-
porary orbit around this celestial body. This phenomenon is called temporary gravita-
tional capture and can be used to reduce the fuel consumption in a complete transfer be-
tween the Earth and the Moon. This work studies the forces acting in this system and,
using the method based in the two body energy concept, shows a parametric study about
the time of flight and the eccentricity of the primaries in the gravitational capture ma-

neuver. Several others facts related to this problem are also studied in detail.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO
1.1. Motivacoes do Trabalho

O problema de transferir um veiculo espacial de uma orbita a outra, conhecido como
transferéncia orbital, teve uma grande ajuda de Hohmann (1925) quando este propos
uma transferéncia de minimo consumo de combustivel que leva o seu nome. Desde en-
tdo outros tipos de transferéncias foram desenvolvidas e no inicio da década de 90 Bel-
bruno e Miller (1990a,b), Yamakawa (1992) e outros criaram um novo tipo de transfe-
réncia orbital que utiliza conceitos modernos de astrodinamica. Esta transferéncia utili-
za uma manobra de swing-by em torno da Lua para impulsionar um veiculo espacial pa-
ra longe da influéncia gravitacional tanto da Terra como da Lua. Nesta regido ¢ possivel
a aquisicao de uma trajetoria de captura gravitacional temporaria pela Lua com um mi-
nimo de combustivel. Dessa forma, pode-se economizar energia tanto no inicio da ma-

nobra quanto no final.

Nessa transferéncia, a captura gravitacional ¢ uma das principais manobras e, no entan-
to, a mais desconhecida. Este trabalho tem por objetivo desvendar algumas das caracte-

risticas do fendmeno da captura gravitacional temporaria.

Este trabalho serd feito de forma numérica, seguindo as linhas de pesquisa dos trabalhos
existentes na literatura até o momento. As analises paramétricas feitas em cada capitulo
levam a conclusdes importantes e poderdo servir de indica¢do para um trabalho analiti-
co no futuro. Ainda assim, ¢ feito um esfor¢o no sentido de encontrar justificativas para

os resultados numéricos obtidos na literatura e no presente trabalho, em particular.

O trabalho de Yamakawa (1992) é de grande importancia, sendo referenciado diversas
vezes durante presente o trabalho. Ele foi o primeiro a sistematizar a forma de estudo do
problema de captura gravitacional aplicado a astrodinamica. A aplicacdo do conceito de
energia do problema de dois corpos ao problema de captura gravitacional, que ¢ um

problema de trés corpos, leva a resultados importantes. E mais facil entender a captura
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gravitacional comparando os tipos de orbitas (fechadas ou abertas) inerentes do concei-

to de energia.

Seguindo estes conceitos, este trabalho faz uma andlise do tempo transcorrido entre o
momento em que o veiculo espacial entra na esfera de influéncia gravitacional até o
momento em que esta na posi¢ao considerada de captura. Este intervalo de tempo sera

chamado, ao longo deste trabalho, de tempo de captura.

Ficou demonstrado nos trabalhos de Yamakawa et al. (1993) e Belbruno (1987;1990)
que a utilizacdo da captura gravitacional na manobra de transferéncia produz uma eco-
nomia de combustivel maior do que na transferéncia de Hohmann. Este trabalho ira de-
monstrar que também ¢ possivel economizar tempo, para um mesmo nivel de energia,

apenas fazendo uma melhor escolha da posicao das condigdes finais da captura.

Esta abordagem de levar em conta o tempo requerido pela manobra de captura gravita-
cional ¢ uma contribuicdo muito importante deste trabalho, por ser nova e por nao ter

sido encontrado nenhum trabalho nesse sentido na literatura aberta.
1.2. Organizacio do Trabalho

Este trabalho estd dividido em nove capitulos, sendo este primeiro explicando a motiva-
¢do, os objetivos e a organizacgdo deste trabalho. O Capitulo 2 apresenta o desenvolvi-
mento historico do fendmeno da captura gravitacional através das referéncias bibliogra-
ficas e, além disto, ele apresenta as ferramentas matematicas utilizadas, dando uma a-
tencdo especial ao modelo restrito de trés corpos, incluindo a apresentagdo do método

de regularizacdo que foi empregado neste trabalho.

No Capitulo 3 ¢ feita uma validagdo dos modelos desenvolvidos neste trabalho. Os re-
sultados da literatura sdo reproduzidos no intuito de garantir que as ferramentas mate-
maticas que foram usadas neste trabalho funcionam adequadamente. Essa tarefa inclui
tanto a validacdo dos resultados da captura gravitacional comparando com os resultados
obtidos por Yamakawa (1992), quanto a validagcdo do modelo do problema restrito elip-

tico de trés corpos comparados com Benest (1970).
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No Capitulo 4 sdo testados os limites da esfera de influéncia gravitacional e o tempo
maximo de integragdo que foram definidos por Yamakawa (1992). Dentro desse mesmo
escopo foi verificada a equivaléncia das duas definicdes de captura gravitacional apre-
sentadas por Yamakawa (1992) e repetidas no Capitulo 2 deste trabalho. Além disso, é
feita uma analise da constante de Jacobi ao longo de algumas trajetorias para poder ga-
rantir os resultados dos integradores numéricos e das dindmicas que foram utilizadas

neste trabalho.

No Capitulo 5 ¢ feito um estudo sobre as forgas que agem no sistema. Ao utilizar um
sistema de referéncias girante as forcas devido ao referencial, conhecidas como centri-
peta e de Coriolis, aparecem e podem explicar um pouco mais o fendmeno da captura
gravitacional temporaria. O Capitulo apresenta o equacionamento das for¢as e um estu-

do numérico sobre elas.

No Capitulo 6 foram feitas extensdes aos resultados obtidos por Yamakawa (1992), ana-
lisando a energia minima de captura direta e retrograda e explicando as descontinuida-
des existentes. Também ¢ mostrado o que acontece quando se varia a distancia da peri-

luna e o pardmetro gravitacional.

O Capitulo 7 apresenta resultados inéditos na literatura. E feito o estudo numérico do
tempo de captura, analisando o comportamento de alguns pardmetros utilizados no pro-
blema de captura gravitacional. E também apresentado um método de otimizag¢do que

aproveita os conhecimentos gerados no proprio capitulo.

No Capitulo 8 ¢ feito um estudo numérico sobre o comportamento da excentricidade e
da anomalia verdadeira dos primdrios no fendmeno de captura gravitacional. Além de
apresentados alguns resultados sobre o comportamento da distancia da periluna na ma-
nobra de captura gravitacional. Os resultados desse Capitulo também sdo inéditos e

também sao aplicados em um método de otimizagao.

No Capitulo 9 ¢ feito um estudo numérico da sensibilidade das trajetorias de captura
gravitacional. O objetivo do Capitulo ¢ verificar a possibilidade de se fazer uma otimi-

zacao global da manobra de transferéncia orbital. Este tema também ainda ndo foi abor-
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dado na literatura.
Finalmente no Capitulo 10 sdo apresentadas as conclusdes desse trabalho.
1.3. Contribuicoes do trabalho

Este trabalho apresenta varias contribui¢cdes. Nesta Se¢do ¢ feito um pequeno resumo

das principais, mostrando em que capitulos elas aparecem.

a) Uso do modelo regularizado, que representa uma dindmica mais complexa, po-
rém mais precisa, em particular proximo de singularidades (Capitulos 2 ¢ 4 e

praticamente todas as trajetérias do problema restrito circular de trés corpos);

b) Estudo de como as for¢as devido ao referencial interagem com o veiculo espa-

cial provocando a captura gravitacional temporaria (Capitulo 5);

¢) Otimizacdo de tempo (existem trajetOrias com tempos muito diferentes entre si
para um mesmo nivel de energia). Estudo e apresentacdo de um método de o-
timizagdo (Capitulos 7 e 8), para obtencdo das trajetorias com tempo minimo

para uma dada energia inicial;

d) Teste dos limites do tempo de integragdo e da esfera de influéncia definidos por
Yamakawa (1992). Teste das dindmicas, dos integradores utilizados no traba-

lho e das diferentes definicdes de captura gravitacional feitas por Yamakawa

(1992) (Capitulo 4);

e) Extensdes ao trabalhos de Yamakawa (1992) apresentando uma nova visualiza-
¢do da variagdo da distancia da periluna e do parametro gravitacional (Capitulo

6);

f) Extensdo do problema para o problema restrito eliptico de trés corpos, apresen-
tando um método de otimizacdo (Capitulo 8) para obtencdo de trajetdrias com

tempo minimo para uma dada energia inicial;

g) Estudo numérico dos efeitos dos erros em velocidade das trajetorias de captura
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gravitacional, que serve de ponto de partida para o estudo de otimizagdo global

nesse tipo de manobra (Capitulo 9);

h) Explicacdo de diversos fendmenos ja notados na literatura, porém ainda ndo
explicados adequadamente, principalmente no que diz respeito a descontinui-

dades apresentadas nas Figuras basicas.
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CAPITULO 2
A CAPTURA GRAVITACIONAL NO PROBLEMA DE TRES CORPOS
2.1. Introducao

O estudo do problema de captura gravitacional iniciou-se com o objetivo de explicar a
existéncia dos satélites planetarios (Yamakawa, 1992). Porém, no inicio dos anos 90,
Belbruno e Miller (1990a,b) e Miller e Belbruno (1991) utilizaram a captura gravitacio-
nal para reduzir a quantidade de combustivel necessaria para colocar um corpo em Orbi-
ta da Lua, num problema de transferéncia orbital entre a Terra e a Lua. Atualmente, os
recentes estudos sobre o assunto demonstram que esta pode ser a forma mais econdmica

de enviar material e suprimentos para a Lua, e talvez, a outros planetas do sistema solar.

Neste Capitulo a dinamica do problema de trés corpos é apresentada para que o leitor
possa consultd-la quando for necessario. Também serd feita uma revisdo bibliografica

do assunto e serdo apresentados alguns dos conceitos e definicdes do problema.
2.2. Dinamica do Problema Restrito de Trés Corpos

O problema restrito de trés corpos ja ¢ estudado ha bastante tempo e, portanto, muito
conhecimento ja foi acumulado sobre este assunto. No entanto, quando ¢ aumentada a
complexidade do sistema (como por exemplo, incluindo a excentricidade dos prima-
rios), integrais, como a de Jacobi, ndo existem, ndo sendo possivel obter informagdes
gerais sobre a trajetoria. Com os avangos da informatica, principalmente nestes ultimos
20 anos, ficou relativamente facil fazer simula¢des numéricas alcangando resultados
dificeis de serem visualizados apenas pela teoria. Gragas aos baixos custos computacio-
nais, pode-se integrar milhares de Orbitas variando totalmente as condi¢des iniciais em
apenas algumas horas e, dependendo do processador, somente algumas dezenas de mi-

nutos.

Nos sistemas de trés corpos, sera utilizado o termo “priméario” para qualquer dos dois

maiores planetas (ou corpos) e “veiculo espacial” para o corpo de menor massa em rela-
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¢d0 aos primarios.

O problema restrito de trés corpos € um caso particular do problema de n corpos, onde o
numero de corpos ¢ igual a trés e um deles possui massa desprezivel em relagao aos

demais.

As primeiras formulacdes do problema restrito de trés corpos apareceram nas anotagdes
de Euler em sua segunda teoria lunar, hd quase duzentos anos atras (Szebehely, 1967).

Mesmo assim atualmente este assunto continua sendo muito estudado na literatura.

Existem diversas variantes desse problema quando se leva em conta a dimensao (duas
ou trés) e os possiveis tipos de oOrbitas (circular, eliptica, etc.) para os corpos com massa
finita. O problema bdasico ¢ o chamado problema restrito de trés corpos plano e circular,
que ¢ definido da seguinte forma: sejam dois corpos de massas puntiformes, girando em
torno do seu centro de massa, em Orbitas circulares, influenciados somente por suas a-
tragdes gravitacionais mutuas. Seja um terceiro corpo movendo-se no plano definido
pelos dois corpos anteriores, com uma massa desprezivel em relagdo a estes corpos. O
problema restrito de trés corpos consiste em estudar o movimento deste terceiro corpo.
Neste trabalho sdo apresentadas as equagdes de movimento do problema restrito circu-

lar e eliptico de trés corpos.
2.2.1. Equac¢des de Movimento do Problema Restrito Circular de Trés Corpos

As equacdes de movimento do problema restrito, assim como as do problema geral, de-
rivam da lei gravitacional de Newton. SO que neste caso considera-se uma das massas,
por exemplo mj3, desprezivel em relagdo as demais, de forma que duas das equagdes de
movimento (as equacgdes dos dois primarios) fiquem desacopladas do terceiro corpo.
Assim sendo, a resolugdo dessas duas equagdes leva a solu¢ao do problema de dois cor-
pos (oOrbitas circulares, elipticas, parabolicas ou hiperbdlicas). Para a terceira equagao,

relativa a massa desprezivel ms, tem-se:
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R; =-G| —r;+—51,; |,com

I3 I3

2.1)

5

Y. = R —R , riJ" :Hrij

1 ] 1

onde R; ¢ o raio vetor da massa i em relacao ao centro de massa dos dois primarios, G ¢

a constante da gravidade e m; e m; sdo as massas dos dois primarios.

Nesta versdao do problema restrito de trés corpos ¢ considerado que os dois primarios
estdo em Orbita circular em torno do centro de massa do sistema, como mostra a Figura

2.1. Esta abordagem recebe o nome de problema restrito circular de trés corpos.

An

A\ AN

Fig. 2.1 — Sistema de coordenadas (inercial, £-n, e rotacional, x'-y') para o problema

restrito circular de trés corpos.

Conforme pode ser visto na Figura 2.1, serdo chamados de a e b os raios das orbitas de
M, e M,, respectivamente. O sistema x'-y' gira com velocidade angular o de tal forma
que M; e M, fiquem fixos em relagdo a x', € T € o tempo nesse sistema. Com estas defi-

nicdes ¢ lembrando que neste caso a forga centrifuga (m;am para o corpo M; e mybw

28



L \ . Gmm
para o corpo M) ¢ igual a forca gravitacional (#J , tem-se:

(@+b)y

22— ae” = m,bo’, (2.2)

onde m; e m, sdo as massas dos corpos M; e My, respectivamente, e G ¢ a constante
gravitacional universal. Sendo assim, a terceira lei de Kepler (o cubo do semi-eixo mai-
or da orbita planetéria ¢ proporcional ao quadrado do periodo de revolucao do planeta)

toma a forma:
G(m1+m2):m2(a+b)3. (2.3)

Definindo a massa total do sistema como sendo m = m; + m;y € a distancia entre os dois

primdrios como d = a + b, através das equagdes (2.2) e (2.3) tem-se:

(2.4)

Da Figura 2.1 define-se a relacdo de transformacao do sistema fixo (&-1) para o sistema
girante (x'-y'):
E=x"cosy —y'seny
; (2.5)

n=x'seny +y'cosy

que pode ser colocada em forma exponencial (Szebehely, 1967) utilizando-se da ex-

pressao:
Z=2ze"" ,com z=x'+iy,Z=E+in,i=+-1, (2.6)
j& que

2.7)

a |€
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Levando em conta a equacao (2.6), a equacdo (2.1) pode ser escrita na forma:

427 (dz + i 82 j 0 (z+a) b) | 28
= 0 —zo =G m e :
dt’ GL 1|Z+a|3 |Z b| J

dr’ drt
Finalmente, separando as partes real e imaginaria, pode-se obter:

d’*x’ dy’ _ JF

=20 =
drt dt ox'
2 01
d }; +2m ' oF , com (2.9)
drt dr 8y

2

F:(D?(x’2 +y’2)+G[%+&j )

13 I
que sdo as equagdes de movimento da particula M3 no sistema girante.
2.2.2. O Sistema de Coordenadas Adimensionais

O sistema de coordenadas adimensionais ¢ um instrumento que facilita de forma consi-
deravel os calculos numéricos do problema restrito e por isso ¢ o mais utilizado na lite-
ratura. Para tornar o sistema adimensional, as distancias serdo divididas pela distancia
entre os dois primarios (d) e as massas serdao divididas pela massa total dos dois prima-
rios (m). Além disto sera definido que a velocidade angular do sistema ¢ unitéria, de tal
forma que € possivel introduzir uma nova escala de tempo que ¢ numericamente igual

ao angulo y. Dessas consideracdes, define-se as seguintes transformagoes:

X' y' F
X=— ;y="—; t=01 ; Q= ;
d 774 R
(2.10)
_ho Iy, oM b my 2
I3 4’ Iy 4 Ky m d [P} m d

Desta forma, as equagdes de movimento da particula Ms nessas novas variaveis ficam:
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K-2y=Q_ |
(2.11)
§+2k=0Q,

. . N 0Q oQ
onde o ponto significa derivada em relagdo ao tempote Q =—, Q =——

ox YT oy’

Neste trabalho a massa especifica |, referente ao primario M, serd chamado apenas de
u, conforme o padrdo adotado na literatura da area. Logo, colocando a massa especifica

u; em fungdo de p tem-se que w; =1 —p.
As seguintes propriedades representam a sintese do sistema adimensional:

a) a unidade de distancia ¢ definida como a distancia entre M; e M;, os dois cor-

pos primarios do sistema considerado;
b) a unidade de massa do sistema € m = m; + my;

¢) a unidade de tempo ¢ definida de tal forma que a velocidade angular deste sis-

tema € unitaria (o = 1);
d) a constante gravitacional do sistema também ¢ unitaria (terceira lei de Kepler);
e) o periodo do movimento dos dois primarios € 27.
2.2.3. A Integral de Jacobi

No problema restrito de trés corpos a energia e o0 momento angular do sistema nao se
conservam. Este fato se deve a aproximacdo feita de que M3 possui massa desprezivel.
Com isto o movimento de M3 ¢ afetado pelos dois primarios, mas nao afeta o0 movimen-
to deles, ferindo a lei da acdo e reagdo, que ¢ a base da lei de conservagdo da energia e
do momento angular no problema de n corpos. Porém, existe uma outra grandeza neste
sistema que se conserva, descoberta inicialmente por Jacobi em 1836, e por isto deno-

minada de integral de Jacobi.
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Para obter a integral de Jacobi, multiplica-se a primeira equacdo de (2.9) por dl , a
T

dy’

segunda por — , somam-se os resultados e integra-se no tempo. Com isto obtém (Sze-

behely, 1967):

v Jt.(—d’ dyj o (2.12)

onde C' é a chamada constante de Jacobi e

1 2 ’ 2
v? = (‘(11" j +(‘;—y) (2.13)
T T

representa a velocidade da particula M3 no sistema girante. O resultado acima também

pode ser escrito da forma:
v?=2F-C", (2.14)
que nas coordenadas adimensionais definidas acima fica:
v =2Q-C. (2.15)
2.2.4. Pontos Lagrangianos

Existem pontos de equilibrio no problema restrito de trés corpos que sdo chamados de
pontos lagrangianos. Sao pontos para os quais a equacao VQ = 0 ¢ satisfeita. Entao, pa-
ra encontrar as coordenadas dos pontos lagrangianos € necessario impor as condigdes

Q. =Q, = 0. Procedendo dessa maneira, tem-se:

Q. -x (1—u)£X+u) u(x—31+u):0
I3 I3
(2.16)
l-p
Q =y 1-—H_Hl_g
g ( r133 r233]
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Pode-se entdo observar que essas equagdes possuem dois tipos de solugdes (Szebehely,

1967):

a) Quando y = 0, a segunda equagao fica imediatamente satisfeita, e a primeira se
transforma em uma equagdo cubica em x. Resolvendo esta primeira equagao,
obtém-se trés solucdes, que correspondem a trés pontos de equilibrio, todos e-
les colineares e pertencentes ao eixo horizontal. Na literatura existe uma nao
uniformidade na nomenclatura destes pontos. Neste trabalho eles serdo chama-
dos de L;, L, e L3, conforme mostrado na Figura 2.2, sendo que o ponto exis-
tente entre os dois primarios € o primeiro (L;). A exata posi¢do destes pontos

depende do valor de p. As posigdes mostradas na Figura 2.2 sdo aproximadas;

oL

i

oL

Fig. 2.2 — Pontos lagrangianos.

b) Quando y # 0, o Unico modo de satisfazer a segunda equacdo, satisfazendo
também a primeira equagao, ¢ fazendo r;3 = r3= 1. Isso fornece mais dois pon-
tos de equilibrio, que serdao chamados de L4 e Ls, também conhecidos como
pontos triangulares. Isso pode ser notado na Figura 2.2, pois junto com M; e

M; eles formam um tridngulo equilatero.

Conhecidas as posi¢des destes pontos ¢ importante estudar as condig¢des de estabilidade
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para determinar o comportamento de uma particula que, colocada num destes pontos de
equilibrio, sofre um pequeno deslocamento. Segundo Roy (1988) tém-se os seguintes

resultados para a andlise da estabilidade desses pontos:
a) Os pontos colineares sdo sempre instaveis;

b) Os pontos triangulares sdo estaveis quando p < 0.0385 (isto engloba os siste-

mas mais importantes conhecidos: Terra-Lua, Sol-Terra, Sol-Jupiter, etc.).
2.2.5. Curvas de Velocidade Zero

As curvas de velocidade zero (Szebehely, 1967) se constituem numa importante ferra-
menta de analise de trajetorias no problema restrito de trés corpos, pois fornecem resul-
tados que permitem determinar regides proibidas e permitidas para o0 movimento de um
veiculo espacial. Essa andlise se inicia assumindo que a velocidade da particula se anu-

le. Assim sendo, a integral de Jacobi mostrada pela equagdo (2.15) fica:

2(1- 2

2Q=c:»x2+y2+w+—“=c. (2.17)
E Iy

Essa equacao determina as possiveis regides de movimento para um determinado valor

da constante de Jacobi C. Estas regides também sdao conhecidas como curvas de Hill ou

curvas eqiiipotenciais.

De forma geral, o movimento de uma particula para um determinado valor de C, s6 ¢
permitido nas regides onde 2Q) > C, caso contrario, a velocidade ao quadrado tera valor
negativo (equagdo (2.15)), o que ¢ uma impossibilidade fisica. Note que, conhecido o
valor da constante de Jacobi, ndo se tem nenhuma informacao sobre a trajetdria da par-

ticula, apenas ¢ conhecido os limites do movimento.

Analisando o movimento da particula com um valor elevado de C, para que a expressao

(2.17) seja satisfeita, € necessario que ocorra uma das seguintes possibilidades:

~ 2 2 . .. ,
a) se a expressdo X~ + y~ tem um valor elevado isso significa que a particula deve
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estar fora dos limites externos na Figura 2.3a;

b) se ;3 for pequeno, gerando um valor elevado para o termo 2(1 — p)/r;3, isso si-
gnifica que a particula deve estar proxima de M;, dentro da oval esquerda

mostrada na Figura 2.3a;

¢) se 1y3 for pequeno, gerando um valor elevado para o termo 2/r23, isso significa
que a particula deve estar nas proximidades de M,, dentro da oval direita mos-

trada na Figura 2.3a.

As regides em branco na Figura 2.3 sdo os lugares possiveis de movimento. Se a parti-
cula estiver proxima de M; ou M; ela se mantém dentro das respectivas ovais. Neste
caso ¢ impossivel que ela possa ser transferida de M, para M;, e vice-versa, sem alterar
o valor de C, caso contrario ela teria que passar por uma regido proibida para seu mo-
vimento (a regido clara). Da mesma maneira, a particula ndo pode escapar do sistema
para o infinito e, se a particula comeg¢a o movimento longe dos primarios, fica impossi-

vel uma aproximacao.

Reduzindo o valor de C, as ovais aumentam de tamanho e a curva externa encolhe. As
ovais irdo crescer com a reducdo de C até se encontrarem no ponto lagrangiano inter-
mediario L;, como pode ser visto na Figura 2.3b. Com este valor de C ¢ possivel ocorrer
uma transferéncia natural entre M; e M, (sem aplicagdo de forgas ndo gravitacionais,
tais como propulsores). A transferéncia do infinito para as proximidades do sistema M-

M, ainda ¢ impossivel.

Com uma nova redugdo de C a regido de comunicacdo entre M; e M, aumenta (Figura
2.3¢). Reduzindo mais o valor de C, as curvas internas entram em contato com as exter-
nas no ponto lagrangiano L,, conforme mostra a Figura 2.3d. Agora ¢ possivel uma co-

municag¢ao das vizinhangas de M;-M, com o infinito.

Reduzindo novamente o valor de C a regido proibida fica cada vez menor, aumentando
a comunicacdo de M;-M; com o infinito. Ocorrendo também a ligacdo entre o infinito

e M;-M,; pelo lado esquerdo, como mostrado na Figura 2.3e. Com uma maior reducao
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no valor de C, a regido proibida fica restringida as vizinhangas dos pontos lagrangianos
L4 e Ls e a particula pode mover por todo o plano, exceto nas regides proximas de L, e

Ls, que sdo os pontos que requerem um valor de C menor para serem acessados.

A A
Ll
@ *—p O o oO—Pp
Ml M2 Ml M2
2.3a 2.3b
A A
L, L,
@ . *——p O o— s p
Ml M2 Ml MZ
2.3¢c 2.3d
A A
° L4
L3
. @ o——P @ o—p
Ml MZ Ml MZ
° L5
2.3e 2.3f

Fig. 2.3 — Regides limites para velocidade zero.

2.2.6. Regularizacdo de Lemaitre

Regularizagdo ¢ uma ferramenta muito Util quando sdo feitas integragdes numéricas de

trajetorias que passem proximas de corpos celestes que se movem governados por di-
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namicas do tipo da lei de Newton, cuja forca € proporcional ao inverso do quadrado da
distancia. Devido a isto, quando a particula se aproxima muito de um dos corpos envol-
vidos, como no caso de uma colisdo por exemplo, a distancia entre os corpos fica pe-
quena, fazendo com que a forca cres¢a rapidamente, podendo levar a erros durante o

processo de integracdo numeérica.

A eliminagdo deste problema numérico ¢ obtida através de transformagdes de variaveis

que, se bem feitas, levam a uma equacao de movimento sem singularidades.

No caso do problema restrito de trés corpos, as técnicas de regularizagdo podem ser di-
vididas em dois grupos: locais, quando eliminam uma singularidade de cada vez; e glo-

bais, quando eliminam as duas singularidades ao mesmo tempo.
2.2.6.1. Equacoes de Movimento Regularizadas

Existem varias técnicas de regularizacao global no problema restrito de trés corpos cita-
das na literatura. Szebehely (1967) expde as técnicas de Birkhoff, Thiele-Burrau, e ou-
tras. Neste trabalho sera utilizada a regularizagdo de Lemaitre e por isto somente esta

técnica sera explicada em maiores detalhes.

Para efetuar essa regularizagdo, inicialmente ¢ feito um deslocamento da origem do sis-
tema de coordenadas girante adimensional da Figura 2.1, através de uma mudanca das
variaveis x-y para a variavel complexa q = q; + iqp, onde 1 = (—1)1/ ? ¢ a unidade imagi-

naria. Essa etapa segue as seguintes equagoes (Szebehely, 1967):

q, :X+%_“:
(2.18)
4 =Y

sendo p a massa adimensional do menor primario. Com esta transformagao a origem do

sistema q;-q; fica na distancia média entre M; e M,.

As transformagdes seguintes sao:
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1 1
q="f(p :Z(p2+?J (2.19)

para a transformacao de posi¢do, onde p ¢ a nova variavel de estado, e:

k-1

_| "(p )| =
4l

(2.20)

etéo

para a transformagdo do tempo t para o tempo T, lembrando que f'(p) = —d£$)

tempo adimensional.
Nestas novas variaveis, a equacao de movimento do corpo M3 fica:
. 2
p" +21|f’(p)| p'=V, 0 , com

ve=29,%9 2.21)

’ op,  0p,

orfa- S

A equacdo (2.21) escrita em variaveis de estado fica:

PL=pP; >

Py =Py
(2.22)

20
Py =2p,/f"(p)[ + 5.

1

00

Py =—2p,|t’

2

As equagoes (2.22) sdo as utilizadas neste trabalho.
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2.2.7. Equac¢oes de Movimento do Problema Restrito Eliptico de Trés Corpos

No problema de trés corpos restrito eliptico, os dois primarios estdo em orbitas elipticas
em torno do centro de massa do sistema. O eixo horizontal & € o eixo horizontal e o eixo
vertical n € perpendicular a & (Figura 2.1). As variaveis, de agora em diante, serdo adi-
mensionais (ou seja, as variaveis de distancia estdo divididas pelo semi-eixo maior € as

de massa pela massa total do sistema). Desta forma, as posi¢des de M, e M, sdo (Brouc-

ke, 1969):
§, = —prcosy M, = —prseny (2.23)
£, = (1 — u)r cosy m, = (l — u)rseny (2.24)
onde r ¢ a distincia entre os dois primdrios dividido pelo semi-eixo maior, dada por
1-¢’

r=———— v ¢ aanomalia verdadeira de M; e e ¢ a excentricidade.
l1+ecosy

Nesse sistema adimensional a velocidade angular média dos primarios ¢ igual a unida-

de. As equacdes de movimento da particula de massa desprezivel M3 sdo dadas pela ex-

pressao:
el uZ(} -&)_ u(&r; &) (2.25)
i _(l—u)r(;w—m)_ u(nr; n,) (2.26)

onde 3 € 173 sdo as distancias adimensionais entre M3-M; e M3-M,, respectivamente, e

sdo dadas pelas expressoes:
r123 = (& o EJI )2 + (ﬂ - )2 (2-27)

r=(E-&) +(n-n,) (2.28)
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e &1, M1 sdo as coordenadas que especificam a posi¢do do primeiro primario e &, N2 as

coordenadas que especificam a posi¢do do segundo primdrio.

Além do sistema fixo que foi apresentado aqui, também existem equacdes desenvolvi-
das para o sistema girante-pulsante. O sistema ¢ pulsante devido a variag@o da distancia
entre os primarios com a anomalia verdadeira. Neste trabalho serd usado somente o mo-
delo descrito nesta secdo. Uma descricdo mais detalhada pode ser encontrada em Sze-

behely (1967).
2.3. Revisao Bibliografica

Yamakawa (1992) foi um dos primeiros a se preocupar em ordenar os conhecimentos
sobre a captura gravitacional. Os estudos sobre o tema foram inicialmente utilizados
para explicar a captura dos satélites planetarios. Foi somente na década de 90 que se
iniciaram os estudos desse fenomeno na redug¢do de consumo de combustivel num pro-
blema de transferéncia orbital entre dois corpos (Belbruno e Miller, 1990a,b). Yamaka-
wa (1992) fez uma revisdo bibliografica muito precisa, se tornando a base principal das
consultas deste trabalho. Portanto, nessa secdo sera apresentado apenas o essencial das
referéncias sugeridas por Yamakawa, de modo a facilitar a consulta do leitor além de
dar corpo e coeréncia ao presente trabalho. Portanto sera dada apenas uma explicacao
geral de como o problema de captura gravitacional comecou, enfatizando principalmen-
te as suas bases tedricas. O modelo que servira de base para estudar esse topico sera o

problema restrito de trés corpos, tanto na sua versao circular como na eliptica.

No problema geral de trés corpos (onde as trés massas sao consideradas finitas), o termo
“captura” usualmente se refere ao fendmeno no qual trés corpos que t€m suas posi¢cdes
iniciais infinitamente distantes uns dos outros se aproximam, sendo que a distancia en-
tre dois dos trés corpos se mantém limitada pelo resto do tempo. Foi demonstrado por
Merman (1952) e outros autores (Schmidt, 1947; Sitnikov, 1952; Khil’mi, 1961; Alek-
seev, 1963) que a captura permanente € possivel no problema geral de trés corpos no
caso de transi¢des do movimento hiperbolico para o hiperbolico-eliptico, desde que a

energia total do sistema seja positiva. No movimento hiperbolico as trés distdncias mu-
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tuas aumentam, até se tornarem infinitas. No movimento hiperbolico-eliptico, uma das
trés distdncias mituas se mantém limitada, enquanto que as outras duas vao crescendo

infinitamente.

J& no problema restrito de trés corpos, o termo “captura” significa que a terceira particu-
la se aproxima de um dos dois primdrios a partir de uma longa distancia (finita ou infi-
nita) e depois permanece proxima desse primario (mantém uma distancia que nao exce-
de um certo valor finito pré fixado). Sizova (1952) e Merman (1953) demonstraram que
no problema restrito hiperbdlico de trés corpos, a captura permanente ¢ possivel. Tam-
bém foi Merman (1954) quem demonstrou que no problema restrito parabdlico de trés
corpos a captura permanente ndo € possivel. Para os problemas restritos circular e elip-
tico de trés corpos, Hopf (1930), Fesenkov (1946), Yegorov (1960), Sung (1969), e Ta-
nikawa (1983) demonstraram que a captura permanente ¢ impossivel, o que implica que
o fendomeno de captura ¢ de natureza necessariamente temporaria. Esta captura tempora-
ria significa que a terceira particula se aproxima de um dos primarios a partir de uma
distancia longinqua (infinita ou ndo) e se mantém a uma certa distancia de um dos pri-
marios por um certo tempo. Em seguida ela se afasta novamente deste primario indo

para longe (a uma distancia infinita, ou ndo).

Analisando a captura temporaria pelo menor dos primarios nos problemas restritos cir-
cular e eliptico de trés corpos, duas formas de captura podem ser encontradas: uma ¢
utilizando o conceito de captura pelos pontos de Lagrange L; ou L, e a outra ¢ utilizan-

do o conceito de espaco de fase.

No problema restrito circular de trés corpos, quando a integral de Jacobi tem um valor
relativamente baixo, as regides possiveis de movimento estao restritas ao redor dos dois
primarios (Szebehely, 1967). Esta regido ¢ uma abertura na forma de pescoco de garrafa
perto do ponto de Lagrange L; (Figura 2.3b e 2.3c da Secdo 2.2.5). Uma particula inici-
almente perto do maior primario pode se aproximar do menor primario através dessa
abertura. Este tipo de trajetéria ¢ chamada de captura pelo ponto de Lagrange e ¢ consi-
derada como uma trajetéria potencial que pode ser adquirida pelos satélites naturais an-

tes de serem capturados pelos seus planetas.
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Em 1971 e 1972, Bailey usou o problema restrito planar eliptico de trés corpos e aplicou
a idéia da captura pelo ponto de Lagrange L, para explicar a origem dos satélites de Ju-
piter (Bailey, 1971a,b; 1972). Ele utilizou o fato de que a integral de Jacobi ¢ constante
ao longo da trajetoria, para obter trajetdrias com formas de Orbitas elipticas em torno de
Japiter depois da captura. Bailey concluiu que a excentricidade da trajetéria dos dois
primarios (Sol e Jupiter) tem grande influéncia no mecanismo de captura pelo ponto de
Lagrange. Porém, em 1975, Heppenheimer investigou os resultados de Bailey concluin-
do que a influéncia da excentricidade ndo ¢ essencial (¢ de terceira ordem), e a érbita
dos dois primarios pode ser considerada circular (Heppenheimer, 1975; Heppenheimer e

Porco, 1977).

Byl e Ovenden (1975) confirmaram numericamente que o conceito de captura pelo pon-
to de Lagrange usando a integral de Jacobi ndo pode ser usada para explicar as origens
dos satélites jupiterianos, sendo necessario utilizar algum outro mecanismo, com por
exemplo o arrasto atmosférico ou as forcas de marés. O ultimo resultado também foi
evidenciado por Malcuit e outros (Malcuit, 1989; Szebehely e Evans, 1980). Horedt
(1976) analisou orbitas de pré e pds captura do satélites jupiterianos, utilizando o mode-
lo do problema restrito circular de trés corpos, também baseando-se no conceito de cap-

tura pelo ponto de Lagrange.

A 1idé¢ia de aplicagdo de trajetorias de captura pelo ponto de Lagrange em orbitas de sa-
télites artificiais ja havia aparecido nos trabalhos de Darwin em 1897 com calculos e
analises (Darwin, 1897). Depois, maiores contribuigdes para esta area foram conduzidas
por Yegorov (1958), Thuring (1959), Arenstorf (1963), Davidson (1964), ¢ Conley
(1968). Todos estes trabalhos lidam com captura pelo ponto de Lagrange numa transfe-
réncia Terra-Lua, porém o inicio da transferéncia ndo ocorre na Terra, e sim em regides
proximas da Terra. Na realidade, as transferéncias ocorrem entre regides proximas da

Terra e proximas da Lua.

Em 1977, uma aplicagdo interessante da captura gravitacional foi mostrada por Heppe-
nheimer: o transporte de material da Lua (Heppenheimer e Kaplan, 1977; Heppenhei-

mer, 1978a,b,c) foi proposta com o uso de trajetorias de transferéncia comecgando a par-
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tir do ponto de Lagrange L, até uma orbita geocéntrica passando pelas vizinhangas de
L;. Em 1987, Belbruno fez uma tentativa de utilizar uma trajetéria de captura pelo pon-
to de Lagrange em uma transferéncia Terra-Lua, onde a principal caracteristica foi o uso
de propulsdo i6nica, gerada por ventos solares nas fases terminais (préoximas da Terra e
da Lua), obtendo a saida da Terra e inser¢ao na oOrbita lunar (Belbruno, 1987). Em 1990,
Belbruno e Miller aplicaram o mecanismo de captura gravitacional temporaria numa
trajetoria de transferéncia Terra-Lua utilizando a gravidade solar e a manobra de swing-
by. Os resultados mostraram uma economia de combustivel em relacdo as transferéncias
do tipo de Hohmann, ao custo de um tempo maior para a transferéncia (Belbruno e Mil-
ler, 1990a,b; Miller e Belbruno, 1991; Sweetser, 1991; Belbruno et al., 1991). Eles in-
troduziram um conceito chamado limite de estabilidade fraca (ou limite nebuloso) para
deduzir uma esfera de influéncia gravitacional mais realista em relagdo a esfera de in-
fluéncia classica (Belbruno, 1989, 1990). Pelo ponto de vista de perfil de orbita, notas
semelhantes também sdo encontradas nos trabalhos de Tanabe e outros, para transferén-

cias para pontos de Lagrange comecando a partir da Terra (Tanabe ef al., 1982).
2.4. Conceitos Basicos Relativos ao Problema de Captura Gravitacional

Os conceitos e definigdes aqui apresentados foram extraidos da tese de doutorado de
Yamakawa (1992). Ele foi o primeiro a sistematizar o estudo da utilizagdo da captura
gravitacional em transferéncia orbital, o que justifica a utilizacdo dos mesmos termos e
valores numéricos que ele empregou em seu trabalho, embora varios desses valores te-

rdo a sua validade testada no decorrer do presente trabalho.

O fenémeno de captura em sistemas de trés corpos € importante porque a maioria dos
sistemas que sdo estudados se baseiam em trés corpos, como no caso da Terra, Lua e

um veiculo espacial; ou ainda o Sol, um planeta e um veiculo espacial; etc..

Quanto ao modelo utilizado, a andlise da captura gravitacional pode ser dividida em du-

as categorias:

a) no problema geral de trés corpos, onde cada corpo afeta mutuamente o movi-

mento dos outros dois corpos;
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b) no problema restrito de trés corpos, onde um dos corpos tem massa desprezivel

em relacdo aos outros dois e ndo influencia 0 movimento desses.

No problema restrito ainda existem quatro possibilidades de estudo, correspondendo ao

movimento relativo dos dois primarios:
a) hiperbdlico;
b) parabolico;
c) eliptico;
d) circular.

Assim como Yamakawa (1992), também neste trabalho serd enfocado o sistema Terra-
Lua, mas também serdo apresentados alguns estudos com outros sistemas com o objeti-
vo de generalizar os resultados que forem encontrados. Sera utilizada a dinamica do
problema restrito de trés corpos e, diferentemente de Yamakawa (1992), além do mo-

vimento circular para os dois primarios, também serd estudado o movimento eliptico.

A captura gravitacional referida neste trabalho ¢ de carater temporario, ja que os mode-
los estudados sdo os dados pelo problema restrito circular e eliptico de trés corpos e,
como foi mencionado nas referéncias bibliograficas na Sec¢do 2.2, ¢ impossivel a captu-
ra gravitacional permanente nestes dois tipos de modelo. Mesmo assim, a captura gravi-
tacional temporaria no problema de transferéncia de um veiculo espacial da Terra para a
Lua ¢ de grande importancia. Como serd demonstrado nos capitulos seguintes deste tra-
balho, no momento da captura gravitacional o veiculo espacial estd com uma velocidade
relativamente baixa em relacdo a Lua, o que implica que o consumo de combustivel pa-

ra a estabiliza¢do da oOrbita (tornar a drbita circular em torno da Lua) ¢ baixo.

Alguns dos termos que aparecerao com freqiiéncia neste texto serdo apresentados a se-

guir.
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2.4.1. C3 (Energia de Dois Corpos)

Expressa pela soma da energia cinética e da energia potencial do veiculo espacial em

relacdo a um dos primarios (no caso deste trabalho, a Lua):

3oy M (2.29)

r
onde r e V sdo a distancia e a velocidade do veiculo espacial em relagdo a Lua, e p é a
massa adimensional (ou especifica) da Lua. Para os sistemas de dois corpos C3 € cons-
tante, desde que nenhuma outra forga, além da atracao gravitacional do corpo central,
exista. Nota-se que C3 = 2E, onde E ¢ a energia total por unidade de massa do corpo M;

dada pelo problema de dois corpos.

A Tabela 2.1 mostra a relagdo entre o tipo de secdo cOnica que representa a Orbita do

veiculo espacial e o sinal de C3.

TABELA 2.1 - RELACAO ENTRE SECAO CONICA E SINAL DE C3

Sinal de C3 | Secao Conica
C3>0 hipérbole
C3=0 pardbola
C3<0 elipse

2.4.2. Esfera de Influéncia

A esfera de influéncia da Lua serd definida como uma esfera cujo raio ¢ de 100.000 km.
Esta esfera de influéncia estd além da esfera de influéncia classica (Roy, 1988), cujo
raio ¢ da ordem de 66.000 km para a Lua. Este nimero esta préximo da distancia critica
para a Lua, que ¢ definida por r = (2u)1/ 3 (Yamakawa, 1992), onde p, neste caso, ¢ a
massa da Lua (o Apéndice A apresenta a demonstracao da equagao da distancia critica).
A distancia critica marca a fronteira onde a energia de dois corpos C3 ainda ¢ negativa,

o que ¢ uma das condigdes para a captura gravitacional.
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2.4.3. Coordenadas Adimensionais

Para manter maior precisdo nas integragdes numéricas, serdo utilizadas coordenadas a-
dimensionais neste trabalho. Considerando o sistema Terra-Lua, as unidades de distan-

cia, velocidade, tempo e massas s3o as mostradas na Tabela 2.2 a seguir.

TABELA 2.2 - VALORES DAS UNIDADES UTILIZADAS NESTE TRABALHO

Tipo Representado Por Valor
unidade de distancia - 384400 km
Unidade de velocidade - 1.023157299 km/s
Unidade de tempo - 4.3483774 dias
Massa da Terra I-u 0.9878493317
Massa da Lua u 0.0121506683

Com estes valores, a constante gravitacional G fica a unidade e o periodo de revolugdo

da Lua em torno do centro de massa do sistema € de 2.

2.4.4. Defini¢ao de Captura Gravitacional

Baseado no que foi colocado até agora, pode-se definir captura gravitacional de duas

formas distintas (Yamakawa, 1992).
Definicao 1:

a) Embora o valor de C3 de um veiculo espacial com respeito a Lua seja positivo
fora da esfera de influéncia (ou seja, o veiculo espacial esta numa oOrbita hiper-
bolica), ele se torna negativo na periluna (a orbita é transformada em eliptica)

sem o uso de forcas ndo gravitacionais. Essa defini¢ao ¢ conceitual.
Uma segunda defini¢do, mais adequada para analise numérica, ¢ dada abaixo.

Definicao 2:
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Considera-se que ocorreu uma captura gravitacional quando ocorrem os seguintes fatos:
a) C3 com respeito a Lua ¢ negativo na periluna;

b) A distancia entre a Lua e o veiculo espacial excede 100000 km antes de com-

pletar 50 dias, sem que haja uma colisdo com a Lua.

Nos calculos computacionais que serdo utilizados nesse trabalho para o estudo da captu-
ra gravitacional, esta segunda defini¢do sera aplicada, devido a sua objetividade e por
ser praticavel do ponto de vista computacional. No Capitulo 4, as duas defini¢des serdao

estudadas analisando a influéncia nos resultados.
2.4.5. Formas de Captura

Do ponto de vista da mecanica orbital, existem duas possibilidades para a captura gravi-
tacional em torno do primario de menor massa: uma captura circulando na dire¢do hora-
ria do sistema, ou uma captura circulando numa dire¢do anti-horéria do sistema. Para o
primeiro tipo dd-se o nome de captura retrégrada, e para o segundo tipo, de captura di-
reta. A Figura 2.4 apresenta os dois tipos de captura cujas condigdes iniciais sdo C3=

—0.10 ¢ 0. = 60 . Estas duas trajetorias tém o mesmo valor de C3 e de a.
A Figura 2.5 mostra a magnifica¢do das capturas ocorridas nas trajetorias da Figura 2.4

Com estes conceitos e definicdes sera possivel estudar o problema de captura gravita-

cional aplicando a dindmica de trés corpos.
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CAPITULO 3
VALIDACAO DOS MODELOS DESENVOLVIDOS
3.1. Introducao

Neste Capitulo sdo apresentados e reproduzidos alguns dos resultados obtidos por Ya-
makawa em sua tese de doutorado (Yamakawa, 1992). O objetivo é fazer uma compara-
¢do que garanta que os passos seguidos e os softwares desenvolvidos neste trabalho es-
tejam de acordo com os publicados na literatura, garantindo assim a qualidade deste tra-
balho. Em seguida a essa comparagdo serdo apresentados resultados que ratificam o
modelo desenvolvido para o problema restrito eliptico de trés corpos. Uma literatura

adicional foi procurada, dado que Yamakawa (1992) ndo considerou esse modelo.
3.2. Descricao do Procedimento

Nesta etapa foi utilizado o modelo restrito circular de trés corpos. Os calculos foram
feitos no sistema de coordenadas rotacionais adimensionais, apresentado no Capitulo 2.
Também foi utilizada a regularizacdo de Lemaitre, que também foi apresentada no Ca-

pitulo 2.

O objetivo desta etapa do trabalho ¢ o de encontrar trajetorias que terminem em captura
gravitacional proximas da Lua. Para fazer isto, foram geradas vérias trajetdrias cujas

caracteristicas sdo explicadas abaixo.

a) Foi utilizado o sistema Terra-Lua como sistema de binarios para o modelo di-

namico;

b) O movimento ¢ sempre estudado no plano do sistema Terra-Lua. Isso se deve
ao fato de que foi demostrado por Yamakawa (1992) que a captura fora desse

plano nao melhora as eventuais economias de combustivel;

¢) O ponto de partida de cada trajetoria fica a uma distancia de 100 km da superfi-

cie da Lua (r, = 1838 km a partir do centro da Lua) e na integra¢cdo numérica o
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passo de tempo ¢ negativo (portanto as condi¢des ditas iniciais, sdo na realida-
de as condigdes finais da orbita, apds a captura). Para especificar completa-
mente a posi¢ado inicial, ¢ necessario conhecer o valor de mais uma variavel. A
variavel usada € o angulo a, que ¢ o angulo da posicao da periluna. Este angulo
¢ medido a partir da linha Terra-Lua, no sentido anti-horario, a partir do lado

da Lua oposto a Terra (Figura 3.1);

Esfera de
P influéncia
Trajetoria
do veiculo
espacial
<
Paraa
Terra Lua

Fig. 3.1 — Descri¢@o dos parametros de captura.

d) A magnitude da velocidade inicial V ¢ calculada a partir do valor de

C3=2E=V’- 2—“, onde E ¢ a energia por unidade de massa obtida pelo mo-

r
delo de dois corpos do veiculo espacial com respeito a Lua, V ¢ a velocidade
do veiculo espacial em relagdao a Lua, p ¢ a massa adimensional da Lua e que
tem o mesmo valor do parametro gravitacional da Lua ja que o sistema de adi-
mensional (Capitulo 2), e r ¢ a distancia adimensional entre o veiculo espacial
e o centro da Lua. A direcao inicial da velocidade ¢ escolhida como sendo per-
pendicular a linha que une o veiculo espacial ao centro da Lua, apontando na

direcdo anti-hordria para as Orbitas diretas e na direcdo horaria para as orbitas
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retrogradas (Figura 2.4). O valor inicial de r ¢ escolhido de forma que o veiculo

espacial passe na periluna desejada (r,);

e) E considerada como sendo uma o6rbita de escape (logo, de captura no sentido
normal do tempo), uma oOrbita que satisfaga a defini¢do 2 mostrada na Secao
2.4.4 do Capitulo 2, ou seja, quando o veiculo espacial alcanca a distancia de
100000 km (0.26 em unidades candnicas) a partir do centro da Lua, num tempo
menor do que 50 dias (aproximadamente 12 unidades candnicas de tempo). A
Figura 3.1 mostra o ponto P onde o veiculo espacial escapa da esfera de influ-
éncia. O angulo que define este ponto ¢ chamado de angulo da posicao de en-
trada (Yamakawa, 1992) e ¢ designado pela letra grega . Também existem

testes para verificar se ocorrem colisdes com a Lua durante o processo de esca-

pe.

Serdo utilizados dois integradores numéricos: um Runge-Kutta de quarta ordem e passo
fixo (Press et al., 1992), e um Runge-Kutta de sétima ordem com passo variavel e oita-
va ordem quando o passo ¢ fixado (Kondapalli e Kuga, 1986). O integrador de 7/8 or-
dem serd o mais usado neste trabalho, enquanto que o de quarta ordem serd usado ape-
nas para a comparacdo que sera feito no Capitulo 4. O computador utilizado ¢ um PC
com processador Pentium de 100 Mhz, e o compilador FORTRAN ¢ o Microsoft For-

tran Power-Station 4.0.
3.3. Validacido do Modelo Circular

A primeira comparagao feita foi com as trajetorias geradas no problema restrito circular
de trés corpos. Foi tentado obter as mesmas trajetorias do trabalho de Yamakawa (1992)
utilizando-se as condi¢des iniciais dadas por ele. A reproducao da orbita 1 da figura 3-
24 da tese de doutorado de Yamakawa (1992), cujas condicdes iniciais dadas na perilu-
na sao: distancia de 1838 km do centro da Lua; velocidade de 2.265 km/s; C3 de —0.204
km?/s* (que equivale a —0.18175959 unidades candnicas) e o. = 180°, est4 apresentada

nas Figuras 3.2 e 3.3 a seguir.
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Fig. 3.2 — Orbita 1 no sistema rotacional.
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Fig. 3.3 — Orbita 1 no sistema geocéntrico inercial.

As duas figuras correspondem exatamente aos resultados obtidos por Yamakawa (1992)
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como demonstra a Figura 3.4 onde esta apresentada a copia traduzida da figura original.
Neste trabalho a dindmica estd sendo governada por equacdes diferenciais regulariza-
das, diferentes das equacdes usadas por Yamakawa (1992) (o Apéndice A mostra a di-
namica utilizada por ele). Isto significa que o simulador de 6rbitas utilizado, apesar das

diferengas, funciona de forma equivalente.

L L L L 1 rr Uil i | rrrr LI L B | L L T 1.5

perilunai{t=0} J’ /: 1 érbita da Lua

\Lf—/v i ™S

:
N

L Jik e |

-

[Para a Tgrra Lua %1 |
A 100,000km i
" periluna - - |
| rp=1.838km,v=2.265kmis

L 3 c.r. a Lua=-0.204km2/s2
- alfa=180graus, drhita direta

/

drbita 1{sistema rotacional) orbita 1(sistema fixo)

Fig. 3.4 — Figura 3-24 de Yamakawa (1992).
FONTE: Adaptada de Yamakawa (1992, pg. 45).

A segunda comparagao feita foi com o angulo da posi¢ao de entrada . Para isto foram
propagadas varias Orbitas com as especificagdes acima, mantendo-se fixo o angulo o e
variando C3 até que se chegasse a uma energia minima em que as condi¢oes de captura
ainda eram respeitadas. Foram geradas duas curvas para 3, uma com orbitas diretas e
outra com Orbitas retrogradas. Em todas, o 4ngulo o foi mantido em 180°. O resultado

esta apresentado na Figura 3.5.

A Figura 3.5 corresponde a figura 4-4 da tese de doutorado de Yamakawa (1992) e ¢
apresentada aqui na Figura 3.6 para comparagdo. A area sombreada representa a regiao
onde ha colisdo com a Lua, ou quando o veiculo espacial ndo escapa da esfera de influ-
éncia da Lua no tempo estipulado na condigdo v da Se¢do 3.2. Esta figura assegura que

a esfera de influéncia da Lua e o tempo limite de captura estdo de acordo com as sugeri-
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das em Yamakawa (1992).

A Captura Direta
O Captura Retrograda

360 =

@000,

270 —

180 — LN

B (graus)

90 —

-0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00
C3 (km'/s’)

Fig. 3.5 — Angulo da posicio de entrada vs. C3 na periluna.
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Fig. 3.6 — Figura 4-4 de Yamakawa (1992).
FONTE: Adaptada de Yamakawa (1992, pg. 64).

Para verificar por que acontece a descontinuidade na captura direta em B entre 357.3° ¢
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22.6°, com C3 igual a —0.2087593 km’/s* ¢ —0.2098816 km*/s* (=0.186000029 e
—0.186999974 unidades candnicas), essas trajetorias sdo apresentadas na Figura 3.7.
Pensando em termos do escape, ou seja, as condigdes iniciais estdo na periluna e as fi-
nais na esfera de influéncia, as trajetorias sdo praticamente idénticas até o cuspide e, a
partir desse ponto, a trajetdria que tem a velocidade inicial menor, devido a energia me-
nor, ¢ novamente atraida pela Lua e depois escapa numa posicao mais distante do que a
da outra trajetéria. O ctspide ocorre quando a velocidade total do veiculo, no sistema de

referéncias girante, ¢ igual a zero (Yamakawa, 1992). A magnificacdo do cuspide ¢ a-

presentada na Figura 3.8.

C3=-0.2087593

----- C3=-0.2098816
0.1 Esfera de
- nfluéncia
0.10 S,
’
4
— 4
( "
0.05 H
LemT >
> — . !
’ [}
L]
0.00 ; ( '
'Lua '
| " \
\ )
-0.05 * !
) . '
| .. )
-0.10
0.90 1.00 1.10 1.20 1.30
X

Fig. 3.7 — Trajetorias que produzem a descontinuidade em [ entre 357.3° ¢ 22.6°.
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Fig. 3.8 — Magnificagao do cuspide.

Uma outra descontinuidade na captura direta que ¢ mais evidente ocorre entre as ener-
gias C3 = —0.2115652 km?s> e C3 = -0.2121263 km?/s* (-0.188500025 e
—0.188999953 unidades canonicas) com B = 5° ¢ B = 178.8° respectivamente. As duas
trajetorias estdo apresentadas na Figura 3.9. Neste caso também aparece a coincidéncia

de caminhos entre a Lua e o cuspide, para as duas trajetorias.

Os proximos dois testes reproduzem o estudo feito por Yamakawa (1992) em relagdo ao
comportamento do dngulo da posicao de entrada B e do semi-eixo maior em relacdo ao
angulo da posi¢do da periluna o, definido na Secdo 3.2 e mostrado na Figura 3.1. As
Figuras 3.10 e 3.11 apresentam os resultados obtidos quando o ¢ variado de 0 a 360

graus com incrementos de 1 grau e C3 é mantido constante em —0.182 km?/s’
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(=0.16215807 unidades candnicas).

0.15

0.10

0.05

0.00

-0.05

-0.10

Fig. 3.9 — Trajetdrias que produzem a descontinuidade entre = 5° ¢ = 178.8°.

Estas duas figuras, com a exce¢do de uns poucos pontos, sdo similares as figuras mos-
tradas na Figura 4-8 de Yamakawa (1992) e que estdo reproduzidas aqui na Figura 3.12.
Os pontos extras que aparecem neste trabalho provavelmente se devem a diferenga entre
as dinamicas dos modelos utilizadas. Estas Figuras garantem que a definicao de captura

do lado da Terra e a captura pelo lado contrario ao da Terra (definidas no Capitulo 6),

estao corretas.

C3 =-0.2115652
C3=-0.2121263
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Fig. 3.10 — Angulo da posigdo de entrada vs. ngulo de posi¢do da periluna.
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Fig. 3.11 — Semi-eixo maior vs. angulo de posi¢ao da periluna.
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Fig. 3.12 —Figura 4-8 de Yamakawa (1992).
FONTE: Adaptada de Yamakawa (1992, pg. 67).

Uma experiéncia interessante ¢ fazer um grafico do semi-eixo maior vs. o angulo da po-
sicao de saida . A Figura 3.13 mostra esse resultado. Nota-se que se formaram dois
grupos: o primeiro quando o semi-eixo maior tem um valor superior a 400000 km e 3
tem um valor proximo de 0°; no outro grupo os valores do semi-eixo maior ¢ inferior a
400000 km ¢ B esta proximo de 180°. Estes grupos fazem a defini¢do da captura pelo
lado oposto ao da Terra (primeiro grupo) e da captura pelo lado da Terra (segundo gru-
po) (Yamakawa, 1992). Na Figura 3.1 se vé que quando B = 0° o veiculo espacial esta

do lado oposto ao da Terra e quando B = 180° o veiculo espacial estd do lado da Terra.

Utilizando-se da definicao destes dois tipos de captura € possivel ver a influéncia da es-
colha do angulo da posi¢do inicial da periluna a no tipo de trajetéria. A Figura 3.14 a-
presenta um grafico que mostra esta relagdo. A variacdo do angulo o faz com que as
trajetorias pulem de um tipo a outro. Essas transi¢des explicam as descontinuidades das
Figuras 3.11 e 3.12. Para ver o que esta acontecendo na transi¢do, foram reproduzidas
duas trajetorias, uma com o = 29° e outra com o = 30°, a primeira transi¢do da Figura
3.14. Estas trajetorias estdo apresentadas na Figura 3.15. Nesta Figura ¢ visivel que uma
trajetoria vai em dire¢do a Terra enquanto que a outra vai em dire¢ao oposta ao da Ter-

ra. Novamente as trajetdrias se unem no cuspide e seguem juntas até a periluna, sendo
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que uma ¢é capturada em o = 29° e outra com o = 30°.
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Fig. 3.13 — Semi-eixo maior vs. o angulo da posi¢ao de saida.
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Fig. 3.14 — Influéncia de a no tipo de captura.
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Fig. 3.15 — Trajetorias da descontinuidade.

Assim sendo, conclui-se, da série de estudos realizados neste Capitulo, que os modelos
desenvolvidos neste trabalho estdo em alto grau de concordancia com os resultados
mostrados em Yamakawa (1992) e pode-se passar a uma nova etapa, com novos resul-

tados sendo buscados.
3.4. Validagao do Modelo Eliptico

O proximo teste se refere a dinamica do sistema restrito eliptico de trés corpos. Como
esse modelo ndo foi utilizado por Yamakawa (1992), outros trabalhos da literatura serao
utilizados para comparagao e validagdo dos modelos desenvolvidos. Com esse objetivo,
foram propagadas as oOrbitas a, ¢ ¢ f da tabela 1 do artigo de Benest (1970). A Figura

3.16 mostra essas Orbitas que correspondem exatamente as orbitas a, ¢ e f da Figura 3 da
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literatura citada e sdo apresentadas aqui na Figura 3.17.

Fig. 3.16 — Trajetorias obtidas para o problema restrito eliptico de trés corpos.

A Figura 3.17 mostra as Figuras originais de Benest (1970) para serem comparadas com
que foram conseguidas utilizando a dindmica desenvolvida no Capitulo 2. E com a simi-

laridade dessas trajetérias € possivel garantir a validacdo do modelo eliptico desenvol-
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vido e que sera aplicado nos resultados do Capitulo 8.

(a)

~0.5 0.5

Fig. 3.17 — Figura 3 de Benest (1970).
FONTE: Adaptada de Benest (1970, pg. 159).
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CAPITULO 4
TESTE DAS HIPOTESES DE YAMAKAWA
4.1. Introducao

Neste Capitulo serdo feitos testes numéricos com as principais hipoteses feitas por Ya-
makawa (1992) e que foram apresentadas nos Capitulos 2, 3 ¢ Apéndice A do presente
trabalho. Serdo testados a esfera de influéncia de 100000 km, que define as trajetdrias
de captura gravitacional, ¢ o tempo maximo de 50 dias para que o veiculo espacial es-
cape da gravidade da Lua, que foi utilizado por Yamakawa (1992). Além disto serdo
feitos testes referentes aos métodos de integragdo numérica para garantir que nao exis-
tem erros numéricos significativos interferindo nos resultados aqui apresentados. Sendo
assim, esse Capitulo tem a pretensdo de comegar a apresentar resultados novos referen-

tes a esse topico, dado que esses testes ndo foram encontrados na literatura.
4.2. A Esfera de Influéncia

Para testar o valor da esfera de influéncia da Lua, definida a partir da distancia critica
apresentada no Apéndice A, foram integradas diversas trajetérias variando os valores
iniciais de C3, a e 1,. Para cada uma dessas trajetorias foi monitorado o comportamento
de C3 enquanto o veiculo espacial se afastava da Lua. A condicdo para interromper a
integracdo numeérica das trajetdrias € a primeira que ocorrer entre as trés seguintes: i) o
veiculo espacial ultrapassar a distdncia de 150000 km da Lua; ii) o veiculo espacial co-
lidir com a Lua; ii1) a integracdo numérica ultrapassar o tempo de 50 dias sem que ne-
nhuma das duas condigdes anteriores se realize. O objetivo desse procedimento é, ao
estender a distancia limite de 100000 km para 150000 km, verificar o comportamento
das trajetorias nessa faixa adicional de 50000 km. Com isso, pode-se atingir dois impor-
tantes objetivos: 1) verificar a influéncia de valores diferentes para a esfera de influéncia
no problema de captura; ii) verificar a diferenca, em termos de resultados, das duas de-
finigdes de captura gravitacional mostradas no Capitulo 2, Se¢do 2.4. Essa verificagdo
sera efetuada, pois as Unicas trajetorias que satisfazem a definicdo conceitual (defini¢cdo

1) e ndo satisfazem a defini¢do pratica (definicdo 2) sdo as trajetorias que atingem a dis-
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tancia de 100000 km da Lua com um C3 ainda negativo € que nao conseguem atingir
um valor de C3 positivo na seqiiéncia da integracdo numérica. Logo, ao estender essa
integracao para uma distancia maior (no caso de 150000 km) pode-se verificar se exis-

tem trajetorias que possam ser enquadradas nessa situagao.

A Figura 4.1 apresenta os casos escolhidos para C3 = 0. Nesta Figura, assim como nas
proximas, foram escolhidos os valores 0°, 90°, 180° e 270° para o angulo o, devido a
simetria, € os valores 64° e 288° foram escolhidos arbitrariamente, para dar maior co-
bertura aos valores testados. Para este valor inicial de C3 todas as trajetorias sao de es-
cape. Para as trajetdrias apresentadas na figura, somente para oo = 64° C3 ndo ¢ positivo
quando a distancia atingida ¢ de 100000 km. No entanto, logo que a distancia ultrapassa
os 100000 km C3 muda de sinal rapidamente demonstrando que ha captura gravitacio-
nal. Esse fato indica que as defini¢des 1 e 2 levam ao mesmo resultado numérico, e que
aumentar a esfera de influéncia para além dos 100000 km, utilizado na literatura, ndo
traria nenhuma influéncia nos resultados aqui apresentados. A Figura 4.1 foi construida

com dois valores de r, (1838 km e 6738 km) para uma maior generalidade do estudo.

Na Figura 4.2 estdo apresentadas as trajetorias para as quais C3 = -0.1. Agora existe um
maior numero de trajetorias onde C3 ¢ negativo ao atingir a distancia de 100000 km da
Lua. Mas esta bem claro que todas as trajetdrias que alcangam essa distancia nao retor-
nam mais para a Lua e o valor de C3 atinge valores positivos. Para o = 64° e r, = 6738
km a trajetoria é de colisdo com a Lua. A trajetoria que escapa (1, = 1838 km), inicial-
mente faz algumas evolu¢des em torno da Lua, demorando a se aproximar da esfera de
influéncia, até atingir um determinado momento que ganha energia suficiente e vai para
fora da esfera de influéncia da Lua. Uma vez mais fica confirmado a equivaléncia, do
ponto de vista pratico, das defini¢cdes 1 e 2 e a adequacao do valor de 100000 km para a

esfera de influéncia para a Lua.
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Fig. 4.1 — Comportamento de C3 em relag@o a distancia da Lua para o valor inicial C3

=0.

A Figura 4.3 apresenta o caso extremo em que C3 inicia-se com o valor de —0.2. Neste
caso ocorreram situacdes que resultaram na utilizagdo dos trés critérios para a interrup-
¢do da integragdo numérica. Esse fato era esperado, pois com a redugdo do valor inicial
de C3 as trajetorias de captura gravitacional tendem a ocorrer com menos freqiiéncia e
os critérios que indicam a sua ndo ocorréncia (tempo de integragdo excessivo e colisdo
com a Lua) passam a ocorrer. Para o valor de r, = 1838 km em o = 0° e a = 180°, a in-
tegracdo numérica foi interrompida porque as trajetorias alcangaram o limite de 150000
km. Para o valor de r, = 6738 km, também em o = 0° e 180°, houve interrupgio devido
ao excesso de tempo de integragdo numérica. Nas demais situagdes ocorreram colisdes
com a Lua. E interessante ressaltar que, para as trajetérias em que houve colisdo e para
as situagdes onde o tempo limite de integracdo foi alcangado, a maior distancia atingida

foi inferior a 50000 km a partir da Lua.
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Fig. 4.2 — Comportamento de C3 em relagdo a distancia da Lua para o valor inicial C3

=-0.1.

Analisando os casos apresentados acima pode-se concluir que, embora nio se ultrapasse
a distancia de 50000 km nos casos em que nao ha escape, a distancia de 100000 km da
Lua ¢ uma medida segura e razoavel para ser escolhida como limite entre as trajetorias
que escapam da Lua e as que ndo escapam. Em outras palavras, pode-se dizer que, do
ponto de vista das trajetorias aqui analisadas, qualquer valor da esfera de influéncia a
partir de 50000 km geraria os mesmos resultados. Assim sendo, ¢ feita a opgao por
manter o mesmo valor de 100000 km utilizado por Yamakawa (1992) para facilitar as

comparagoes aqui efetuadas.
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Fig. 4.3 — Comportamento de C3 em relagdo a distancia da Lua para o valor inicial de

C3=-0.2.
4.3. O Tempo Limite de Integracao

Para analisar o efeito do tempo limite de integracdo numérica nos resultados aqui apre-
sentados, serdo estudados as mesmas situagdes da Secdo anterior. O tempo limite para
integracdo numérica foi aumentado para 100 dias. A distancia limite nos casos abaixo ¢
de 100000 km da superficie da Lua. Com isso pretende-se conhecer o comportamento
das trajetdrias estudadas entre os tempos de 50 e 100 dias e verificar se essa alteragcdo de

tempo gera conseqiiéncias nos resultados aqui apresentados.

A Figura 4.4 apresenta as trajetorias em que C3 inicia com o valor 0. Como a Figura 4.1
ja mostrava, na situa¢do em que o = 64° as duas trajetorias alcangam o limite de distan-
cia com C3 ainda negativo. No entanto, como a Figura 4.1 mostra, a trajetoria ¢ de es-

cape.
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Fig. 4.4 — Comportamento de C3 em relagdo ao tempo decorrido para o valor inicial de

C3=0.

A Figura 4.5 apresenta as trajetorias em que C3 se inicia com o valor de —0.1. Para o =
64° ocorre colisdo para r, = 6738 km ¢ uma demora razoavel para r, = 1838 km. Essa
demora ¢ de cerca de 20 dias, correspondendo a cerca de cinco vezes o tempo requerido

para as demais trajetorias apresentadas na Figura.
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Fig. 4.5 — Comportamento de C3 em relagdao ao tempo decorrido para o valor inicial de

C3=-0.1.

A Figura 4.6 mostra as trajetorias em que C3 inicia com —0.2. Pode-se notar que os ca-
sos em que ocorre colisdo com a Lua os valores maximos de tempo ndo ultrapassam
cerca de oito dias. Observando a Figura fica mais facil entender o que ocorre quando
ndo acontece colisdo nem escape. A oscilagdo de C3 entre —0.20 e —0.15 implica em que
o veiculo espacial esta fazendo vérias evolugdes em torno da Lua, sem ocorrer um esca-

pe ou uma colisdo.
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Fig. 4.6 — Comportamento de C3 em rela¢do ao tempo decorrido para o valor inicial de

C3=-0.2.

A partir das trajetorias estudadas acima € possivel concluir que o tempo maximo de 50
dias como limite entre as trajetorias que escapam ou ndo, € um valor razoavel e seguro.
Todas as trajetdrias de escape estudadas definiram o seu escape num tempo menor do
que oito dias e todas as trajetorias que permaneceram em Orbita em torno da Lua (sem
colisdo ou escape) ao final dos primeiros 50 dias permaneceram nessa situacao até o
100° dia. Ou seja, do ponto de vista dos resultados, aqui apresentados, o aumento do

tempo de integra¢do numérica ndo teria nenhuma conseqiiéncia.
4.4. Testes do Método de Integracio Numérica

Para verificar se ndo existem erros devidos ao método de integracdo numérica foi esco-
lhida uma trajetoria com os valores iniciais de C3 = -0.1 (em unidades canodnicas), 1, =

1838 km e a. = 64°. O passo de tempo de integragdo numérica para todas as trajetdrias é
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negativo e nas figuras estdo sendo utilizados os valores absolutos do tempo. Foram uti-
lizados dois métodos de integracdo numérica: o Runge-Kutta de 7/8 ordem e passo vari-
avel, que serd chamado de I1; e o Runge-Kutta de quarta ordem e passo fixo, que de a-
gora em diante sera chamado de 12. Além disto, foram utilizados dois equacionamentos
diferentes para a dindmica: o regularizado, apresentado no Capitulo 3, que sera chama-
do de DI; e o polar, desenvolvido por Yamakawa (1992) e que ¢ apresentado no Apén-
dice A e sera chamado de D2. Com esse procedimento pretende-se eliminar qualquer
possibilidade de erro nos resultados devido a problemas relacionados a métodos de in-

tegracdo numeérica ou escolha de dindmica para o problema.

A trajetoria escolhida estd apresentada na Figura 4.7 no sistema de referéncia girante
adimensional. Esta trajetoria foi obtida a partir da utilizagdo da dindmica D1 e o método
de integracdo I1. As outras trajetdrias com a combinag¢do dos equacionamentos e inte-
gradores nao estdo apresentadas porque sao graficamente idénticas. Devido a regulari-
zacdo envolvida na dindmica D1 o tempo flui de forma diferente em relacdo a dinamica
D2, caracterizando uma quantidade de pontos quase trés vezes maior em D2 em relagao
a D1, dado que o tempo representa o limite final da integragdo numérica. Contudo, esse
fato em nada dificulta a comparagao aqui desejada porque as trajetorias podem ser plo-
tadas integralmente, ainda que ndo tenham sido obtidas para os mesmos valores de tem-

pos finais.
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Fig. 4.7 — Trajetoria com a dindmica D1 e com o método de integracao I1.

Um outro parametro escolhido para validar os equacionamentos e métodos de integra-
¢do ¢ a constante de Jacobi, definida no Capitulo 2. Nos quatro casos elas tiveram o va-
lor de 3.08488425671 durante todo o tempo de integragdo, com variagdes na ultima casa

decimal.

Um ultimo parametro para testar os integradores e as dindmicas foi o tempo real de pro-

cessamento. O resultado estd apresentado na Tabela 4.1.

TABELA 4.1 —- TEMPO DE PROCESSAMENTO

Conjunto | tempo (segundos)
[1D1 0.94
[1D2 3.73
12D1 6.10
12D2 5.82
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O melhor conjunto foi o integrador de passo variavel I1 com a dinamica regularizada
DI1. Quando se o utiliza o integrador de passo fixo I2 o resultado ¢ melhor quando se

usa a dinamica ndo regularizada.

Como neste trabalho muitas trajetorias terdo que ser processadas, o fator tempo ¢ de

grande importancia. Por isso o conjunto I1D1 sera utilizado ao longo deste trabalho.
4.5. Conclusées Finais

Dos estudos efetuados nesse Capitulo pode-se concluir que: 1) os valores utilizados para
a esfera de influéncia e o tempo limite de integracdo sdo adequados, e aumentar esses
valores aumenta o tempo consumido pelo computador sem alterar os resultados obtidos;
ii) as duas defini¢cdes apresentadas para a captura gravitacional sdo equivalentes, do
ponto de vista de resultados; iii) 0 método de integragdo numérica ndo interferiu nos
resultados obtidos e simulagdes realizadas com um segundo método confirmam os valo-

res aqui mostrados.

Além disto, os testes aqui realizados servem para a defini¢cao do tipo do integrador e da
dindmica que serd usado ao longo do trabalho. Como o integrador I1 ¢ mais rapido do
que o 12 (Tabela 4.1). E como a rapidez da dinamica depende do integrador utilizado,
podendo ser D1 no caso do uso de I1, ou de D2, quando 12 ¢ usado. O conjunto escolhi-

do fo1 I1D1.
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CAPITULO 5

ESTUDO DAS FORCAS QUE ATUAM NO PROBLEMA DE CAPTURA GRA-
VITACIONAL

5.1. Introducao

Neste Capitulo serdo estudadas as for¢as que atuam sobre um veiculo espacial em traje-
toria de captura gravitacional temporaria. Para compreender as forgas que agem no sis-
tema, elas serdo definidas e equacionadas para que se faga um estudo detalhado de cada
uma delas. Para fazer isto serd mostrado como obter as equac¢des de movimento pelo
método newtoniano, ja que Yamakawa utilizou o método de Lagrange. Através da rota-

¢do do sistema de referéncias as forgas de Coriolis e centripeta aparecerdo.
5.2. Equacdes de Movimento e das Forcas

No Apéndice A deste trabalho as equagdes de movimento foram encontradas a partir do
método de Lagrange, que ¢ um método baseado em energia. Para conhecer as forcas que
estdo agindo sobre a particula € necessario utilizar o método newtoniano. Neste método
verifica-se quais sdo as for¢as que estdo agindo sobre a particula e dai se consegue a lei

de movimento. Ou seja:

d’R.

F:m.—,
b’

(5.1)
onde F ¢ a forca total aplicada sobre a particula i, m; é a massa da particula i, R; é o raio

vetor que localiza a particula i e T € o tempo.

A Figura 5.1 apresenta as forgas que agem numa particula sobre influéncia gravitacional
de dois corpos. Neste sistema, as duas particulas mais pesadas, os primarios, estdo em
movimento circular uniforme em torno de seu baricentro e a massa da particula estuda-

da ¢ desprezivel.
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\ A4

Fig. 5.1 — Configuragao das forcas do problema restrito circular de trés corpos.
Portanto, a forga total no sistema fixo de coordenadas ¢ dado por:
F=F +F,, (5.2)

sendo que F; ¢ devido a gravidade do corpo 1:

Gmm
F =- ,13 . 13> (5.3)
I3
e F, ¢ devido a gravidade do corpo 2:
Gm,m
F,=——"=r,, (5.4)
I3

onde o vetor ri3 vai do primario de maior massa até a particula, o vetor ry; vai do

primario de menor massa até a particula e G ¢ a constante da gravidade.

Por ser um sistema fechado a soma total das forgas ¢ zero (Symon, 1986), portanto:

d’R, d’R d’R,

i +m, dt22+m3 =0. (5.5)

m,
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Usando:
R, =R;-r; e R,=R;-r, (5.6)

e a equagdo (5.5), chega-se a:

VA’R; - d’r, d’r,,

(m1 +m, +m,) i e (5.7)

Para restringir o problema, sera considerado que a massa ms; € muito menor que as

massas dos dois primdrios e, portanto, serd despresada. Feito isto e definindo:

m:ml+m2’ulz 5H2= s (58)
m m
chega-se a:
d’R, d’r,, d’r,,
= —+ 5.9
a e T ae ©3)

Para tornar o sistema adimensional a forga total F serd dividida pela massa total dos
dois primarios (m) e o vetor h (que representa a distancia entre os dois primarios, como
mostra a Figura 5.1) sera considerado unitario. Além disto a escala de tempo sera defi-
nida de tal forma que a velocidade angular dos dois primarios em torno do baricentro

seja unitdria. A partir da equagdo (5.8) tem-se que:

Hy+p, =1, (5.10)

e usando a terceira lei de Kepler chega-se a conclusao que a constante gravitacional G ¢

também unitaria nesse sistema.

Como no Capitulo 2, serd definido que p = p; e 4 = 1 — p, e € esta nomenclatura que

sera utilizado de agora em diante.

Aplicando a equacdo (5.1) para a particula 3, usando os resultados das equagdes (5.2),

(5.3), (5.4) e (5.8), e utilizando as hipoteses do pardgrafo anterior, chega-se a:
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I-p 1) d’r, d’r
e P P e (1) — 23 5.11
r133 13 r233 23 ( M) a2 u a2 ( )

Colocando o vetor r3 em funcao do vetor r3, tem-se que:

r,=ry,+h,

d’r. d*r,. d’h
dt213 = dt223 + e e (5.12)

2 2
1; =1+15; +2r, cosa,

onde ry3 € 123 sd0 0s modulos de ry; € ry3, 1 € 0 modulo de h e o é igual a 180° menos o

angulo entre os vetores r»3 € h. o esta definido na Figura A.1.

Como esta derivada esta no sistema inercial (ndo girante) para conhecer o movimento
da particula em relagdo ao sistema de coordenadas girantes aplica-se o teorema de

Coriolis (Symon, 1986):
—=—+03><(03><r23)—|-2c6><—t+—><r23 (5.13)

O vetor ® ¢ o vetor velocidade angular do sistema. A derivada com asterisco representa
a derivada no sistema girante. O primeiro termo do segundo membro ¢ a aceleragao em
relacdo ao sistema com asterisco. O segundo termo denomina-se aceleragdo centripeta.
O terceiro termo denomina-se aceleragdo de Coriolis. O ultimo n3o tem uma
denominacao especifica e neste caso ¢ nulo ja que o sistema girante estd em movimento
circular uniforme. As forcas centripeta e de Coriolis aparecerdo na equacao de

movimento da particula devido ao movimento do sistema de referéncia.

Utilizando (5.12) e (5.13) a equacgdo (5.11) se torna:
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l-p H
- \ry; +h)——r, =
(1+r223+2r23 cosa)A(B ) 7

) (5.14)
d’ o (- . d - (=
= I,;23+co><(co><r23)+2o)><i+(l—u)w><(o)><h)
dt dt
Agora usando as seguintes identidades:
Iy, = Iy, ,h =cosarf,, —senad ¢ ® =@ (5.15)

onde os versores I,;, & ¢ ® indicam a direcdo do vetor r3;, a diregdo de crescimento

do angulo a e a dire¢do do vetor velocidade angular ®, respectivamente. Todos estes

versores sdo perpendiculares entre si. E definindo:

dr,, d'a
=—=evV, =I,—0, 5.16
Vr dt Vu 23 dt ( )

¢ possivel escrever as equagdes de movimento nas dire¢des F), € A a partir da equagdo

(5.14):
d?r. V2 I—p)r,; +cosa
Ve 5y (- weosa—r, + ( f)( » )32 B0, 517)
dt I, (1 +1,; + 21, COS ay L
)
2V, Loy, +(1-p)sena - (1L-p)senc 7=0.  (5.1¥)
r dt? (1 ; V
” + 1,3 + 21,; cosa

Estas equagdes sao as mesmas equagoes (A.8) e (A.9) obtidas a partir do método de La-

grange utilizado por Yamakawa (1992).

Colocando a forga centripeta e de Coriolis no mesmo lado das forgas gravitacionais na
equacdo (5.13) e fazendo comparagdes com as equacdes (5.14) e (5.15) € possivel iden-

tificar cada uma das forgas que atuam sobre a particula:

Forga gravitacional devido ao primario de maior massa:
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F - (1 —zp,t)(r23 + cos oc)3 £+ (J - p)senoc . i (5.19)
(1 +1,; + 21, COS ocy (1 +1,; + 21, COS ocy

cujo modulo é:

e — i-p) (5.20)
l+1,; +2r;cosa

Forga gravitacional devido ao primario de menor massa:

F,=-1 8, (5.21)
r23
cujo modulo é:
F, =t (5.22)
r23
Forga centripeta:
F_=[r, +(1-p)cosa] £, —(1-p)sena &, (5.23)
cujo mddulo é:
F,. = [r223 + 21, (1 - u)cos o+ (1 - p)z ]Vz . (5.24)
Forga de Coriolis:
F,=2v, r,-2v, Q, (5.25)
cujo modulo é:
F,=2(v2+v?)". (5.26)
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5.3. Analise das Forcas que Agem Sobre o Veiculo Espacial

Nessa Se¢do serdo analisadas as forgas que agem sobre a particula do problema restrito
de trés corpos que, neste caso, € o veiculo espacial, no momento da captura gravitacio-
nal direta e com um C3 = —0.10 unidades canonicas. Para isto serd usado o sistema Ter-

ra-Lua com as defini¢des dadas no Capitulo 2.

As equagdes (5.19) e (5.20) demonstram que a forca gravitacional devido a Terra s6 de-
pende da distancia e da posi¢ao em relagdo a Lua, isto €, de 123 e de a.. Nas proximas Fi-
guras cada linha representa uma distancia da periluna com valores de 2000 km, 5000
km, 10000 km, 15000 km, 20000 km, 30000 km e 50000 km, respectivamente, ¢ a seta

indica a direcdo em que a distancia da periluna cresce.

A Figura 5.2 apresenta o comportamento da for¢a gravitacional devido a Terra em rela-
¢do a dire¢do radial (direcdo que une o veiculo espacial ao centro Lua). A principal ca-
racteristica dessa for¢a nessa dire¢do é que ela tem o maior valor positivo em 180° (o
lado da Lua voltado para a Terra, conforme convencao adotada para o na Figura 2.1) e

o maior valor negativo em 0° (o lado da Lua oposto ao da Terra).

A forga radial age sobre o veiculo espacial aumentando ou diminuindo a velocidade ra-
dial do veiculo, dependendo da dire¢do da forca e da dire¢ao do movimento do veiculo.
Se a forga for positiva, ou seja, se a sua dire¢do for para fora do centro a que ela se re-
fere, ela aumenta a velocidade radial do veiculo se este também estiver indo para fora
do centro, ou diminui, se o veiculo estiver indo em dire¢ao ao centro. Se a for¢a na dire-

c¢do radial for negativa ela age de forma oposta.

Isto significa que, para o caso da captura gravitacional onde o veiculo esta indo na dire-
¢do do centro, no caso a Lua, no lado da Lua voltado para a Terra (de 90° a 270°) a gra-
vidade da Terra age sobre o veiculo espacial empurrando-o para a direcdo oposta a da
Lua repelindo-o, enquanto que no lado da Lua oposto ao da Terra (de 0° a 90° ¢ de 270°
a 360°) a gravidade da Terra trabalha no mesmo sentido da gravidade da Lua o atraindo.

Outro comportamento esperado dessa forca ¢ que com o aumento da distancia da peri-
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luna a forca se torna maior (mais positiva) na direcdo da Terra e menor (menos negati-
va) no lado oposto. A mudanga de sinal ocorre em torno de 90° e 270°, mas a medida
que a distancia da periluna aumenta a mudanca de sinal ocorre depois de 90° e antes de
270°, aumentando a regido negativa, ou seja, se tornando mais atrativa em diregdo a Lua
do que repulsiva. Devido a simetria do sistema existem dois pontos em que a forca de
atragdo tem praticamente o mesmo valor negativo e outros dois pontos em que a forca

de repulsdo tem praticamente o mesmo valor positivo.

1.50 A
1.25
1.00
g
5 0.75
h —(
§ % 0.50
[
SZ 025 ,
2 S, 23
g2 0.00
zZ
s -0.25
[}
= -0.50
[
-0.75
-1.00
0 90 180 270 360
o (graus)

Fig. 5.2 — Forga gravitacional devido a Terra na direcao radial.

Na diregado transversal, como visto na Figura 5.3, a for¢a gravitacional devido a Terra
atua na dire¢do de crescimento do angulo o quando a posigdo da periluna estéd entre 0° e

180°, e na diregdo contraria ao crescimento do adngulo o quando a posi¢do da periluna

esta entre 180° e 360°.

Da mesma forma que a forca radial, a forga transversal age sobre o veiculo espacial au-

mentando ou diminuindo a velocidade transversal. Mas agora, seguindo as defini¢des
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deste trabalho, a forca ¢ considerada positiva se agir na direcdo anti-hordria e negativa,
na horéria. Portanto, se a forga for positiva e se o veiculo estiver girando em torno da
Lua no sentido anti-horario, sua velocidade transversal ¢ aumentada, enquanto que se
estiver girando no sentido horario, sua velocidade ¢ diminuida, sendo o inverso verda-

deiro.

Como esté analise esta sendo feita para a captura direta (sentido anti-horario), isto signi-
fica que a forga de gravidade da Terra aumenta a velocidade transversal na primeira re-
gido e diminui na segunda regido. Existem quatro comportamentos para essa forca com
o crescimento da distincia da periluna: de 0° até 93° a for¢a é diminuida (menos positi-
va) quando a distancia da periluna aumenta; de 93° a 180° a forga aumenta (mais positi-
va) junto com a distancia da periluna, de 180° a 267° a for¢a fica mais negativa com o
aumento da distancia da periluna, e de 267° a 360° a forca fica menos negativa com o

aumento da distancia.

1.25 —
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na direcao transversal
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o (graus)

Fig. 5.3 — Forca gravitacional devido a Terra na direcao transversal.
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A Figura 5.4 apresenta o comportamento do mddulo da forga gravitacional da Terra.
Quanto maior a distancia da periluna, maior ¢ a distancia entre as linhas. O comporta-
mento geral demostra que ela ¢ maior no lado da Lua voltado para a Terra e menor no

lado da Lua oposto ao da Terra.
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Fig. 5.4 — Mdédulo da forga gravitacional devido a Terra.

A forga gravitacional devido a Lua, equagdes (5.21) e (5.22), s6 depende da distancia da
periluna. A Figura 5.5 apresenta o comportamento do modulo dessa forca. Ela ¢ bem
maior do que a forga gravitacional devido a Terra e ela decai muito rapidamente com o

aumento da distancia da periluna.

A Figura 5.6 mostra a mesma Figura 5.5 mas para as distancias de 10000 km, 15000
km, 20000 km, 30000 km e 50000 km.
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Fig. 5.5 — Moédulo da forga gravitacional devido a Lua.

A forca centripeta, apresentada nas equagdes (5.23) e (5.24), varia com a distancia e
com a posi¢ao da periluna. A Figura 5.7 mostra o comportamento da forca centripeta na
direcdo radial para os mesmos valores da distdncia da periluna apresentadas nos para-
grafos anteriores. E bom lembrar que essa forga centripeta ¢ devido ao movimento do
sistema de referéncias e que o veiculo espacial sentird sobre ele a contribuicdo da forca
centrifuga, que ¢ na direcdo oposta ao centro de coordenadas do sistema. Portanto o
comportamento radial da forca centripeta ¢ oposto ao da for¢a da gravidade da Terra.
Ela ¢ de repulsdo no lado da Lua oposto ao da Terra e de atragdo no lado da Terra. Vé-
se, pelas escalas das Figuras 5.7 e 5.2 que a resultante das duas forcas ¢ repulsiva no
lado da Lua voltado para a Terra porque a forca da gravidade da Terra € maior do que a
forca centripeta, e ¢ também repulsiva no lado da Lua oposto ao da Terra porque a forca
centripeta neste caso ¢ maior do que a da gravidade da Terra. Outro comportamento es-
perado dessa forca € que quanto maior a distdncia da periluna mais ela se torna repulsi-
va no lado da Lua oposto ao da Terra ¢ menos atrativa no lado da Lua voltado para a

Terra.
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Fig. 5.6 — Forga gravitacional da Lua para as maiores distancias.

A forga centripeta na dire¢do transversal ndo depende da distancia da periluna (equagao
(5.23)) e, portanto todas as linhas de niveis se tornam uma s6, como pode ser visto na
Figura 5.8. O comportamento ¢ semelhante ao da forca gravitacional devido a Terra, s6

lembrando que os sinais sao contrarios para esse caso.

O modulo da forca centripeta ¢ apresentado na Figura 5.9. O resultado ¢ o esperado, a-
presentando o maior valor no lado da Lua oposto ao da Terra e o menor valor no lado da
Terra. Esta diminuicdo do modulo da forga centripeta nessa direcdo ¢ consistente por-
que todo o sistema estd girando em torno da origem das coordenadas, € quanto mais

proximo dessa origem, menor a forga centripeta.
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5.7 — Forga centripeta na direcao radial.
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Fig. 5.8 — Forga centripeta na dire¢do transversal.
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Fig. 5.9 — Médulo da forga centripeta.

A Figura 5.10 mostra a for¢a resultante na direcdo transversal entre a forca de gravidade
devido a Terra e a forga centripeta. Esta resultante apresenta um comportamento para
cada quadrante: no primeiro quadrante ela é negativa, diminuindo a velocidade transver-
sal; no segundo ela ¢ positiva, aumentando a velocidade transversal; no terceiro ela ¢
negativa, diminuindo a velocidade transversal; e no quarto ela ¢ positiva, aumentando a
velocidade transversal. E interessante ressaltar que os picos e vales ndo estio nos cen-
tros dos quadrantes, e sim um pouco deslocados. O primeiro vale comeca a mudar de
sinal apos os 90° e esse angulo aumenta a medida que a distdncia da periluna também
aumenta. O oposto ocorre em 270°. Isto implica que a regido positiva da forga resultante
¢ maior no quarto quadrante (inclusive comecando no terceiro quadrante) do que no se-

gundo quadrante.
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Fig. 5.10 —For¢a resultante das for¢as de gravidade devido a Terra e da centripeta na

direcao transversal.

A Figura 5.11 apresenta a forga resultante na direcao radial das forcas centripeta e gra-
vitacional da Terra. A forca resultante na direcdo radial tem uma magnitude positiva
maior em torno do angulo 180° (na dire¢do da Terra) do que em 0°. Isto significa que
existe uma maior repulsdo em 180°. Para distancias da periluna estudadas ndo existem
magnitudes negativas at¢ 10000 km. As demais apresentam magnitudes negativas nas
regides proximas de 90° e 270°. Isto explica, mais uma vez, porque as capturas nessa re-

gia0 ndo alcangam niveis de energia C3 tdo baixos quanto nas outras regioes.

No momento da captura gravitacional, que ¢ este que se esta estudando, a velocidade
radial tem que ser nula para que se possa aplicar um impulso e tornar a 6rbita circular
em torno da Lua. Por esta razdo quanto mais a for¢a for positiva, mais rapidamente ela

diminui a velocidade radial, possibilitando capturas com energias (C3) mais baixas.

O fato dessa forca resultante ser negativa nas regides proximas de 90° e 270° para peri-
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lunas maiores que 10000 km, significa que o veiculo espacial indo na dire¢dao da Lua

tem sua velocidade radial aumentada nessa regido, dificultando a captura gravitacional.
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Fig. 5.11 —Forg¢a resultante das for¢as de gravidade devido a Terra e da centripeta na

direcao radial.

Uma outra forca que aparece devido ao sistema de referéncias ¢ a forca de Coriolis, a-
presentada nas equagdes (5.25) e (5.26). Esta for¢a depende somente das velocidades
radiais e tangenciais. No entanto, nas analises feitas até o momento tem sido considera-
da as perilunas iniciais com velocidades radiais nulas, o que sera mantido também nessa
analise. Isto implica que, neste caso, a for¢a de Coriolis s6 atua na direcao radial e € nu-
la na dire¢do transversal. Para calcular a velocidade transversal esta sendo utilizada um
valor de C3 = —0.1 unidades candnicas. A defini¢do de C3 foi apresentada no Capitulo
2, onde se constata que esta grandeza depende tanto da velocidade relativa a Lua quan-

do da distancia da periluna.

Como C3 esta sendo mantido constante haverd uma velocidade diferente para cada dis-
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tancia da periluna, como ¢ verificado na Figura 5.12. Isto posto, nota-se que o compor-
tamento dessa forca ¢ igual ao da gravidade da Lua, s6 que ela decai linearmente, en-
quanto que a forca da gravidade da Lua decai inversamente com o quadrado da distan-

cia da periluna.

Pela definicdo de aceleragao de Coriolis, mostrada na equagao (5.13) como sendo o pro-
duto vetorial entre a velocidade angular do sistema e a velocidade do veiculo espacial, é
possivel descobrir em que direcdo ela atua. No caso da captura direta, do mesmo modo
em que a forga centripeta age contra a gravidade da Terra, a for¢a de Coriolis atua em
oposicao a for¢a de gravidade da Lua. E para um valor fixo de C3 quanto mais distante
da Lua menor ¢ a for¢a de Coriolis. A for¢a de Coriolis esta em torno de 10% da forga
da gravidade da Lua quando a distancia da periluna ¢ de 2000 km e fica em torno de
50% em 50000 km. No caso da captura retrégrada ela tem o mesmo sinal da aceleragdo

da gravidade da Lua.
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Fig. 5.12 — Médulo da forga de Coriolis.
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Em sintese, as perturbacdes das forcas de gravidade da Terra e centripeta agem sobre o
veiculo principalmente quando ele estd mais distante da Lua. Perto da Lua, a forca de
Coriolis ¢ maior do que as demais sendo a perturbacdo dominante. Isto fica demonstra-
do na Figura 5.13. De forma geral as forgas perturbativas na captura direta sdo repulsi-
vas (positivas), no entanto, para a distincia de 50000 km as regides proximas de 90° e

270° sdo atrativas.
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Fig. 5.13 — Resultante das forcas perturbativas.

Como na dire¢do transversal para o ponto de captura a for¢a de Coriolis ¢ nula, a resul-

tante das forgas perturbativas nesta dire¢ao ¢ a mesma Figura 5.10.
5.4. Comportamento das For¢as Durante as Trajetorias

Uma outra forma de analisar as forgas que agem sobre o veiculo espacial ¢ verificando o
comportamento dessas for¢as durante a trajetoria. Para isto a for¢a ¢ analisada em seu

modulo e em trés direcodes: a radial, a transversal ¢ a dire¢cao do movimento. Para calcu-
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lar o médulo da forca e as componentes radiais e transversais foram usadas as equagoes
(5.19) a (5.26). E para calcular a forca na direcdo do movimento, foi calculado o pro-

duto escalar da for¢a na dire¢do da velocidade do veiculo espacial, ou seja,
F,=F- (1] (5.27)

onde F4 ¢ a componente da for¢a na direcdo do movimento, F ¢ o vetor forga, v € o ve-
tor velocidade do veiculo e v ¢ o modulo dessa velocidade. O ponto representa o pro-
duto escalar. Dessa forma, quando a forca tiver a mesma dire¢do que o movimento do
veiculo espacial, ela terd um valor positivo e, neste caso, aumenta a velocidade na dire-
¢do do movimento. Quando ela tem valor negativo ela age contra o movimento do vei-

culo diminuindo sua velocidade.

Pensando assim, foram escolhidas quatro trajetdrias para serem analisadas. Na primeira
trajetoria ocorre uma captura rapida, na segunda ocorre algumas revolugdes em torno da
Lua antes do veiculo chegar ao ponto de captura, na terceira o veiculo espacial € prisio-
neiro do campo gravitacional da Lua e a quarta tem as mesmas caracteristicas da pri-
meira porém € de captura retrograda. Como a integracdo ¢ feita com passo de tempo ne-
gativo para que o veiculo chegue na periluna com as condi¢des de posigdo e velocidade

desejadas, o tempo 0 representa o momento da chegada do veiculo na periluna.

Todas as quatro trajetdrias terminam numa periluna de 100 km da superficie da Lua,
sendo as trés primeiras em captura direta (sentido anti-horario) e a tltima em captura re-
trograda (sentido horario). A primeira trajetoria estudada tem uma periluna com C3 =

—0.15 e a=0°. A Figura 5.14 apresenta esta trajetoria.
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Fig. 5.14 — Trajetoria com C3 =-0.15¢ o = 0°.

A Figura 5.15 mostra o comportamento da for¢a de gravidade da Terra sobre o veiculo
espacial em modulo e nas diregdes radial, transversal € do movimento. Na direcao radial
a forca inicia-se com um carater repulsivo (positiva), mudando de sinal somente nos ul-
timos instantes, bem proximo da Lua. Isto significa que a maior parte do tempo a forga
de gravidade da Terra na dire¢do radial estd freando o veiculo que estd indo de encontro

a Lua.

Na direcdo transversal, a for¢a se inicia com o valor negativo, permanecendo assim du-
rante quase toda a trajetoria, e indo a zero no momento da captura. Ou seja, durante toda
a trajetoria a forca gravitacional da Terra tenta fazer com que a velocidade transversal

diminua.

Na direcdo do movimento a for¢a também tem sinal negativo, e também termina com

um valor zero. Isto porque a periluna estd com o = 0°, ou seja, no momento da captura a
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velocidade ¢ perpendicular a forca de gravidade da Terra. Portanto a forca de gravidade
da Terra, nesse caso, diminui a velocidade total do veiculo durante quase toda a trajeto-

ria.

J&4 0 mddulo da forca ¢ monotonicamente decrescente durante toda a trajetoria, o que era
esperado ja que, como pode ser visto na Figura 5.14, o veiculo espacial estd se afastan-

do da Terra.

Forca gravitacional devido a Terra
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Fig. 5.15 — Forga gravitacional devido a Terra para a primeira trajetoria.

A Figura 5.16 mostra que a forga de gravidade da Lua ¢ inicialmente pequena na forma
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atrativa (negativa), mas cresce rapidamente quando esta proximo da Lua. Isto acontece

devido a sua dependéncia com o inverso do quadrado da distancia.

Forca gravitacional devido a Lua

radial
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Fig. 5.16 — Forca da gravidade da Lua para a trajetoria 1.

A forga centripeta, apresentada na Figura 5.17, age de forma oposta a for¢a de gravida-
de da Terra. Porém como ela possui valores absolutos menores do que os valores abso-

lutos da forca de gravidade da Terra, esta se sobressai, sendo uma das razdes da captura.
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Fig. 5.17 — Forga centripeta na primeira trajetoria.

A Figura 5.18 mostra a resultante entre as forgas de gravidade da Terra e centripeta nas
trés diregdes. Com esta Figura € possivel confirmar o que foi dito no paragrafo anterior.
A forga radial resultante ¢ sempre positiva, contraria a0 movimento de aproximagao que
o veiculo esta fazendo. A forca resultante na dire¢do do movimento e na dire¢ao trans-
versal sdo negativas, implicando em diminui¢io da velocidade nas dire¢des citadas. E
bom lembrar que a area sob as curvas (FAt) ¢ a variacdo da quantidade de movimento

(m AV) que estas perturbagdes aplicam sobre o veiculo espacial.

97



Forg¢a resultante

= = = radial
----- transversal

direcio do movimento

1.0
0.5 = b -
- - - -
-~
— ~
— N
&3] N\
+ 0.0
8 -® %
= T
— .- -
—’
/.f-‘
-0.5 -
-1.0 | | | | |
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

tempo (unidades candnicas)

Fig. 5.18 — Resultante das forcas de gravidade da Terra e centripeta.

A forga de Coriolis, mostrada na Figura 5.19, age de forma oposta a for¢a de gravidade
da Lua, mas da mesma forma, ela aumenta com o tempo. Apesar dessa for¢ca ndo depen-
der da distancia, ela depende apenas da velocidade do veiculo espacial, ela estd sendo
aumentada a medida que se aproxima da Lua porque tanto a velocidade radial, como a
velocidade transversal, aumentam devido ao maior efeito da for¢a da gravidade da Lua.
A componente transversal tem valor final nulo porque no ponto de captura a velocidade
radial também ¢ nula. Mas um pouco antes do ponto de captura essa velocidade tem um

valor significativamente alto, como pode ser visto na Figura 5.19. Isto ocorre porque o
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veiculo, que estd indo da dire¢do da Lua, muda sua direcdo rapidamente.

A componente radial inicialmente ¢ negativa, ou seja, ela ¢ atrativa em relagdo a Lua
aumentando a velocidade radial, mas proximo da Lua essa componente tem valor posi-

tivo, que faz diminuir a velocidade nessa diregao.

A forca de Coriolis ndo possui a componente na dire¢do do movimento porque essa for-
¢a ¢ sempre perpendicular ao movimento. Ou seja, essa for¢ca ndo produz trabalho, ndo

ajudando na diminui¢do da velocidade na dire¢gao do movimento.

Forca de Coriolis
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e ==== transversal
moédulo
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Fig. 5.19 — Forga de Coriolis na primeira trajetoria.

99



A segunda trajetoria possui valores para a periluna de C3 =—0.15 e o = 45°. Esta traje-

toria, mostrada na Figura 5.20, faz uma revolug¢do em torno da Lua antes da captura.

Esfera de
0.04 influéncia
0.00 / )L“a \
-0.04 / \v/
>.> —
-0.08
-0.12
-0.10 0.00 0.10 0.20 0.30
X

Fig. 5.20 — Segunda trajetoria com C3 =—0.15 ¢ o = 45°.

Na segunda trajetéria, a forca de gravidade da Terra na dire¢do radial, mostrada na Fi-
gura 5.21, se inicia atrativa (com sinal negativo), se torna rapidamente repulsiva, fican-
do assim até perto do momento da captura quando se torna negativa de novo. Isto se de-
ve ao fato da trajetdria dar uma volta em torno da Lua, e como foi visto na Se¢ao anteri-
or, esta forga € positiva na regido voltada para a Terra e negativa na regido oposta. Ou

seja, as mudancas de sinal ocorrem quando o veiculo muda de lado em relagdo a Lua.

J& na direcdo transversal, as mudangas de sinal ocorrem na mudanca vertical, ou seja,
quando a trajetéria cruza o eixo x. Nesta dire¢do a forca tem sinal positivo quando o
veiculo estd na parte acima do eixo x e valor negativo quando o veiculo estd na parte

abaixo do eixo X.
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Na dire¢ao do movimento a forga € positiva quase todo o tempo. Os dois picos positivos
ocorrem no momento em que o veiculo muda sua direcdo radial. Primeiro quando ele
passa perto da Lua e se afasta. E o segundo quando o veiculo chega na distancia méxi-

ma e torna a voltar para a Lua.

O modulo dessa forga inicialmente tem um valor préximo de 0.75 unidades e depois co-
meca a aumentar, indicando que o veiculo espacial se aproxima da Terra. Depois fica
constante em torno de uma unidade. Nesse momento ¢ que o veiculo estd temporaria-

mente capturado pela gravidade da Lua.

Forca gravitacional devido a Terra
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----- transversal
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Fig. 5.21 — Forga de gravidade devido a Terra na segunda trajetoria.
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Como na primeira trajetoria, a for¢a da gravidade da Lua na dire¢do radial, mostrada na
Figura 5.22, se inicia com um valor atrativo pequeno que aumenta ao se aproximar da
Lua. Depois diminui e, ao se aproximar novamente da Lua a forca volta a aumentar, al-
cangando um valor mais negativo em relagdo ao anterior, devido a proximidade do vei-

culo espacial com a Lua.

Forca gravitacional devido a Lua
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Fig. 5.22 — Forga da gravidade da Lua na segunda trajetoria.

Na Figura 5.23 esta apresentado o comportamento da forca centripeta na segunda traje-
toria. De forma geral essa forca age de forma oposta a forca de gravidade da Terra apre-
sentado na Figura 5.21. Mas para esta trajetoria, de forma oposta a trajetdria anterior, a
forca centripeta € que se sobressai sobre a forca gravitacional da Terra. Com o distanci-

amento da Lua, esta forca cresce enquanto que a forga de gravidade da Terra diminui.
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Forga centripeta
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Fig. 5.23 — Forca centripeta na segunda trajetoria.

Na Figura 5.24 esta a comprovagao do que foi dito no pardgrafo anterior. A forga resul-
tante na direcao radial € positiva o tempo todo diminuindo a velocidade radial quando o

veiculo se encaminha na dire¢do da Lua.

Na direcao transversal a forga resultante € positiva enquanto o veiculo espacial se apro-

xima da Lua, e € negativa durante os momentos de captura gravitacional.

Na dire¢ao do movimento a forga resultante ¢ negativa enquanto o veiculo espacial se

aproxima da Lua. Isto significa que a forca resultante nesta direcdo estd freando o vei-
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culo espacial neste momento. Depois a resultante oscila entre positivo e negativo devido

as evolucdes que o veiculo estd dando em torno da Lua.

Forg¢a resultante
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direcio do movimento
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Fig. 5.24 —Resultante das forgas de gravidade da Terra e centripeta para a segunda tra-

jetoria.

A Figura 5.25 apresenta o comportamento da for¢a de Coriolis. Assim como a forga
gravitacional da Lua, na primeira aproximag¢ao ha também um aumento dessa for¢a. No
entanto esse aumento chega a quase cinqiienta por cento da forca final. Ela age de forma
oposta a gravidade da Lua, ou seja, ela age na particula de forma repulsiva na aproxima-

¢do com a Lua. No entanto ela comega atrativa, ficando repulsiva depois do tempo —1.5,
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ficando atrativa novamente quando o veiculo se afasta da Lua.

Forca de Coriolis
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Fig. 5.25 — Forga de Coriolis na segunda trajetoria.

A terceira trajetoria tem as condigdes finais com C3 = —0.15 e o = 90°. A Figura 5.26
mostra essa trajetoria. Esta Gltima trajetoria ndo vem de fora da esfera de influéncia gra-
vitacional da Lua como as anteriores. Isto ocorre porque na regido escolhida para a pe-
riluna (90°) ndo € possivel encontrar uma trajetoria vinda de longe que chegue na perilu-
na com os valores desejados. Pensando na situacdo oposta a captura gravitacional, o es-
cape, ¢ possivel entender melhor esta questdo. Se o veiculo comegar sua trajetoria na
periluna, com as mesmas condi¢des iniciais que s3o as finais para o caso da captura, ele

ndo tem velocidade suficiente para escapar da gravidade da Lua e colide com ela.
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Fig. 5.26 — Terceira trajetoria com condigdes finais de C3 =-0.15 ¢ o = 90°.

A forca gravitacional da Terra esta apresentada na Figura 5.27. Como o veiculo esta em
orbita da Lua, as for¢as adquirem um padrao oscilatorio. A for¢a gravitacional da Terra
na direcdo radial vai da atrag@o a repulsdo dependendo da posi¢ao do veiculo espacial.

O moédulo da forga € quase uniforme em torno do valor de uma unidade.
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Fig. 5.27 — Forca da gravidade da Terra para a terceira trajetoria.

A forca gravitacional devido a Lua, apresentada na Figura 5.28, também tem carater os-

cilatorio. A cada passagem proximo da Lua essa forca aumenta de forma consideravel.
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Fig. 5.28 — Forca de gravidade devido a Lua para a terceira trajetoria.

Na Figura 5.29 esta apresentada a for¢a centripeta para esta terceira trajetoria. Ela apre-

senta 0 mesmo comportamento da forga gravitacional da Terra.
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Forga centripeta
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Fig. 5.29 — Forca centripeta para a terceira trajetoria.

A Figura 5.30 apresenta a resultante das forcas de gravidade da Terra e centripeta. Nos
dois momentos em que o veiculo passa proximo da Lua a forca resultante nas trés dire-
coes ¢ nula. Este fato também ¢ observado na Figura 5.24, elas também passam pelo

zero no momento em que o veiculo passa proximo da Lua. Isto se deve a mudanca de

dire¢do do veiculo.
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Fig. 5.30 — Forca resultante para a terceira trajetoria.

Na Figura 5.31 esté a for¢a de Coriolis para a terceira trajetéria. Toda vez que o veiculo

espacial se aproxima da Lua a sua velocidade ¢ aumentada, por isso € que esta forga se
torna maior nessas regioes.
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Fig. 5.31 — Forca de Coriolis para a terceira trajetdria.

A quarta trajetdria, assim como a primeira, possui condigdes para a periluna com C3 =
—0.15 e o = 0°. No entanto essa trajetoria ¢ de captura retrograda, como pode ser visto

na Figura 5.32.
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Fig. 5.32 — Trajetoria com C3 = —0.15 e o = 0°, em captura retrograda.

O comportamento da forga de gravidade da Terra ao longo da trajetoria é apresentado
na Figura 5.33. O moddulo dessa forca tem quase o mesmo comportamento do caso da

captura direta (Figura 5.15).

Na direcao radial, em vez de permanecer quase constante com valor proximo da unida-

de, a forca nessa direcao cresce e depois decresce.

O comportamento da for¢a na direc¢ao transversal ¢ bem diferente do caso da captura di-
reta. Nos dois casos a forca tem um valor inicial proximo, mas o valor final € positivo
nesse caso, € negativo na captura direta. Isso se deve ao fato de que as diregdes do mo-

vimento sdo opostas para cada caso.

Na dire¢ao do movimento, a forca de gravidade da Terra tem um valor inicial menor

(menos negativo) para este caso em relacdo ao caso da captura direta.
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Forca gravitacional devido a Terra
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Fig. 5.33 — Forga de gravidade da Terra para a quarta trajetoria.

A Figura 5.34 apresenta o comportamento da forga de gravidade da Lua. Nesse caso ndo

existem diferengas entre os dois casos, quando comparado com a Figura 5.16.
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Fig. 5.34 — Forca de gravidade da Lua para a quarta trajetoria.

A Figura 5.35 apresenta o comportamento da forca centripeta para este caso.

Na diregao radial e na direcdo do movimento o comportamento das curvas sdo seme-
lhantes ao do caso da captura direta (Figura 5.17), porém nesse caso os valores iniciais

estao mais proximos de zero do que no caso da captura direta.

A direcdo transversal apresenta comportamento semelhante a for¢a de gravidade da Ter-
ra em relacdo a captura direta. Também nesse caso a forca nessa dire¢do se inicia com o

mesmo sinal da captura direta, mas termina com sinal oposto.
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Fig. 5.35 — Forga centripeta para o terceiro caso.

O gréfico mais importante desta série ¢ o que mostra a forga resultante entre as forgas
de gravidade da Terra e centripeta, apresentada na Figura 5.36. Comparando esse grafi-
co com a Figura 5.18 nota-se que todas as trés curvas apresentam uma area menor do
que no caso da captura direta. Ou seja, neste caso de captura retrégrada a variacdo da

quantidade de movimento ¢ menor do que no caso da captura direta.
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Fig. 5.36 —For¢a resultante entre as forcas de gravidade da Terra e centripeta para a

quarto trajetoria

A Figura 5.37 apresenta o comportamento da for¢ca de Coriolis. O modulo e a forga na
dire¢do transversal sdo parecidas com as da Figura 5.19. Mas na dire¢do radial a forga ¢
sempre negativa, diferente do caso da captura direta em que a forca se inicia negativa e

depois muda de sinal.
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Fig. 5.37 — Comportamento da forca de Coriolis na quarta trajetoria.

O comportamento das for¢as nos quatro casos estudados foram coerentes entre si. Esses
resultados também estdo coerentes com os estudos feitos na Se¢do anterior sobre o
comportamento das forgas em torno da Lua no momento da captura. Este estudo ¢ de
grande importancia para a compreensao do fendmeno de captura gravitacional tempora-
ria. As forgas centripeta e de Coriolis aparecem devido a rotacao do sistema de referén-
cias e essa rotacdo ¢ feita para que se consiga equagdes mais simples. Num sistema de
referéncias fixo essas for¢as ndo aparecem, mas o fendmeno, que ¢ indiferente ao siste-

ma de referéncias, continua acontecendo.

Yamakawa (1992) ao estudar o fendmeno aplicando o método de Lagrange menciona e
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explica a captura gravitacional utilizando o balango das forgas gravitacional da Terra e
centripeta, como feito aqui. No entanto ele ndo menciona a for¢a de Coriolis e, como
pode ser visto nesta Se¢ao, ela ndo produz trabalho na direcdo do movimento sendo inu-

til para frear o veiculo nessa dire¢do.
5.5. Conclusodes

Neste Capitulo, o estudo das forcas esclarece melhor o fendmeno da captura gravitacio-
nal temporaria. Na Se¢do 5.3 quando ¢ estudado o comportamento das for¢as no mo-
mento em que o veiculo espacial passa pela periluna desejada, a Figura 5.11 e principal-
mente a Figura 5.13, demonstram que as forgas perturbativas sdo de natureza repulsiva,
ou seja, elas tentam expulsar o veiculo espacial para longe da Lua. Isto parece contradi-
zer o fendmeno de captura, ja que a primeira vista se entende que estas for¢cas deveriam
atrair o veiculo espacial para a Lua, capturando-o. Fazendo uma anélise mais profunda
do que ¢ a captura gravitacional ¢ possivel entender estd aparente contradicdo. Quando
ocorre a chamada captura gravitacional temporaria, o veiculo espacial possui uma ener-
gia de dois corpos (C3) negativa, isto significa que a velocidade do veiculo ¢ menor do
que a velocidade de escape da Lua. Ora, se o veiculo espacial possui uma velocidade
menor do que a velocidade de escape como ele fez para diminuir a sua velocidade? E ja
que o veiculo esta com uma velocidade baixa o comportamento do veiculo deveria ser o
de permanecer proximo da Lua, e ndo se afastar novamente, como ocorre. Este € o sig-
nificado das forcas perturbativas terem natureza repulsiva no momento da captura. No
mecanismo de captura gravitacional essas for¢as funcionam como um empuxo continuo
aplicado em direc¢do contraria ao movimento do veiculo espacial, ou seja, quando o vei-
culo esta indo em dire¢do a Lua, ao passar perto da periluna desejada, as forcas pertur-
bativas sendo repulsivas, fazem com que o veiculo diminua a sua velocidade, ficando
menor do que a velocidade de escape, e depois a devolve para que o veiculo va embora

novamente.

Ao analisar o comportamento radial das for¢as ao longo da trajetdria, na Segdo 5.4, o
que foi escrito no paragrafo anterior fica mais claro. As forcas de gravidade da Terra e

centripeta tendem a se equilibrar, com uma tendéncia a serem repulsivas. Ou seja, elas
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comecas a amortecer a velocidade do veiculo desde a entrada na esfera de influéncia da
Lua. Essas forcas equivalem a um impulso negativo que diminui a velocidade do veicu-
lo espacial. Ja a for¢a de Coriolis ndo atua na dire¢do do movimento, pois esta forga ¢
sempre perpendicular ao movimento, e por esta razao ela nem freia, nem acelera o vei-

culo nessa direcao.

Ao comparar a quarta trajetdria com a primeira nota-se que a primeira trajetoria possui
uma variagao da quantidade de movimento maior do que o da quarta trajetoria. Essas
duas trajetorias terminam na mesma periluna com a mesma energia C3, porém a primei-
ra ¢ capturada de forma direta (no sentido anti-hordrio) e a quarta de forma retrograda
(no sentido horario). O fato da trajetdria de captura direta ter uma variagdo da velocida-
de maior do que a da captura retrograda demonstra que na captura direta pode se alcan-

car valores menores de C3 do que no caso das capturas retrogradas.
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CAPITULO 6
ESTUDO DE CAPTURAS COM O MENOR C3 POSSIVEL
6.1. Introducao

Na mesma linha de investigagdo de Yamakawa (1992), este Capitulo apresenta uma sé-
rie de estudos sobre o menor valor possivel da energia de dois corpos C3 que ainda

permite a captura gravitacional.

O valor de C3 esta ligado a quantidade de combustivel gasto na manobra, ou seja, quan-
to menor o valor de C3, menor ¢ a quantidade de combustivel gasto. Por esta razdo a

busca dos valores minimos de C3 para a captura gravitacional ¢ de grande importancia.
6.2. Estudo do Valor de C3 Minimo

Os resultados obtidos por Yamakawa (1992) levam a uma fronteira de minima energia
C3. Essa fronteira representa o menor valor possivel de C3 para o qual ainda existem
trajetdrias com captura gravitacional. A fronteira para o sistema Terra-Lua ¢ apresenta-
da na Figura 6.1 para as capturas diretas e retrogradas. Nestas Figuras a variavel radial
representa o valor absoluto de C3 em unidades candnicas. A variavel angular € o angulo
a, que representa o angulo da posi¢do da periluna (Figura 3.1). Para alcancar estas e-
nergias minimas foram feitas integragdes das trajetorias com o angulo a fixo e variando
C3 de 0 até¢ —0.3 unidades canodnicas em passos de —0.01. Somente os menores valores

de C3 que proporcionam captura gravitacional estdo apresentadas nas figuras abaixo.

Com a observagao das Figuras pode-se concluir que existem regides mais favoraveis a
captura gravitacional, no sentido em que a energia minima C3 ¢ menor do que o valor
dessa mesma grandeza em outras regioes. Esse resultado ja havia sido demonstrado no
capitulo anterior quando as forgas foram analisadas. E interessante notar que a captura
retrograda, de forma geral, proporciona valores minimos de C3 maiores do que os valo-
res obtidos na captura direta, embora as diferencas ndo sejam grandes. A explicagdo pa-

ra esse efeito € que na captura direta, como foi visto no Capitulo 5, existe uma variagao
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de velocidade maior do que no caso da captura retrograda. Ou seja, as forcas perturbati-
vas atuam com um impulso continuo menor no caso da captura retrograda do que no
caso da captura direta fazendo com que esse tipo de captura ndo alcance os valores de

C3 tdo baixo quanto no caso da captura direta.

Captura Direta Captura Retrograda

Fig. 6.1 — C3 minimo do sistema Terra-Lua para capturas diretas e retrogradas.

Yamakawa (1992) fez um estudo semelhante a esse, calculando os valores minimos pa-
ra as trajetorias que escapam na dire¢ao da Terra e depois para as trajetdrias que esca-
pam na direcdo oposta, como as trajetérias das Figuras 5.13 e 5.18, respectivamente.

Por essa razao ¢ dificil fazer uma comparagao entre os dois resultados.

A descontinuidade em torno de o = 60° na Figura 6.1 ¢ apresentada de forma ampliada
na Figura 6.2, com incrementos de 1° e de 0.1° na variavel a e variagdes de 0.01 e 0.001
em C3. Essa descontinuidade est4 evidente também em Yamakawa (1992), mas nao re-
cebeu um estudo detalhado das razdes que levaram a essa particularidade. A
descontinuidade aparece entre 57° e 58°, para um incremento de 1° em a e variagdo de
0.01 em C3, mas, neste mesmo intervalo de ampliacdo, quando a ¢ incrementado de
0.1°, aparece uma outra descontinuidade pontual para o = 56.5°, e nota-se que a
descontinuidade agora estd entre 57.5° e 57.6°. A outra experiéncia com esta

descontinuidade com variacdo de C3 em milésimos a energia minima (os valores de C3
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¢do de C3 em milésimos a energia minima (os valores de C3 estdo apresentados em
magnitude) apresenta um outro perfil. Além disto, a descontinuidade da variacdo de

grau em grau esta entre 58° e 59°.

Incrementos de 1 grau Incrementos de 0.1 grau
ede 0.01 em C3 e de 0.01 em C3

0.16 -® ® 0.16 00000 0000000000

0.14

0.14

0.12

0.12
0.10 000000000000000

C3 (em unidades canodnicas)
C3 (em unidades canodnicas)

0.10 ° e 0.08

56 57 58 59 56 57 58 59
Alfa (em graus) Alfa (em graus)

Incrementos de 1 grau Incrementos de 0.1 grau
e de 0.001 em C3 e de 0.001 em C3

0.18 0.18

0.16 -2 ® 0.16 299 eetesegy

0.14 0.14

0.12 0.12

C3 (em unidades canodnicas)
C3 (em unidades candnicas)

0.10 ® o0 o0 000090

T T ‘
56 57 58 59 56 57 58 59
Alfa (em graus) Alfa (em graus)

Fig. 6.2 — Ampliagdo da descontinuidade perto de 60°.

Para entender o que est4 acontecendo nesse fenomeno a Figura 6.3 apresenta duas traje-
torias, ambas com valor de C3 = -0.16, que é o valor minimo mostrado na Figura 6.2
quando C3 tem incrementos de 0.01. Uma trajetdria tem oo = 57.5° e a outra tem o =

57.6°. Nota-se que para a mesma energia, mudando apenas 0.1° em o nas condigdes ini-
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ciais, uma trajetéria consegue sair da esfera de influéncia gravitacional da Lua, enquan-
to que a outra colide com a Lua. Essa particularidade pode ser facilmente observada na
Figura 6.3, pois a trajetoria do veiculo espacial inicialmente se afasta da Lua, depois faz
um retorno para uma passagem proxima da Lua. Neste ponto a primeira trajetdria conti-
nua seu caminho se afastando definitivamente da Lua, enquanto que a segunda trajetoria
colide com a Lua. Quando o ¢ variado, mantendo-se a mesma energia de dois corpos
C3, o vetor velocidade mantém sua intensidade fixa, mas varia sua dire¢do. Isto provoca
as descontinuidades apresentadas na Figura 6.1. Na Figura 6.2 verifica-se que a pequena
variagdo de C3 (de centésimos, para milésimos) provoca uma variagdo na intensidade
do vetor velocidade, agora ficando fixo sua direcdo (para cada trajetdria). A conclusdo
que se pode chegar ¢ que a procura de minimos absolutos ¢ muito dificil devido a gran-

de sensibilidade das condig¢oes iniciais.

Trajetoria p/ 57.5 graus Trajetoria p/ 57.6 graus
ocorre escape ocorre colisao

0.2 0.2

0.1 0.1

0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

Fig. 6.3 — Trajetorias com C3 = —-0.16.
6.3. Estudo da Influéncia do Valor de r,,

Para o estudo do comportamento dos valores minimos de C3 em que ocorrem capturas
gravitacionais com variacdo da altura da periluna r,, serdo utilizados os valores para pe-

rilunas de 100 km, 10000 km, 20000 km e 50000 km (r, de 1838 km, 11738 km, 21738
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km e 51738 km, respectivamente). O sistema utilizado ¢ o sistema Terra-Lua. Os valo-
res das magnitudes das energias minimas estdo representadas no eixo radial e a variavel
angular ¢ o dngulo o.. Na Figura 6.4 ¢ apresentado o caso de capturas diretas e na Figura
6.5 o caso para capturas retrogradas. Em ambos os casos as energias mais baixas apare-
cem para 1, de 1838 km, sendo que para o caso retrogrado existe uma maior variagdo
entre o primeiro 1, € os demais, € a medida que o r, aumenta a energia de dois corpos
vai diminuindo, porém de forma lenta. E possivel concluir que nio existem grandes va-
riagdes nos niveis de energia minima na captura gravitacional. Isto quer dizer que se
pode utilizar uma grande variedade de perilunas sem perder muito na economia de
combustivel. Assim sendo, podem ser projetadas varios tipos de missdes utilizando a

captura gravitacional e com um certo ganho em energia.

90°

—— 1838 km
—— 11738 km

—v— 21738 km
—— 51738 km

Fig. 6.4 — Valores minimos de C3 para varios 1, na captura direta.
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—— 1838 km
—— 11738 km

—v— 21738 km
—— 51738 km

270°

Fig. 6.5 — Valores minimos de C3 para varios r, na captura retrograda.

As variagdes abruptas (descontinuidades) existentes nos dois casos podem ser explica-
dos da mesma forma anterior. Pequenas variacdes angulares faz com que o veiculo es-

pacial colida com a Lua.
6.4. Estudo da Influéncia do Parametro de Massa

A Figura 6.6 apresenta o comportamento da energia de dois corpos C3 quando se varia
o parametro gravitacional p no problema de captura gravitacional. Essa Figura segue o
padrao das Figuras anteriores, onde a magnitude de C3 esta representada pela variavel
radial e o valor da condig@o inicial a estd representado pela varidvel angular. Uma fami-
lia de curvas foi feita para cada valor de p. Para esta figura foram criados alguns siste-
mas hipotéticos baseados inteiramente no sistema Terra-Lua so, sendo modificado o

valor do parametro gravitacional.
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—— 0.01

150° —— 0.03

—v— 0.05

180°

210°

270°

Fig. 6.6 — Valores minimos de C3 para diversos L.

Nota-se que com o aumento do pardmetro gravitacional a energia de dois corpos dimi-
nui drasticamente. Para p = 0.01 o comportamento ¢ bem semelhante ao do sistema Ter-
ra-Lua, indicando que pequenas variacdes no parametro gravitacional ndo alteram de
maneira significativa o resultado (mas ¢ bom lembrar que o parametro gravitacional de
um sistema de bindrios ndo pode ser modificado, ja que este parametro gravitacional
representa a relagdo de massas entre os dois primarios e que dificilmente pode ser alte-
rada). Este estudo demonstra que sistemas que possuem valores de p maiores do que o
do sistema Terra-Lua tem condi¢des de proporcionar maiores economias em uma ma-
nobra de captura gravitacional. A razdo disto ¢ que quanto maior o valor do parametro
gravitacional maior ¢ a perturbagdo gravitacional no sistema e, consequentemente, mai-

or ¢ a possibilidade de ocorrer a captura gravitacional temporéria.
6.5. Conclusao

O resultado mais importante desse estudo € o fato de terem sido encontradas regides em

que a captura gravitacional ocorre com um valor de C3 mais negativo do que em outras.
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Isso vem corroborar o estudo feito no capitulo anterior sobre o comportamento das for-
cas. Naquele capitulo, os estudos numéricos demonstraram que a captura gravitacional
era melhor justamente nas regides em que os estudos deste Capitulo mostraram os me-

lhores minimos.

O estudo da periluna também tem sua correspondéncia no capitulo anterior. Este estudo
da periluna oferece uma generalizacdo ao problema, pois, com esta analise ¢ possivel

escolher perilunas mais altas que satisfaca algum tipo de missao.

Outro estudo que oferece generalizagdo foi o estudo feito sobre os diversos valores do
parametro de massa. Como a variacao desse parametro demonstrou que o principio da
captura gravitacional continua, apesar de que com o crescimento do pardmetro os valo-
res de C3 tornam mais negativo. Sendo o oposto também verdadeiro, ou seja, com a di-

minui¢do desse parametro, C3 se torna menos negativo.
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CAPITULO 7

ANALISE NUMERICA DO TEMPO REQUERIDO PARA A CAPTURA GRA-
VITACIONAL

7.1. Introducao

Neste Capitulo ¢ estudado o comportamento do tempo necessario para completar a cap-
tura gravitacional. Os resultados sdo obtidos através de uma analise paramétrica efetua-
da com base em integracdes numéricas de trajetorias. Esta analise ¢ muito importante,
primeiro porque num problema de transferéncia orbital o tempo de captura pode ser de
grande relevancia, dependendo do tipo da missdo. Caso a missdo seja transportar equi-
pamentos, por exemplo, pode-se economizar o0 maximo de combustivel sem levar em
conta o tempo gasto no transporte, dentro de certos limites. Mas, se a missao for trans-
portar seres humanos ou mantimentos e/ou medicamentos necessarios a manutengao de
pessoal numa base lunar, ¢ preciso fazer uma analise procurando o melhor termo entre
consumo de combustivel e de tempo. Além disso, dado a grande sensibilidade desse fe-
ndémeno, a reducao do tempo requerido para essa fase da missao reduz a duragdo da a-
cdo de forgas perturbadoras, o que garante uma maior precisao dos resultados e evita um

numero excessivo de manobras corretivas.

Outra razdo da andlise de tempo neste trabalho, ¢ a falta deste tipo de abordagem nas
pesquisas disponiveis na literatura sobre o tema. Isto se explica devido ao fato desse
topico de pesquisa ser muito recente na literatura e poucos trabalhos académicos o a-
bordaram. A andlise de tempo aqui efetuada ¢ o resultado dos trabalhos publicados por
Vieira Neto e Prado (1995; 1998). Antes desses trabalhos os demais autores que pesqui-
saram o problema da captura gravitacional se preocuparam em entender melhor o fend-
meno em relacdo a economia de energia, nunca levando em conta o tempo envolvido.
Este tipo de analise mostra o quanto ¢ possivel economizar em combustivel quando se
opta por este tipo de transferéncia, mas ndo apresenta solu¢des em relagdo ao tempo ne-

cessario na transferéncia

Para fazer esta analise, serd utilizado o modelo restrito de trés corpos circular apresen-
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tado no Capitulo 2 e os conceitos € parametros numéricos apresentados no Capitulo 3.
O sistema utilizado ¢ o sistema Terra-Lua. Em certas etapas serdo utilizados outros sis-
temas, para generalizar o trabalho e estudar o efeito de algum parametro em particular.
Porém, quando isto for feito, serd explicitamente mencionado no texto. Todos os valores

numéricos estao escritos nas variaveis adimensionais descritas nos capitulos anteriores.
7.2. Escolha dos Parametros

Os parametros mais importantes na andlise de tempo sdo: C3, a energia de dois cor-
pos; a, o angulo da posi¢do da periluna; 1,, a distdncia do periapside da trajetoria de
captura gravitacional ao centro da Lua; e n, o parametro gravitacional do sistema de
primdrios considerado. Este ultimo pardmetro serd variado para uma maior generaliza-
cdo da analise, mas deve-se levar em conta que no sistema Terra-Lua o parametro gravi-
tacional € constante e igual a 0.0121506683 no sistema de coordenadas adimensionais,

conforme utilizado por Yamakawa (1992).

Para cada um desses pardmetros serdo analisadas as suas relagdes com o tempo de cap-
tura. Aqui se entende como tempo de captura o tempo gasto entre 0 momento da entrada
na esfera de influéncia gravitacional (como definida no Capitulo 2) até o momento em

que o veiculo espacial chega na posicao escolhida para a periluna.

Muitos desses parametros serdo estudados em conjunto com outros. Por exemplo, serd
estudado o comportamento de o mantendo fixo o valor de C3 e verificando como o
tempo de captura varia para cada o. Para estudar o comportamento de C3, sera feito o
oposto, ou seja, sera mantido constante o valor de o e verificado o comportamento do

tempo enquanto C3 ¢ variado.
7.2.1. Tempo de Captura Para C3 Fixo

Esta subsecao apresentard o comportamento do tempo de captura quando ¢ mantido fixo
a energia de dois corpos C3, enquanto o angulo a ¢ variado. Isso significa que os ga-
nhos de tempo aqui encontrados ndo sdo obtidos a partir de uma redugdo na economia,

que ¢ relacionada com C3.
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O angulo o sera variado de 0° a 360° para diversos valores fixos de C3 e mantendo-se r,,
= 1838 km (uma periluna de 100 km). O tempo ¢ mostrado em valores absolutos, lem-
brando que o passo de tempo para a integracdo numeérica ¢ negativo. A dire¢do da orbita
de captura ¢ sempre direta, pois essa ¢ a familia de orbitas que fornece as melhores eco-

nomias, como foi verificado no Capitulo 5.
Os resultados para esse estudo sdo mostrados nas Figura 7.1 a seguir.

Para analisar o comportamento do tempo, as curvas de energia foram reunidas em gru-
pos de trés. A seqiiéncia destas curvas lembra curvas de niveis com a energia de dois
corpos em fung¢do do tempo de captura. Elas especificam com clareza as faixas nas

quais o angulo da posi¢do da periluna (o angulo o) tem os menores tempo de captura.

A maioria das curvas das Figura 7.1 estd truncada para evitar que uma escala muito
grande de valores para o tempo dificultasse o entendimento do comportamento das tra-
jetorias com menores tempos de captura. Existem duas regides de minimo, uma proxima
de 330° e outra proxima de 150°, que estdo bem ressaltadas. A regido proxima de 0°,
visivel em todas as Figuras, ¢ uma continuagdo da regido proxima de 360°. Observando
com aten¢do as figuras € possivel concluir que a regido proxima de 150° possui valores
minimos um pouco maiores do que a regido proxima a 330° principalmente para ener-
gias menores do que —0.18. Isto significa que para as energias mais baixas a regiao pro-
xima de 330° oferece as melhores escolhas para a periluna, onde os tempos de captura
sao menores do que em outras regides € as curvas de energia estdo mais proximas uma

das outras.
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Fig. 7.1 — Tempo vs. a para valores pequenos de tempo.

De forma geral o tempo oscila quase que como uma sendide com os menores valores

proximos de 0° e 180°, e os maiores valores proximos de 90° € 270°. Este comportamen-

to ¢ melhor notado no intervalo —0.02 < C3 < 0, que demonstram claramente que exis-
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tem posigoes privilegiadas em relacdo ao tempo de captura em determinados angulos.
Ou seja, em certas posigdes da periluna ¢ exigido um menor tempo para que a captura
ocorra. Lembrando sempre que esse ganho em tempo nao ¢ obtido as custas de uma per-
da na economia de combustivel, pois o valor de C3 estd sendo mantido constante e isso

implica numa economia de combustivel constante.

As curvas apresentadas na Figura 7.2 sd3o a complementacdo das curvas da Figura 7.1
para tempos maiores, iniciando com energia C3 = —0.03. Estas curvas demonstram que
quando a energia vai diminuindo, as regides onde existem os maiores tempos crescem, o
que constitui um resultado esperado, ja que ¢ normal ter a necessidade de mais tempo
para que ocorra uma captura mais forte (com C3 mais negativo). Também se distingue

claramente as regides de maximo tempo: em torno de 60° e em torno de 240°.

O comportamento em torno dos angulos 60° e 240° esta de acordo com as conclusdes de
Yamakawa (1992) sobre a explicagdo da captura gravitacional e com os resultados obti-
dos no Capitulo 5 sobre a analise das for¢as. De acordo com Yamakawa e como ficou
demostrado no Capitulo 5, a diminui¢do da energia de dois corpos C3, responsavel pela
captura gravitacional temporaria, ocorre devido a diminuicao da forca gravitacional da
Lua em dois locais: do lado da Terra a forca gravitacional da Terra tende a reduzir a for-
ca gravitacional da Lua, por estarem em diregdes opostas; do lado contrario da Terra a
forca centrifuga gerada pela revolu¢do da Lua em torno do baricentro do sistema tam-
bém tem direcdo oposta a forca gravitacional da Lua, diminuindo o efeito desta sobre o
veiculo espacial. Este efeito também ¢ verificado na Figura 6.1 onde s3o apresentados
os menores valores de C3 em relagdo ao angulo o para a captura direta. Com a analise
do tempo verifica-se que quando o esta proximo de 180°, ou seja, a periluna esta do la-
do da Terra, a forca gravitacional da Terra age sobre o veiculo espacial diminuindo
mais rapidamente sua velocidade até que ele chegue na posi¢do desejada da periluna
com um tempo menor do que em outras regides. Quando o estd proximo de 360°, a peri-
luna esta no lado oposto ao da Terra, a forca centrifuga da Lua em torno da Terra ¢ a

componente que contribui para diminuir o tempo gasto na captura.
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Fig. 7.2 — Tempo vs. a para valores grandes de tempo.

As Figuras demonstram que as regides de menores tempo estdo proximas do angulo
330° e 150° em vez de 360° e 180°. A razdo deste fato pode ser explicado pela Figura
5.8 onde fica demonstrado que o segundo e quarto quadrantes possibilitam o aumento
da velocidade transversal devido ao balango transversal entre as forcas de gravidade da
Terra e centripeta. Portanto o equilibrio transversal e radial das for¢as provoca esse des-

vio.
7.2.2. Tempo de Captura em Funcio de a

Fixando o pode-se analisar a influéncia do parametro C3 no tempo de captura. Os grafi-
cos desta Secao foram obtidos mantendo o angulo da posi¢do da periluna fixo enquanto

que a energia de dois corpos foi sendo reduzida gradualmente.
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Os resultados estao apresentados na Figura 7.3. Nos gréaficos desta Figura, a distancia da

periluna, rp,, ¢ mantida em 1838 km medido em relacdo ao centro da Lua e o angulo o é

variado com incrementos de 5° de um grafico para a outro.
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Fig. 7.3 — Tempo de captura vs. C3. (Continua).
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Fig. 7.3 — Tempo de captura vs. C3. (Continuagdo). (Continua).
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Fig. 7.3 — Tempo de captura vs. C3. (Continuagado). (Continua).
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Fig. 7.3 — Tempo de captura vs. C3. (Continuagdo). (Continua).

138




C3 (unidades canonicas) C3 (unidades candnicas)

C3 (unidades candnicas)

[ ) 225 graus

[ ) 230 graus

0.00 0.00 0.00
i 2 2
§ -0.02 g -0.02
-0.02 & &
£ £ 1
3 \ b} \
b g -0.04 e . g -0.04
% - % \
-] . -] 1 e .
-0.04 g / g ST
,o". o -0.06 o -0.06 —
| /A I - / '
-0.06 -0.08 -0.08
0 1 2 3 4 4 8 12 0 4 8 12
tempo (unidades candnicas) tempo (unidades candnicas) tempo (unidades candnicas)
. 240 graus . 245 graus . 250 graus
0.00 0.00 0.00
-0.02 2 2 1
g -0.02 8
1 & g -0.04
-0.04 H 3
=] =]
1 \ $ -0.04 3 1
3 % 2
-0.06 p ]
1 . o E E -0.08 &
-0.06 .
-0.08 SR 8 \ S | ¢
S v / - BC
.
-0.10 -0.08 T -0.12 T
0 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (unidades candnicas) tempo (unidades candnicas) tempo (unidades candnicas)
[ ) 255 graus [ ) 260 graus [ ) 265 graus
0.00 0.00 0.00
2 2 il
0.04 £ £
5 -0.04 5 -0.04
1 = =
g g
-0.08 ] g |
\ 5 -]
] » . | = \ =
". . E -0.08 E -0.08
-0.12 ”° 8 8
i ® e .'I 7
L3N .
-0.16 T T T : T -0.12 T T : T -0.12 T T :
10 1 2 3 4 2 4 6

[ ) 235 graus

0 2 4 6 8
tempo (unidades canénicas)

tempo (unidades candnicas)

tempo (unidades candnicas)
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Fig. 7.3 — Tempo de captura vs. C3. (Continuagdo). (Continua).
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Fig. 7.3 — Tempo de captura vs. C3. (Conclusdo).

Analisando esses graficos é possivel chegar a algumas conclusdes. Entre 0° e 20° ndo
ocorre nenhuma surpresa. A medida que a energia vai diminuindo, o tempo de captura
vai aumentado. Para o dngulo de 25°, de C3 =—0.077 a C3 = —0078 unidades canénicas,
ocorre um aumento abrupto do tempo, que passa de aproximadamente 1.25 unidades
canodnicas para 2.45 unidades candnicas. Fenomenos parecidos como este também ocor-

rem para os angulos de 30°, 35°, 215° e 225°. Esta descontinuidade ocorre porque uma
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pequena diminuicdo da energia C3 (que representa uma diminui¢ao na magnitude da
velocidade inicial) faz com que a trajetoria ndo alcance a esfera de influéncia gravita-
cional da Lua num ponto proximo ao ponto atingido pela da trajetoria anterior. Esse en-
contro ocorre em um outro ponto da esfera de influéncia, muito distante do ponto de
encontro da trajetoria anterior. Esse fato gera o comportamento descontinuo observado
na Figura anterior. A Figura 7.4 mostra as trajetorias com C3 = —0.077 e C3 = -0.078
no sistema de coordenadas girante. O primeiro grafico mostra as duas trajetorias com-
pleta e o segundo faz uma ampliag¢do da regido em que a trajetoria correspondente a C3
=-0.077 alcanga a esfera de influéncia. As duas trajetdrias seguem caminhos idénticos
até proximo da esfera de influéncia, quando a trajetéria com C3 = —0.077 toca a esfera,

enquanto a outra segue seu caminho.

Esfera de Influéncia Esfera de Influéncia

C3=-0.077 C3=-0.077

C3=-0.078
0.05 -0.19
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Fig. 7.4 — Trajetorias que provocam a descontinuidade do angulo o = 25° da Figura 7.3.

De modo geral, o comportamento do tempo em relagdo a energia segue um principio
logico. Quanto menor o nivel de energia, maior o tempo gasto para a captura. No entan-
to, como foi mostrado no paragrafo acima, existem algumas regides que ndo seguem

esta lei devido ao atraso para escapar da esfera de influéncia.
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Uma outra descontinuidade analisada ¢ a do caso do angulo o = 30°. Entre C3 = —0.069
e C3 =—-0.073 ocorre um aumento ¢ uma diminui¢do do tempo. A Tabela 7.1 mostra os
valores de C3 iniciais, o tempo gasto em cada trajetoria e o angulos que elas tocam na
esfera de influéncia. E a Figura 7.5 mostra todas as trajetérias e os pontos em que elas

tocam a esfera de influéncia.

TABELA 7.1 - DESCONTINUIDADE DO ANGULO DE 30°

C3 | Tempo B

-0.069| 3.1859 | 87.4
-0.070| 4.9971 | 215.3
-0.071| 5.1339 | 204.0

-0.072| 4.2472 | 214.9
-0.073| 3.3757 | 148.6

Mais uma vez fica claro que a diminuicao de C3, que representa uma diminuigdo da ve-
locidade inicial, faz com que os desvios proximos da esfera de influéncia que mudam o

seu local de saida, provoque um aumento substancial de tempo.
7.2.3. Tempo de Captura em Funcio da Periluna

Para o estudo da periluna, a energia de dois corpos e o angulo da posi¢do da periluna
foram mantidos fixos. Foram escolhidos dois valores para C3: —0.05 ¢ —0.10 unidades
candnicas, pois estes numeros representam valores intermedidrios da faixa existente. E

quatro valores para o angulo a: 0°, 90°, 180° e 270°.

A Figura 7.6 apresenta os resultados obtidos. Inicialmente ¢ possivel classificar os gra-
ficos em dois grupos: o grupo das trajetorias que terminam na linha Terra-Lua (o = 0° ¢
a = 180°), caracterizado pelo aumento do tempo de captura com a distancia r, até em
torno dos 20000 km da Lua e a diminui¢do desse tempo depois dessa distancia critica; e

o grupo das trajetdrias que terminam na linha perpendicular a linha Terra-Lua (o = 90°
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e o = 270°), caracterizado por uma reversdo dessa caracteristica, ou seja, o tempo de
captura diminui com a distancia r, até cerca de 10000 km para C3 = —0.05 e até cerca de
15000 km para C3 = —0.10 e a partir dai esse tempo aumenta com o aumento da distan-

cia rp.

S
oo (N

N R 5
_ 21485
B“‘& 21528 (

0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3

Fig. 7.5 — Descontinuidades do angulo 30°.

O primeiro grupo, com o igual a 0° e 180°, tem dois comportamentos. Primeiro quando
a energia de dois corpos estd mais alta (C3 = —0.05 unidades candnicas), ou seja, a ve-
locidade transversal em relacdo a Lua esta mais alta, o tempo de captura inicialmente
vai aumentando com a distancia da periluna. Depois existe uma regido de
comportamento aleatorio, onde inclusive ndo existem capturas. E finalmente os tempos

de captura voltam a diminuir.

Quando a energia de dois corpos estd mais baixa (C3 = —0.10 unidades candnicas), o
tempo de captura aumenta junto com a periluna até por volta dos 30000 km da Lua. De-

pois o tempo de captura diminui e volta a aumentar por volta dos 40000 km da Lua.
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Quatro trajetoria foram escolhidas para estudar o comportamento de r, em rela¢do ao
tempo de captura. Todas pertencem ao grafico com C3 = —0.05 e o = 180°. A trajetdria
tl tem rp, = 10038 km, t2 tem r, = 24038 km, t3 tem r, = 39038 km e t4 tem 42038 km.
Estas trajetorias estdo apresentadas na Figura 7.7. A circunferéncia da Figura representa
a esfera de influéncia da Lua. Na Figura € possivel ver que as primeiras trajetorias, co-
mo a tl, saem rapidamente da esfera de influéncia até que em um certo momento apare-
ce um cuspide, como em t2. Estes ctispides ocorrem quando a velocidade total no siste-
ma de referéncias girante se anula (Yamakawa, 1992). Com a velocidade diminuida o
veiculo espacial e atraido para a Lua e devido a perturbagdes gravitacionais ele escapa

da esfera de influéncia. Devido a esse processo o tempo de captura aumenta.
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Fig. 7.6 — Periluna em funcao do tempo de captura.
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Terminada essa fase, como pode ser visto pela trajetoria t3, o tempo de captura diminui.
E a medida que o valor de r, vai aumentando, as trajetorias vao saindo da esfera de in-

fluéncia com menor tempo, como ¢ representado pela trajetoria t4.

0.3

0.2
01 7N) /

> 0.0 C @3 2 tl \\7/

-0.1

07 08 09 10 11 12 13

Fig. 7.7 — Trajet6rias com C3 = —0.05 ¢ o = 180°.

O segundo grupo de trajetorias, com o = 90° ¢ 270°, tem uma caracteristica muito inte-
ressante. O tempo de captura tende a diminuir com o aumento da periluna até por volta
dos 10000 km da Lua. Esse comportamento ¢ muito importante porque, como foi visto
nas duas Secdes anteriores onde a periluna estava fixa em 100 km da superficie da Lua,
os piores desempenhos do tempo de captura ocorriam perto dessa regido. O efeito de
espalhamento dos pontos em relacdo ao tempo de captura nesse grupo de trajetorias
também ocorre no primeiro grupo. Esse efeito ndo ¢ visivel no primeiro grupo devido a

escala de tempo utilizada.

Para esse caso foram escolhidas cinco trajetorias para o estudo do comportamento de r,
em fung¢do do tempo de captura do conjunto de trajetorias do grafico em que C3 =—-0.05

e a=270° A Figura 7.8 apresenta estas trajetorias. Estas cinco trajetorias ddo uma boa
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1déia do que estd acontecendo com o tempo de captura. A trajetoria t1 tem r, = 3038 km,
t2 tem r, = 8038 km, t3 tem r, = 12038 km, t4 tem r, = 28438 km ¢ t5 tem r, = 45038
km. Dessas trajetorias, t3 tem o menor tempo de captura com o valor de 0.6395 unida-
des candnicas e as trajetorias tl e t4 possuem praticamente mesmo tempo de escape,
com 0.7050 e 0.7049 unidades candnicas respectivamente. As primeiras trajetorias nao
saem tdo rapidamente da esfera de influéncia porque a gravidade da Lua dificulta esse
processo, como pode ser visto na trajetoria t1 que curva a sua trajetéria na dire¢do da
Lua. No lado oposto com a. = 90° ocorre 0 mesmo para trajetorias com C3 = —0.05 e

mesmo valor de 1,.

0.3

0.2

0.1 Z —
> 0.0 | F§ t
)

t5

N

07 08 09 10 11 12 13

Fig. 7.8 — Trajetorias com C3 =—-0.05 ¢ oo = 270°.

A medida que a altura da periluna vai aumentando, a influéncia gravitacional da Lua vai
diminuindo, possibilitando escapes com menores tempos de captura. O tempo de captu-
ra volta a aumentar depois de t3 porque com o aumento de r,, mantendo constante o va-
lor de C3, a velocidade inicial diminui fazendo com que o veiculo espacial necessite de

um maior tempo para alcangar a esfera de influéncia.
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Outra observagdo que tem que ser feita € que o comportamento do tempo de captura pa-

ra as perilunas de 100 km e 1000 km da superficie da Lua ndo se diferenciam muito.

A Figura 7.9 apresenta o resultado de um estudo similar ao da Secao 7.2.1, onde foi fi-
xado C3 em — 0.1 unidades canonicas ¢ variado o de 0° a 360°, para diversos valores
para a distancia da periluna. As perilunas de 100 km e de 1000 km tem comportamento
muito similares. Enquanto que as demais perilunas, apesar de se parecerem na forma,
apresentam um deslocamento das regides de captura, ou seja, 0s maiores tempos ocor-
rem por volta do angulo de 60° e 240° nos dois primeiros graficos, mas comegam a o-
correr antes desses angulos nas Figuras subseqiientes. Este comportamento estd em a-
cordo com o que foi explicado no Capitulo 5 sobre o comportamento da forga resultante
das forgas gravitacionais da Terra e centripeta na dire¢do transversal. Esta resultante
tende a diminuir a velocidade transversal no primeiro e terceiro quadrantes, como pode
ser visto na Figura 5.8, e lembrando que as velocidades iniciais dessas trajetdrias so
possuem a componente transversal. Fica demonstrado, na Figura 5.8, que a forga resul-
tante tem maior influéncia nos angulos de 60° ¢ 240° quando a periluna estad mais baixa
¢ se movem para mais de 60° ¢ para menos de 240° quando a periluna é elevada. Este
efeito de deslocamento ¢ muito mais evidente para o caso do terceiro quadrante onde a
intensidade negativa resultante ¢ maior. Na Figura 7.9 este efeito pode ser comprovado,
o deslocamento dos tempos de captura proximos do dngulo de 240° é muito mais visivel

do que o deslocamento proximo do angulo de 60°.
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Fig. 7.9 — Efeito de r, para C3 = —0.1 unidades candnicas.

Nestes estudos sobre a influéncia da distancia da periluna também ¢ possivel concluir

que ndo existem muitas diferencas em relacdo ao tempo de captura quando a periluna

esta entre 100 km e 1000 km. Este resultado ¢ bem interessante, porque d4 uma ampla

possibilidade da escolha da distancia da periluna, favorecendo muitos tipos de missdes.

Sobre as perilunas de 50000 km tém que ser ressaltado que a esta distancia da Lua a for-

ca gravitacional ¢ menor, e por isso, bastante instdvel. Este ponto para a periluna foi

escolhido somente para generalizacao do estudo, nao tendo muito significado pratico.

De forma geral, o comportamento do tempo de captura em relagdo ao angulo da posicao

da periluna matem a mesma propriedade da Se¢do 7.2.1. Ou seja, existem posicoes da

periluna que sdo mais privilegiadas do que outras, onde o tempo de captura gravitacio-

nal € menor. As razdes deste fato sdo as mesmas ja explicadas na referida Segao.
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7.2.4. Tempo de Captura em Funcio do Parametro Gravitacional

Como o parametro gravitacional é uma constante do sistema, este estudo ¢ puramente
hipotético. Para a experiéncia foram considerados somente valores adimensionais. Ou
seja, a distancia entre os dois primdrios ¢ igual a unidade e o periodo de rotagao ¢ de 2.
A esfera de influéncia foi mantida em um valor fixo igual, em valores adimensionais, ao
do sistema Terra-Lua. A distancia da periluna tem o valor de 0.004781477 (baseado no
sistema Terra-Lua, que equivale a uma periluna de 100 km). Também foi mantido o
tempo limite para o escape de 12 unidades candnicas. A variagdo de p foi no intervalo

0.01 <p<0.5.

A Figura 7.10 apresenta os resultados para alguns angulos selecionados. De forma geral
ndo ha desvios do comportamento do tempo de captura em relagdo ao pardmetro gravi-
tacional, quanto maior o parametro, menor o tempo de captura. Isto deve ao equilibrio
dos campos gravitacionais dos dois primarios, a medida que o parametro gravitacional
cresce, as massas dos dois primarios se equiparam. E isso faz com que o efeito da per-

turbacdo gravitacional, que ¢ a razdo fisica da captura gravitacional, seja maior.

A validade deste experimento esta no poder de generalizacao. Na Figura 7.10 fica de-
monstrado, devido a igualdade de comportamento, indiferente do angulo da posicdo da
periluna, que o efeito de captura gravitacional ¢ valido para todos os sistemas de prima-
rios. O tempo de captura € menor para os sistemas que possuem uma maior equivaléncia

entre as suas massas.

151



a=0
a=90
o =180
o =270

C3=-0.05

0.5 g

0.3

0.2

0.1

Povene oo
0.0 ,

0.0 0.2 0.4 0.6

tempo (unidades candnicas)
0.5

0.8

0.4

0.3

0.1

e00 0.0 0ot

0.0 T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
tempo (unidades candnicas)
0.5

0.4

0.3

0.1

Do w00
0.0 o= ,

0.0 0.2 0.4 0.6
tempo (unidades candnicas)

0.8

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

e o

0.0 T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
tempo (unidades candnicas)

1.0

0.5

C3=-0.10

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

e

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
tempo (unidades candnicas)

0.4

0.3

0.2

0.1

\

0.0

N

0.5

0.4 0.8 1.2 1.6
tempo (unidades candnicas)

0.4

0.3

0.2

0.1

T

Poo%eee e 0o o |0 o

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
tempo (unidades candnicas)

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

N\-u.

0.0
0.0

\

0.4 0.8 1.2 1.6
tempo (unidades candnicas)

Fig. 7.10 — p em fungdo do tempo de captura.

152



7.3. Problemas de Otimizacao

Muitas familias de problemas de otimizacdo podem ser estudadas e resolvidas usando
os resultados apresentados nesta pesquisa. Para exemplificar, vamos estudar duas fami-
lias desses problemas, que serdo apresentados nos paragrafos seguintes. Para essa tarefa
sera construida a Tabela 7.2. Esta Tabela apresenta o menor tempo de captura para cada
nivel de energia do sistema Terra-Lua com um r, fixo em 1838 km (uma periluna de
100 km da superficie da Lua). Nessa Tabela os valores do tempo estdo em valores abso-
lutos e em unidades canodnicas. A Tabela também apresenta os valores do angulo da po-
sicdo da periluna em que ocorre 0 menor tempo e os ganhos na variacdo da velocidade
(AV) obtidos da transformagao da trajetéria de captura gravitacional em uma Orbita cir-

cular em torno da Lua.
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TABELA 7.2 —- ECONOMIAS PARA OS VALORES DE TEMPOS MINIMOS (EM
UNIDADES CANONICAS)

C3 a Tempo | Ganhos em AV

0 309 0.49 0.00000
-0.01 | 310 0.5 0.00222
-0.02 | 311 0.51 0.00444
-0.03 | 312 0.52 0.00667
-0.04 | 315 0.53 0.00890
-0.05 | 319 0.54 0.01113
-0.06 | 314 0.56 0.01336
-0.07 | 320 0.57 0.01559
—0.08 | 318 0.59 0.01783
-0.09 | 318 0.61 0.02007
-0.1 | 319 0.63 0.02231
-0.11 | 322 0.65 0.02455
-0.12 | 321 0.68 0.02680
-0.13 | 323 0.71 0.02905
-0.14 | 327 0.74 0.03130
-0.15 | 331 0.78 0.03355
-0.16 | 328 0.84 0.03580
-0.17 | 329 0.91 0.03806
-0.18 | 333 1 0.04032
-0.19 | 337 1.14 0.04258
-0.2 | 340 1.41 0.04484
-0.21 | 345 3.32 0.04711

Problema 1: Suponha que seja necessario encontrar uma trajetdria que termina numa
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captura gravitacional em um dado sistema binario cujo valor de r, tenha que ser fixo.
Assuma que o valor da constante gravitacional seja de p = 0.0121506683 (o sistema
Terra-Lua) e 1, = 0.004781477 (que representa uma altura de 100 km acima da superfi-
cie da Lua). O desejado nesse problema ¢ que esta trajetdria use a menor quantidade de
tempo possivel, mas mantendo um valor fixo de C3 = —0.14 (economia fixa). A Tabela
7.2 pode ser usada para resolver este problema e encontrar o tempo de captura de 0.74
unidades candnicas em o = 327°. E mostrado também que o ganho na variagdo de velo-
cidade necessaria para transformar a trajetéria de captura gravitacional temporaria em
oOrbita circular em torno da Lua ¢ de 0.031296 unidades candnicas. A Figura 7.11 mostra
a trajetoria do veiculo espacial visto do sistema de referéncia girante. Este tipo de pro-
blema pode ser resolvido para diversos valores de p, rp, C3, etc. Situagdes semelhantes
com um maior niimero de graus de liberdade (por exemplo, com um valor livre para ry),

também podem ser resolvidas usando a mesma técnica.

0.02
Terra Nua
0.00 ° w‘
> -0.02
-0.04
-0.06
-0.20 0.20 0.60 1.00

Fig. 7.11 — Trajetoria que resolve o problema 1.

Problema 2: Outra variante de problema de otimizagdo que pode ser resolvido com os

dados mostrados neste trabalho ¢ o problema de procurar por uma trajetéria que permite

155



o maximo de economia de combustivel sujeito a um vinculo de desigualdade no tempo
(tempo de captura menor do que um limite especificado). A Tabela 7.2 também pode
ajudar a resolver este problema. Conhecendo o limite de tempo entdo € sé escolher um
dos valores de C3 que se ajustam ao problema. Supondo que o mesmo sistema binario e
rp do problema anterior estejam sendo usados, € que o limite no tempo seja de 0.8 uni-
dades candnicas. Entdo a economia de combustivel méxima que pode ser conseguida ¢ a
que utiliza C3 =—0.15. Na Tabela 7.2 vé-se que o valor de o associado ¢ de 331°. A Fi-

gura 7.18 mostra a trajetoria obtida.

0.02
Terra Llljl

0.00 ° \]

-0.02
>} _
-0.04
-0.06
-0.08
-0.20 0.20 0.60 1.00
X

Fig. 7.12 — Trajetoria que resolve o problema 2.
7.4. Consideracoes finais

Estes primeiros estudos sobre o comportamento do tempo de captura sao as bases para o
estudo de otimizagdo. Até recentemente sO existiam algumas informagdes sobre o com-
portamento de C3, a energia de dois corpos, no problema de captura gravitacional (Ya-
makawa, 1992). Juntam-se a esses conhecimentos agora estes estudos sobre o compor-

tamento do tempo de captura. Estes dois fatores sdo imprescindiveis para que se consiga
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encontrar melhores economias de combustiveis associados a tempos razodveis para o

transporte (ou viagens).
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CAPITULO 8

ESTUDO NUMERICO DOS EFEITOS DA EXCENTRICIDADE DOS PRIMA-
RIOS NO PROBLEMA DE CAPTURA GRAVITACIONAL

8.1. Introducao

Até o momento existem poucos estudos sobre a reducao dos custos de transferéncia or-
bital utilizando os conceitos da captura gravitacional temporaria. Nesses estudos o mo-
delo mais explorado na literatura foi o do problema restrito circular de trés corpos. Pou-

cos foram os trabalhos que estudaram o problema restrito eliptico de trés corpos.

Bailey (1971a, 1971b, 1972) foi um dos primeiros a estudar o efeito da excentricidade
nos mecanismos de captura gravitacional dos satélites de Jupiter e concluiu que esses
efeitos eram significativos. Mas Heppenheimer (1975) investigou os resultados de Bai-
ley e concluiu que os efeitos da excentricidade ndo eram tdo importantes quanto Bailey
imaginara, podendo ser utilizada a 6rbita circular entre os dois primarios (Sol e Jupiter)

para a maioria das situagdes.

Com o enfoque em astronautica, o trabalho de Vieira Neto e Prado (1996), que ¢ a prin-
cipal base do presente Capitulo, ¢ um dos primeiros que aborda essa questdo. O proble-
ma restrito eliptico de trés corpos estd mais proximo da realidade do que o problema
restrito circular de trés corpos por ndo fazer a hipdtese de orbitas perfeitamente circula-
res para os primarios. Por isso ¢ preciso obter maiores informagdes a respeito dos efei-
tos da excentricidade sobre a economia de combustivel num problema de transferéncia
entre dois corpos que utiliza a captura gravitacional. Neste Capitulo serdo feitas algu-
mas comparagdes entre as duas dindmicas, com énfase na investigagdo da economia de

energia que pode ser obtida a partir do modelo eliptico.
8.2. Configuracio dos Parametros no Problema Eliptico

Nesta nova formulacdo do problema, as configuragdes dos parametros basicamente se-

guem a mesma estrutura do problema circular. No entanto, agora existem dois novos
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parametros que sao: a anomalia verdadeira do corpo de menor massa em relacao ao cor-
po de maior massa, que neste trabalho sera chamada de y; e a excentricidade dos dois

primarios. A nova configuracao estd apresentada na Figura 8.1 abaixo.

Fig. 8.1 — Configuragdo dos parametros de captura para o problema eliptico de trés

COrpos.

E bom lembrar que neste problema os dois primarios (M; e M) estdo em Orbitas elipti-
cas em torno do centro de massa do sistema. Isto implica que a distancia entre os dois
primarios varia, dependendo do angulo y. Quando y = 0° os dois primarios estdo na dis-

tincia minima, enquanto que paray = 180° os dois primarios estdo na distincia maxima.
8.3. Energia Minima de Captura

Inicialmente serdo estudadas as diferengas entre a energia minima em que ocorre a cap-
tura para o problema circular e para o problema eliptico. Tanto para o problema circular
quanto para o problema eliptico, serd utilizado o sistema Terra-Lua. Neste sistema a ex-
centricidade dos dois primarios tem o valor de 0.0549 (quando for dito que se esta u-
sando o modelo circular, a excentricidade do sistema Terra-Lua sera assumida como
sendo zero). A Figura 8.2 apresenta o comportamento da energia minima para o pro-
blema circular. Na Figura estdo sendo usados valores absolutos em unidades canonicas
para C3 para a variavel radial e o 4ngulo o para a varidvel angular. Essa Figura ¢ idénti-
ca a figura 6.1, no entanto, esta Figura foi obtida utilizando a dindmica do problema res-

trito eliptico, apresentada no Capitulo 3, fazendo e = 0 nas equagdes de movimento, en-

159



quanto que a Figura 6.1 foi conseguida utilizando a dinamica regularizada. Assim sen-
do, a semelhanca entre essas Figuras ¢ uma forma de validagcdo do modelo eliptico aqui
desenvolvido. A explicagao geral da forma desse grafico, bem como a justificativa das

descontinuidades apresentadas sdo as mesmas da Figura 6.1.

90°

Fig. 8.2 — C3 minimo do sistema Terra-Lua com dinamica eliptica no caso e = 0.

A Figura 8.2 serve para comparagdo visual entre as capturas com menores energias uti-
lizando a dinamica eliptica, apresentadas na Figura 8.3, onde estdo os resultado em que
a anomalia verdadeira y foi fixada em 0°, 90°, 180° e 270°. A excentricidade utilizada
foi de e = 0.0549. Para o caso em que y = 0°, ou seja, quando a Lua estd no perigeu,
quase nao existem diferencas entre o circular e o eliptico. Os pontos que se destacam
estdo entre 10° e 20° e entre 340° ¢ 350°, estes pontos chegam a —0.22 unidades canoni-
cas para C3, enquanto que para o caso circular, nas mesmas regides, os pontos estdo
com valores de —0.21 unidades candnicas. Outras regides de interesse estdo em alguns
pontos no intervalo de 70° a 80° para a. Estes pontos tém o valor de —0.09, que é um

numero maior do que os encontrados no caso anterior, que estao na faixa de —0.10.
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e Anom. Verd. = 0 graus e Anom. Verd. = 90 graus

Fig. 8.3 — Valores minimos de C3 para o sistema Terra-Lua eliptico para quatro posi-

¢oes iniciais de v.

Os casos em que y = 90°, 180° e 270° sdo parecidos com y = 0°. Para verificar melhor as
diferencas entre essas situacoes os graficos foram plotados juntos na Figura 8.4 e, devi-
do a escala, agrupados em conjuntos de 60° para o angulo a.. O incremento do dngulo o
foi de 1°. O angulo y = 180°, representado pelo tridngulo, é o dngulo que apresenta os
piores resultados por apresentar menores valores de energia na maioria das situacoes.

Em seguida, o angulo y = 270°, representada pelo losango, apresenta o segundo pior de-
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sempenho. O melhor desempenho ocorre quando y = 0°, que estd representado pelo

quadrado. O segundo melhor desempenho ocorre em y = 90°.
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Fig. 8.4 — Comportamento de C3 em funcdo da anomalia verdadeira dos primarios.

O fato do caso excéntrico apresentar pelo menos alguns pontos com energias mais bai-

xas do que o caso circular ¢ um bom resultado. A dinamica excéntrica se aproxima mais

da realidade do que o caso circular e, além do maior realismo, pode-se explorar essa di-

namica para a obtencdo de uma economia de energia extra, da ordem 4.76% (de —0.21

para —0.22 unidades canonicas).

Para conhecer melhor o efeito da anomalia verdadeira inicial (dngulo y) na economia de

energia, a Figura 8.5 apresenta o comportamento da energia minima de captura quando

se mantém constante o dngulo o e se varia o angulo 7.
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Fig. 8.5 — Comportamento de C3 minimo vs. y para o constante.

As Figuras demonstram que as condi¢gdes em o sdo mais importantes do que em y para o
valor da excentricidade utilizado. Quando a anomalia verdadeira varia, mantendo cons-
tante a posi¢do da periluna a, a energia minima ¢ quase constante. No caso em que o =
0°, ou seja, as condigdes finais para a periluna estdo no lado oposto ao da Terra, os valo-
res de C3 minimo sdo os mais baixos. Para o = 180° a energia minima néo alcanga ni-
veis de energia tdo baixos como as do caso em que o = 0°, mas apresenta uma unifor-

midade e niveis de energia mais baixos do que nos casos em que o = 90° e o = 270°.
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Em o = 270° existe uma uniformidade maior do que para o caso em que o = 90°. Num
caso mais realista, jA que existem pequenas desvantagem para os casos em que y # 0°,

pode-se pensar em realizar a transferéncia nos momentos em que y = 0°.

A seguir serao estudados alguns sistemas hipotéticos com excentricidades maiores, com
o objetivo de verificar melhor os efeitos da excentricidade nesse tipo de problema. Na
Figura 8.6 estdo apresentados os resultados onde p ¢ igual a 0.01, e as excentricidades
dos primarios sdo de 0, 0.2, 0.4 e 0.8. A anomalia verdadeira assume os valores de 0°,

90°, 180°, 270° para cada valor da excentricidade.

Os resultados numéricos apresentados na Figura 8.6 tem como varidvel radial a magni-
tude de C3 em unidades canonicas e a variavel angular € o angulo a. A excentricidade ¢
0.0 para o primeiro grafico, 0.2 para o segundo, 0.4 para o terceiro e¢ 0.8 para o quarto.
Pode-se verificar em todos os graficos que os niveis de energia mais baixos aparecem
quando o primario de menor massa estd na periapse (y = 0°) e os piores resultados apa-
recem quando ele estd no apoapse (y = 180°). Valores para y = 90° ¢ y = 270° apresen-
tam valores intermediérios. Este resultado ja era esperado, pois a menor distancia entre
os primarios aumenta o efeito perturbador do terceiro corpo (a causa principal da dimi-
nui¢do da energia de dois corpos). Pode-se concluir também desses graficos que com o
aumento da excentricidade ocorre um aumento nas diferengas entre os niveis de energia
das familias y = 0°, 90°, 180°, 270° (estas familias se tornam mais destacadas umas das
outras). Também ¢ possivel ver na Figura os efeitos diretos da excentricidade. Obser-
vando as regides dos niveis de energia pode-se concluir que quando a excentricidade
cresce, as magnitudes dos niveis de energia também crescem. Olhando para as escalas
radiais nota-se que ela vai de 0.2, quando e = 0, at¢ 0.8, quando e = 0.8. Na Figura 8.6
também ¢ possivel verificar que existem diferencas entre os casos em que e =0.0 e e =

0.2.
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Fig. 8.6 — Comportamento da energia minima para pu = 0.01 e excentricidades variadas.

Estas Figuras também mostram a importancia da escolha do angulo a. A diferenca nas

magnitudes de C3 obtidas para diferentes valores deste parametro sdo muito grandes.
8.4. Efeitos da Excentricidade no Tempo Requerido para a Captura

Para a andlise do tempo de captura, uma energia de C3 = —0.14 foi escolhida e fixada.

Dois casos foram estudados: primeiro a excentricidade foi fixada em 0.4 e a anomalia
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verdadeira foi variada de 0° a 270° em passos de 90°. Os resultados sdo mostrados na
Figura 8.7. Depois disto, a anomalia verdadeira foi fixada em 0° ¢ a excentricidade foi
variada para assumir valores de 0.0, 0.2, 0.4 e 0.8. Os resultados s3o mostrados na Figu-
ra 8.8. Estes sistemas de primarios sdo similares ao do sistema Terra-Lua com excentri-

cidades aumentadas para enfatizar seus efeitos.

A Figura 8.7 mostra os efeitos da anomalia verdadeira no tempo de captura. A variavel
angular ¢ o angulo o e a variavel radial ¢ o tempo de captura em unidades candnicas.
Existem quatro posi¢des para a Lua, y = 0° é a posi¢do mais proxima da Terra e y = 180°

¢ a posi¢do mais distante da Terra. Cada ponto corresponde a uma trajetoria.

Os diagramas mostram a existéncia de duas familias de trajetorias. Existem grandes va-
riagdes no tempo requerido para a captura, dependendo do valor inicial do angulo a.
Este fato mostra a importancia desse estudo, porque estes valores diferentes de tempo
de captura correspondem a um valor fixo de energia, ou seja, ndo existem perdas na e-
conomia para alcangar os menores tempos de captura. O efeito da excentricidade tam-
bém é muito claro na Figura 8.7. Verificando os graficos de y = 0° a y = 90°, as mudan-
cas nos resultados sdo pequenas, a maioria das trajetdorias apresentam um tempo de cap-
tura menor do que duas unidades candnicas de tempo. Verificando a situacdo onde y =
180°, aparecem grandes mudangas no grafico. Duas novas familias de trajetorias apare-
cem ¢ a maioria delas possuem tempos de captura entre duas e quatro unidades canoni-
cas de tempo. A maior distdncia entre os primdrios nesta geometria, que reduz a pertur-
bacdo gravitacional e aumenta o tempo para completar a captura, explica isto. Os resul-
tados para y = 270° mostra o retorno das duas familias caracteristicas do problema. Po-
rém, valores maiores para o tempo de captura, quando comparado com y = 0°, ainda a-

parecem e o numero de trajetérias que ndo pertencem a familia aumenta.
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Fig. 8.8 — Tempo de captura paray = 0°.

A Figura 8.8 mostra o efeito da excentricidade no tempo de captura quando o valor de y
= 0° ¢ fixado e a excentricidade é variada. Novamente a varidvel angular é o angulo o e
a variavel radial ¢ o tempo de captura em unidades canonicas. Nestes graficos a corres-
pondéncia de um ponto a uma trajetdria ainda continua. A caracteristica do problema de
possuir duas familias de trajetdrias ainda ¢ valida, desta vez para todos os graficos apre-
sentados. Nestes estudos sao mostrados que os efeitos do crescimento da excentricidade

para um valor fixo da anomalia verdadeira sdo grandes o bastante para serem mensura-
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veis. Em geral, existe uma tendéncia de reduzir o tempo de captura com o crescimento
da excentricidade. Isto também ¢ explicado pela redugdo da distancia entre os primarios,
j& que a posicao estudada ¢ mantida na periapside. Efeitos fortes aparecem para grandes
valores da excentricidade (como em e = 0.8), onde as duas familias giram na dire¢ao
horaria ficando quase horizontal. Isto significa que o valor de oo que permitem minimos
e maximos tempos de captura mudam significativamente. Estes resultados podem ser
usados para resolver problemas praticos de otimiza¢dao, como explicado na proxima Se-

¢ao.
8.5. Problemas de Otimizacao

Muitas familias de problemas de otimizagdo podem ser resolvidos utilizando os resulta-
dos disponiveis nesta pesquisa. Duas destas familias estdo apresentadas nos paragrafos

abaixo.

Problema 1: Suponha que seja necessario projetar uma trajetoria que termine com uma
captura gravitacional em um dado sistema de bindarios para um determinado valor de .
Assumindo que o valor do parametro gravitacional seja p = 0.0121506683 (o valor do
sistema Terra-Lua). A exigéncia deste problema ¢ que estd trajetoria use a quantidade
minima de tempo possivel, mas mantendo um valor fixo de C3 = -0.14 e 1, =
0.004781477. As Figuras 8.7 e 8.8 podem ser diretamente usadas para resolver este pro-
blema. Este problema ¢ solucionado para sistemas com excentricidades e = 0.0, 0.2, 0.4
e 0.8. Os quatro valores para a anomalia verdadeira (y = 0°, 90°, 180° e 270°) sdo testa-
dos. Os resultados estdo mostrados na Tabela 8.1. Ela inclui o angulo o e o tempo de
captura. A economia em AV obtida é de 0.031296 unidades canonicas para todos os ca-

sos estudados, ja que C3 ¢é mantido constante.
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TABELA 8.1 — SOLUCOES DO PROBLEMA 1

NS 90° | 180° | 270°
(%
a=338 | -
0
t=0.7482 | -
o, | T3] 33
| t=0.6033 | 0.6576 | 0.9452 | 0.7656
oy | @732 | 32| s | 300
| t=0.4556 | 0.5402 | 1.3657 | 0.7016
N EN D
| t=0.1735 | 0.1797 | 2.6443 | 0.3882

Os resultados estdo em concordancia com a regra geral que diz que quanto mais proxi-
mo os primarios estdo, maior € a perturbacdo e o tempo requerido para a captura ¢ me-
nor. Para um valor fixo da excentricidade, os tempos sdo menores para y = 0° e maiores
para y = 180°. Para um valor fixo da anomalia verdadeira, o tempo decresce com o au-
mento da excentricidade para y = 0° e cresce quando y = 180°. Isto significa que as dife-
rengas entre os tempos para diferentes localizagdes dos primdrios cresce com a excen-
tricidade. A conclusdo geral ¢ que ao levar em conta a excentricidade dos primarios ¢
possivel planejar a manobra com o menor tempo de captura. A regido dos valores de a
ndo muda muito, as solugdes estdo na faixa de oo = 300° + 30°. A Figura 8.9 mostra a
trajetoria do veiculo espacial para a solucao circular, vista no sistema de referéncias gi-

rante.
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Fig. 8.9 — Trajetoria do problema 1.

Este tipo de problema pode ser resolvido para diferentes valores de p, rp,, C3, etc. Pro-
blemas similares com mais graus de liberdade (como um valor livre de r, por exemplo),

também pode ser solucionado com a mesma técnica.

Problema 2: Outra variante de problema de otimizagdo que pode ser resolvido com os
dados apresentados neste trabalho ¢ o problema de procurar por uma trajetoria de captu-
ra gravitacional que leve a uma economia maxima sujeita a um vinculo de desigualdade
com o tempo (tempo requerido para a captura menor do que um limite especificado). As
Figuras 8.7 e 8.8 também podem ser utilizadas para resolver este problema. Suponha
que o mesmo sistema de bindrios (Terra-Lua) e o valor de 1, = 0.004781477 seja utili-
zados e que o limite de tempo seja de 0.8 unidades candnicas de tempo. Uma vez mais,
quatro possibilidades para a excentricidade e para a anomalia verdadeira sdo utilizados.
A Tabela 8.2 mostra os resultados para todos os casos estudados. Os resultados obtidos
aqui também estdo em concordancia com a regra geral mencionada no caso anterior.
Comparado com a solugdo circular, fica claro que para um valor fixo da excentricidade

C3 alcanga um minimo para y = 0° e um maximo para y = 180°. Entdo, a economia ma-
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Xima para um problema com limite superior no tempo ¢ alcangado na posigdo y = 0°.
Também pode ser notado que C3 diminuiu com o aumento da excentricidade para y = 0°
e ele cresce com y = 180°. Entdo, as diferencas da energia para as diversas condigdes
finais de uma determinada trajetdria cresce com o aumento da excentricidade desta tra-
jetoria. A conclusdo geral € que quando se leva em conta a excentricidade dos primarios
¢ possivel planejar uma manobra com o maximo de economia de energia para um limite
no tempo de captura. A regido dos valores de o que resolvem o problema estdo por vol-
ta de 330° + 15°. A Figura 8.10 mostra a trajetoria do veiculo espacial para a solugido
circular, vista do sistema de referéncias girante. Solugdes para outros casos podem ser

obtidos resolvendo um problema particular ou interpolando as tabelas disponiveis.

TABELA 8.2 — SOLUCOES DO PROBLEMA 2

v 0° 90° | 180° | 270°
c
C3=-015| — | — | —
0

0=328 | — | — | -—
s C3=-0.19 | -0.17 | -0.11 | -0.14
' o0 =338 | 321° | 346° | 331°
o C3=-028 | -024 | -0.09 | -0.16
' =328 | 342° | 328° | 330°
05 C3=-085|-0.71 | -0.07 | -034
' a=328° | 333° | 346° | 330°
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Fig. 8.10 — Trajetoria do problema 2.
8.6. Conclusoées

E possivel concluir dos estudos feitos nesse Capitulo que o modelo restrito eliptico de
trés corpos proporciona diferencas nos resultados em termos de economia de combusti-
vel. Essas diferencas podem ser exploradas com o objetivo de aumentar a economia de
combustivel e/ou reduzir o tempo requerido para a execugdo da manobra. A Figura 8.4
mostrou a localizacdo e a magnitude das diferencas entre os diferentes modelos e serve

de guia para a escolha dos pontos 6timos para as manobras.

O principal efeito que a excentricidade produz no problema de captura gravitacional
eliptico € que com o seu aumento a energia de dois corpos C3 diminui. Outro efeito in-
teressante ¢ que se C3 for mantido fixo o tempo de captura ¢ reduzindo quando se au-

menta o valor da excentricidade.

Em relagdo a anomalia verdadeira o periapside (y = 0°) é a melhor condigdo para ocorrer
a captura gravitacional, porque além de poder gerar uma maior economia de combusti-

vel por alcangar os menores valores de C3, nesta posi¢ao também ocorrem os tempos de
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captura mais curtos.

Finalmente, os dados disponiveis neste Capitulo também permitem formular e solucio-
nar varios problemas praticos envolvendo otimizagdo de parametros. Dois exemplos
foram propostos e resolvidos: 1) encontrar uma trajetéria que tem o menor tempo de
captura para uma energia fixa e 2) encontrar uma trajetoria que tenha a menor energia
dado um limite de tempo de captura. As solugdes sdo mostradas em detalhes, incluindo

as trajetorias seguidas pelo veiculo espacial.
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CAPITULO 9

SENSIBILIDADE DAS TRAJETORIAS DE CAPTURA GRAVITACIONAL
TEMPORARIA

9.1. Introducao

Neste Capitulo serdo estabelecidos alguns fatos relativos a sensibilidade das trajetérias
de captura gravitacional quando erros sdo introduzidos na velocidade inicial. Por sensi-
bilidade das trajetérias entende-se o quanto o seu comportamento ¢ alterado quando pe-
quenos erros nas condi¢des iniciais ocorrem. Nos capitulos anteriores foi visto que pe-
quenas mudangas nas condigdes iniciais, que na realidade sdo condigdes finais devido
ao passo de integra¢do negativo, significava ter ou ndo ter captura gravitacional. Neste
Capitulo serdao avaliadas numericamente as trajetdrias que se iniciam num ponto distan-
te da Lua e, agora com passo de tempo de integrag@o positivo, terminam na periluna de-

sejada e com a energia de dois corpos requerida.

Como ainda ndo existem na literatura critérios para se estabelecer a sensibilidade das
trajetorias de captura gravitacional, resolveu-se aplicar o mesmo critério dos capitulos
anteriores, ou seja, uma abordagem numérica. Como sera explicado posteriormente nes-
te Capitulo, serao adicionados alguns erros na dire¢do e na magnitude da velocidade
inicial da trajetoria que termina em captura gravitacional e sera verificado o comporta-

mento dessa nova trajetoria.
9.2. Transferéncia Completa Terra-Lua

Para entender como sao classificadas as trajetorias neste Capitulo, ¢ necessario entender
0 que sera feito com as que terminam em captura gravitacional. O objetivo de todo este
trabalho ¢ dar uma base para se conseguir, num futuro, encontrar trajetorias de transfe-
réncia em sistemas binarios como o sistema Terra-Lua, em que se utilize a captura gra-

vitacional temporéria de uma forma mais elaborada do que a mera tentativa e erro.

A transferéncia completa Terra-Lua ¢ mostrada na Figura 9.1 (Krish et al., 1992). Esta
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transferéncia comega em uma 6rbita estacionaria em torno da Terra. A partir dessa orbi-
ta se obtém uma trajetoria que faz um swing-by com a Lua. Esta trajetoria de swing-by
faz com que o veiculo espacial ganhe energia suficiente para ser arremessado para um
ponto longe do sistema Terra-Lua. Neste ponto, chamado de “fronteira de estabilidade
fraca” (Belbruno, 1990), as forcas gravitacionais da Terra e da Lua sdo muito fracas e,
devido a isso, o veiculo espacial pode, com uma pequena manobra, ser capaz de alterar
significativamente a sua trajetoria com um consumo muito baixo de combustivel. Este
fato ¢ utilizado para colocar esse veiculo em uma trajetdria de captura gravitacional
temporaria em torno da Lua. Quando o veiculo espacial estd na periluna desejada para
essa trajetoria, por ser uma trajetoria de captura gravitacional, sua energia de dois cor-
pos € negativa e, consequentemente, o impulso requerido para completar a captura pos-
sui uma magnitude menor do que o impulso requerido pela manobra sem captura gravi-
tacional. Com isto ¢ possivel adquirir uma orbita circular em torno da Lua com certa

economia de combustivel.

A transferéncia completa Terra-Lua por conseguinte, ¢ uma transferéncia que requer um
consumo de combustivel menor que o requerido pela tradicional transferéncia de Hoh-
mann (Yamakawa et al., 1993; Belbruno, 1987 e 1990). No entanto, estas manobras fa-
zem com que o tempo de transferéncia seja substancialmente superior ao da manobra

padrao.
9.3. Classificacido das Trajetorias de Captura Gravitacional

Como foi visto na Secdo anterior, a trajetoria de captura gravitacional, na transferéncia
completa entre a Terra e a Lua, comeca na fronteira de estabilidade fraca, que fica longe
do sistema Terra-Lua. Os estudos apresentados neste trabalho até o momento, ndo se
preocuparam em conhecer que direcdo a trajetoria de captura tomava apds a saida da
esfera de influéncia da Lua. Os estudos iniciais tiveram por objetivo aumentar as infor-
magcdes a respeito do fendmeno devido a necessidade de se conhecer melhor como fun-

ciona o mecanismo de captura gravitacional.
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Fig. 9.1 — Transferéncia completa Terra-Lua.

FONTE: Adaptada de Krish et al. (1992, pg. 437).

Agora ¢ interessante diferenciar as trajetdrias que levam a fronteira de estabilidade fraca
e as que nao levam. E para isto, serdo apresentados alguns conceitos desenvolvidos por
Yamakawa (1992). Seja uma circunferéncia cujo centro ¢ a Terra e a drbita da Lua o seu
perimetro. E possivel diferenciar as trajetérias que vao para o lado da Terra das trajeto-
rias que vao para o lado oposto ao da Terra, ou seja, as trajetorias que vao para o interi-
or da circunferéncia das trajetdrias que vao para fora dessa circunferéncia (Figura 9.2).
Estas trajetorias serdo denominadas “lado da Terra” e “lado da antiterra” (esta classifi-
cacdo vem da traducdo do trabalho de Yamakawa (1992): “Earth side” e “anti-Earth si-
de”). Para classificar estas trajetorias sdo monitorados o semi-eixo maior da trajetoria
em relagdo a Terra e o angulo da posicao de entrada B (Figura 3.1), no momento em que
a veiculo espacial alcanga a esfera de influéncia da Lua. Se o semi-eixo maior ¢ menor
ou igual a 400000 km e se 90° < B < 270°, a trajetoria é do tipo “lado da Terra”. Se o

semi-eixo maior é maior que 400000 km e 0° < B < 90° ou 270° < B < 360°, a trajetoria é
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do tipo “lado da antiterra” (Yamakawa, 1992).

Terra Antiterra
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Fig. 9.2 — Trajetoria que vai para o “lado da Terra” e a que vai para o lado oposto ao da

Terra (sistema de coordenas fixo).

A Figura 9.3 apresenta um mapa mostrando como as trajetorias sao distribuidas em re-
lagdao as condigdes iniciais para uma periluna de 100 km da superficie da Lua. Estas
condi¢des iniciais sao o angulo da posi¢ao da periluna a, representado pelo eixo hori-

zontal, e a magnitude de C3, a energia de dois corpos, representado pelo eixo vertical.

Na Figura ¢ possivel ver que os dois tipos de trajetorias possuem regides bem definidas
em relagdo ao angulo da posi¢ao da periluna. Dependendo do tipo de missao ¢é sé verifi-

car se a condicao para a periluna ¢ satisfeita e escolher a trajetoria.
9.4. Estudo da Sensibilidade dessas Trajetorias

Para saber o quanto as trajetdrias sdo sensiveis as condi¢des iniciais foram escolhidas
algumas trajetorias que vao para o “lado da antiterra” e adicionados as condig¢des inici-
ais erros na direcdo e na magnitude da velocidade, mantendo os valores para as posi¢des
x ¢ y sem modifica¢des. A partir desses erros foram verificados em que pontos do eixo
x ¢ a que distancias do ponto de captura tem-se y = 0 (este método ¢ baseado na idéia

das superficies de Poincaré (Winter ¢ Murray, 1994)). Além disso, também foi verifica-
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do o comportamento da energia de dois corpos quando estas trajetorias perturbadas pas-

sam o mais proximo do ponto de captura. O ponto de captura aqui referido ¢ a periluna

escolhida.
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Fig. 9.3 — Mapeamento das trajetorias que vao para o “lado da Terra” e para o lado an-

titerra.

As condi¢do iniciais foram determinadas escolhendo-se um ponto do mapa da Figura
9.3 dentro da regido que possuiam trajetdrias do tipo “lado da antiterra”. Este ponto for-
nece informagdes da energia de dois corpos e do angulo da posicdo da periluna. Com as
devidas transformacgdes se obtém a posi¢do e a velocidade do ponto inicial. Esta infor-
macao ¢ propagada com um passo de tempo negativo até que o veiculo espacial ultra-
passe 1000000 km da Lua em um tempo inferior a 100 dias (que equivale a aproxima-
damente 23 unidades candnicas de tempo), neste ponto as informacdes de posicao, ve-
locidade e tempo sdo armazenadas. Caso a trajetéria ndo ultrapasse os 1000000 km an-
tes de se esgotar as aproximadamente 23 unidades candnicas de tempo, as informagdes

de posi¢do, velocidade e tempo s3o armazenadas para a posi¢cdo mais afastada do siste-
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ma Terra-Lua. O sistema de referéncia € o rotacional adimensional.
9.4.1. Erros na Magnitude da Velocidade

Os erros na magnitude da velocidade foram produzidos a partir do vetor velocidade ini-
cial (obtidos conforme explicado na Se¢do anterior). Com o valor da magnitude desse
vetor foi especificado uma determinada porcentagem que foi adicionada ao vetor inicial.
Agora um novo vetor de estado, com a mesma posi¢ao do vetor anterior mas com a ve-
locidade acrescida de um erro, ¢ entdo propagado com um passo de tempo positivo a
partir do tempo fornecido pelo método explicado na ultima Secdo até o tempo zero.

Neste trabalho sdo estudados trés casos com trés trajetorias diferentes.
Caso 1

O comportamento da trajetéria depois de adicionado erro na velocidade inicial esta
mostrado na Figura 9.4. As condi¢des iniciais dessa trajetoria levam a uma periluna com

C3=-0.1ea=150°

Nota-se claramente que em todos os casos as trajetdrias estdo alteradas em relacdo a
nominal (0%). Erros da ordem de +5% sao suficientes para fazer com que o veiculo es-

pacial ndo se aproxime da Lua.

Com as mesmas condi¢des de periluna da Figura anterior, os graficos da Figura 9.5 a-
presentam o primeiro valor positivo de x quando y = 0 (ou seja, o primeiro ponto de
cruzamento do eixo horizontal) e sua distancia em relagcdo ao ponto de captura para cada
trajetoria alterada com o erro que foi adicionado na magnitude da velocidade. A distan-

cia do ponto de captura ¢ definida como:

dz\/(x—xp)2+(y—yp)2 ©.1)

onde (x, y) € a posi¢do do veiculo espacial e (X, yp) € a coordenada da periluna da traje-

toria nominal (0%). Cada ponto da Figura representa uma trajetoria. Foram somados a

velocidade inicial valores que correspondem de -10% a 10%, ou seja, as primeiras traje-
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torias tém valores inferiores a velocidade nominal da condigdo inicial e as ultimas traje-

torias t€ém valores superiores a velocidade nominal da condicao inicial.
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Fig. 9.4 — Trajetorias com erros na magnitude da velocidade.
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Fig. 9.5 — Resultados para erros de 10% na magnitude da velocidade.
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A Figura 9.5 mostra o comportamento das trajetorias desde o momento em que elas sao
10% menores do que a velocidade nominal e que termina em captura gravitacional até o
momento em que elas superam em 10% a velocidade nominal. Como mostrado na Figu-
ra 9.4, a maioria das trajetérias que tém velocidade maior do que a velocidade nominal
ndo cortam o eixo positivo de x e por isso os graficos da Figura 9.5 terminam antes de
2%. A trajetoria nominal corta o eixo X pela primeira vez em 1.112587, a trajetéria com
—10% da velocidade nominal em 1.916404, e a trajetoria com 1.5% da velocidade no-
minal em 0.8629286. Ou seja, existe uma diferenga de 0.803817 unidades candnicas
(aproximadamente 308987 km) entre a trajetoria com erro negativo e trajetoria nominal
e de 0.2496584 (aproximadamente 95968 km) unidades canonicas entre a trajetdria com

erro positivo e a trajetdria nominal.

A Figura 9.6 mostra o que acontece com a energia de dois corpos, C3, no instante em
que o veiculo espacial passa pelo ponto mais proximo do ponto de captura em sua nova
trajetoria. Com um erro de —10% em relagdo a velocidade nominal o ponto mais proxi-
mo do ponto de captura estd a 0.9280087 unidades candnicas do ponto de captura com
um valor de C3 = 0.00200271, enquanto que com um erro de 10% o ponto mais proxi-
mo do ponto de captura ¢ de 0.2649354 com C3 = 0.7982373. Ou seja, com erro de
—10% em relagdo a velocidade nominal ocorre a maior distdncia do ponto de captura,
enquanto que com erro de 10% ocorre o maior valor de C3. Isto ocorre porque quando o
veiculo espacial tem velocidade inicial menor do que a velocidade nominal ele ndo con-
segue se aproximar da Lua. Como o valor de C3 ¢ igual a energia cinética menos a e-
nergia potencial, nesse caso acontece uma baixa energia cinética, porque a velocidade
esta sendo subtraida, e uma alta energia potencial, porque o veiculo espacial estd a uma
grande distancia da Lua. Por esta razdo C3 fica proximo de 0, ficando mais negativo
quando se aproxima do ponto de captura. No segundo caso o veiculo espacial tem velo-
cidade inicial maior do que a nominal fazendo com que ele passe proximo da Lua, mas

com uma velocidade alta, provocando um alto valor de C3.
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Fig. 9.6 — Resultados para erros de 10% na magnitude da velocidade.

As Figura 9.7 e 9.8 apresentam as mesmas quatro graficos anteriores com uma escala

que vai de 5% a 5%.
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Fig. 9.7 — Resultados para erros de 5% na magnitude da velocidade.
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Valor de C3 no ponto mais préoximo do
ponto de captura

Para um melhor entendimento do fendomeno, optou-se por investigar a regido de erro em
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Fig. 9.8 — Resultados para erros de 5% na magnitude da velocidade.

torno de 1%. As Figura 9.9 e 9.10 apresentam esses resultados.
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Fig. 9.9 — Resultados para erros de 1% na magnitude da velocidade.
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Fig. 9.10 — Resultados para erros de 1% na magnitude da velocidade.

Na Figura 9.9 os primeiros valores de x diminuem para erros negativos € positivos, en-
quanto que a distancia do ponto de captura diminui para os erros negativos € aumenta
para os erros positivos. E nos dois casos ocorre uma descontinuidade em 0% (a trajeto-
ria nominal). A Figura 9.4 ajuda a explicar esse fendmeno, as trajetorias com erros ne-
gativos na velocidade cruzam o eixo x depois da Lua se aproximando dela. Por isso o
valor de x diminui e assim como a distancia do ponto de captura. Depois, as trajetorias
com erros positivos na velocidade cruzam o eixo x antes da Lua e se afastam em dire¢ao
a origem do sistema. Ou seja, o valor de x continua diminuindo, enquanto que a distan-

cia do ponto de captura aumenta.

Na Figura 9.10 estd o comportamento de C3 quando a trajetdria com erro passa o mais
proximo do ponto de captura. Em termos da distancia do ponto de captura o comporta-
mento € 6bvio, primeiro a distancia diminui e depois aumenta. Em relacao a C3 aconte-
ce um fato interessante, entre —0.5% e 0% existem valores de C3 menores do que o va-
lor para o ponto de captura desejado (—0.1 unidades candnicas). Isto ocorre porque o
veiculo passa a uma distdncia onde a energia potencial ainda ¢ menor do que o a do
ponto de captura, mas com uma velocidade menor do que a da trajetoria nominal, ener-

gia cinética baixa, provocando um balango de C3 menor do que o do ponto de captura.

Caso 2
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A Figura 9.11 apresenta as trajetorias que deveriam terminar em uma periluna com o =
77° ¢ C3 = —0.1. No mapa da Figura 9.3 este ponto fica no fronteira esquerda entre as
trajetorias do “lado da antiterra” e as do “lado da Terra”. Esta Figura ¢ interessante por-
que apresenta um cuspide na trajetoria nominal (0%) antes da esfera de influéncia gravi-
tacional da Lua. E as trajetorias que possuem uma velocidade inicial maior do a nomi-

nal, se desviam da trajetdria nominal justamente neste cuspide.
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Fig. 9.11 — Trajetérias com erros na magnitude da velocidade.

As Figura 9.12 e 9.13 mostram os mesmos estudos do caso anterior na escala que vai de

-1% a 1%.

Na Figura 9.12 nota-se um comportamento diferente na variacdo do valor de x em rela-
¢do ao caso anterior. Nao existe aquela descontinuidade mencionada anteriormente. A
explicacao deste fato estd na Figura 9.11 que as trajetorias depois do ctispide aumentam
sua distancia da origem. Isto ¢ bem visivel na trajetéria com erro de 5% na velocidade

nominal. Ou seja, as trajetdrias com velocidades menores, que ndo sao tao afetadas pelo
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cuspide, se aproximam da Lua a medida em que a velocidade inicial ¢ aumentada, de-
pois da trajetoria nominal, que possui o cuspide, as velocidades iniciais tém seu valor
aumentado e no lugar do ctspide a trajetoria faz uma pequena revolucao, quase um “1”,
e depois cruzando o eixo X num ponto mais distante do que a trajetdria nominal, se afas-

tando da origem.
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Fig. 9.12 — Resultados para erros de 1% na magnitude da velocidade.
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Fig. 9.13 — Resultados para erros de 1% na magnitude da velocidade.

No segundo grafico da Figura 9.13 apresenta algo diferente. A distdncia do ponto de
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captura inicialmente ¢ grande, diminui rapidamente quando os erros se aproximam de
—0.25%, e voltam a aumentar rapidamente depois que passam pelo erro 0%. E como se
houvesse um buraco proximo dessa regido. O comportamento de C3 também apresenta
descontinuidades proximas dessas regides. Este efeito ocorre porque as trajetorias que
estdo “dentro do buraco” possuem um cuspide quase igual ao da trajetdria nominal.
Com isto algumas dessas trajetorias passam tao proximo da Lua quanto a trajetdria no-

minal, fazendo com que o valor de C3 seja menor do que o nominal.
Caso 3

Numa outra fronteira do mapa da Figura 9.3, a Figura 9.14 tem como condig¢ao final pa-
ra a periluna o = 172° ¢ C3 = —0.19. As trajetorias de captura gravitacional estdo mais
sensiveis neste nivel de energia. E possivel ver que a trajetéria nominal (0%) faz varias
revolugdes em torno da Lua antes de alcangar a periluna desejada. Um fato diferente
neste caso, em relagdo aos estudados anteriormente, ¢ que as trajetorias com erros se
afastam da trajetéria nominal bem antes do que nos casos anteriores. As trajetdrias com
velocidades iniciais menores se afastam do sistema Terra-Lua (a espiral crescente ocor-
re porque o sistema de referéncias esta girando). Enquanto que as trajetorias com velo-

cidades iniciais maiores ficam presas dentro do sistema.

As Figura 9.15 e 9.16 apresentam o comportamento da sensibilidade das trajetorias em

relacdo a adi¢do de erros na magnitude da velocidade na escala de —1% a 1%.

A Figura 9.15 apresenta um comportamento semelhante ao da Figura 9.9 do primeiro

caso.

Desta vez, como mostra a Figura 9.16, o menor valor de C3 ¢ o da trajetéria nominal
(-0.19). O fato das trajetérias com menor velocidade inicial estarem mais afastadas ja
foi explicado pela Figura 9.14. As trajetorias com velocidades iniciais maiores passam
mais proximo do ponto de captura e também revolucionam em torno da Lua como a tra-
jetoria nominal. O interessante ¢ que quanto maior a velocidade inicial, menos revolu-

¢oes em torno da Lua, e essas trajetdrias depois escapam na dire¢do da Terra.
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Fig. 9.15 — Resultados para erros de 1% na magnitude da velocidade.
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Fig. 9.16 — Resultados para erros de 1% na magnitude da velocidade.

As conclusdes do estudo destes trés casos ¢ que existe uma grande sensibilidade aos er-
ros. Principalmente a erros maiores que 10%, como ficou demonstrado pelo primeiro
caso. Além disto, estes trés casos apresentados demonstram que ¢ dificil obter resulta-
dos gerais nesse tipo de estudo. Os trés casos demonstram comportamentos bem dife-
rentes tanto a respeito da posi¢do em que cortam o eixo X, quanto dos valores de C3 per-
to do ponto de captura. Como ¢ possivel ver no mapa da Figura 9.3, existem vérios ca-
sos a serem estudados e, possivelmente, varios fendOmenos a serem descobertos neste

problema.
9.4.2 Erros na Direcao da Velocidade

Dando continuidade a esse estudo de sensibilidade, agora serdo adicionados erros a di-
recdo inicial da velocidade. O objetivo € compreender o comportamento das trajetorias
quando elas sdo perturbadas quanto a direcdo da velocidade. Aqui também sdo estuda-

dos 3 casos.
Caso 1

A Figura 9.17 apresenta as trajetorias perturbadas na direcdo. As condig¢des para a peri-

luna é o = 150° ¢ C3 =-0.1.
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Fig. 9.17 — Trajetorias com erros na direcao da velocidade.

Como se pode ver existe uma diferenca significativa entre as trajetorias com erro na
magnitude e as trajetorias com erro na direcdo. Estas ultimas apresentam uma separacao
da trajetéria nominal bem antes das do caso anterior. A soma de um angulo positivo na
direcao da velocidade faz com que a trajetéria se desvie para a esquerda, e com a soma
de um angulo negativo, a trajetoria se desvia para a direita. As figuras subseqiientes

mostrarao outras diferengas.

Seguindo 0 mesmo processo da Secdo anterior, as Figuras 9.18 e 9.19 apresentam erros

entre —10 e 10 graus que foram adicionados na dire¢do da velocidade inicial.

A Figura 9.18 tem uma boa correspondéncia com a Figura 9.5, apesar de serem inverti-
das uma em relacdo a outra. Isto ocorre devido a defini¢do da soma do angulo a veloci-
dade nominal, que faz com que um aumento do angulo a dire¢do da velocidade nominal

gire numa dire¢do anti-horaria e vice-versa.
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Fig. 9.19 — Resultados para erros de até 10° na dire¢do da velocidade.

O comportamento das trajetorias quando se analisa a energia de dois corpos, Figura
9.19, também tem uma certa semelhanca com o caso anterior. SO que agora a variagao
de C3 ¢ mais abrupta do que no caso anterior. Isto ocorre porque, diferentemente do ca-
so anterior, a magnitude da velocidade ndo ¢ modificada, s6 a sua direcdo. Isto faz com
que a energia cinética ndo aumente ou diminua, como antes, somente a energia potenci-

al tem variagdes nesse caso.
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As Figura 9.20 e 9.21 apresentam o mesmo caso com uma diminui¢ao da escala para o

intervalo de -5° a 5°.

1.8 0.8
b b o
1] ..o'. E ] ..o'.
Z 1.6 g o6 Re
E ) .'.. ’ g ) o'..'
= '.. g B o...
: 1.4 .'... E o'.
@ (1] °®
=] b o° s 04 L
5 A
= 1.2 > = g K
> | .E .
£ £ 02 .
E 1.0 . 2
= | =] 1
A
0.8 0.0 e
-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5
Angulo adicionado a dire¢io da velocidade Angulo adicionado a dire¢do da velocidade

Fig. 9.20 — Resultados para erros de até 5° na diregdo da velocidade.
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Fig. 9.21 — Resultados para erros de até 5° na dire¢do da velocidade.

Estas duas tltimas Figuras apresentam uma magnificacdo proxima da trajetdria nomi-

nal.

As Figuras 9.22 e 9.23 apresentam os resultados para o intervalo de -1° a 1°. Nessa
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magnitude, apesar das Figuras serem inversas, o comportamento fica muito similar ao

do caso dos erros somados a magnitude.
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Fig. 9.23 — Resultados para erros de até 1° na dire¢do da velocidade.
Caso 2

A Figura 9.24 mostra a trajetéria dos desvios quando hé erros na dire¢do da velocidade

para o caso em que a periluna final é de o = 77° ¢ C3 = -0.1.
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Fig. 9.24 — Trajetorias com erros na direcao da velocidade.

A Figura 9.25 mostra o comportamento dos erros quando as trajetorias cruzam o €ixo X,

e a Figura 9.26 apresenta o comportamento da energia de dois corpos.
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Fig. 9.25 — Resultados para erros de até 1° na direcdo da velocidade.
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Na Figura 9.25 se vé que as trajetdrias param de cruzar o eixo x por volta do 0.5°. Na
Figura 9.24 parece que todas as trajetorias cruzam o eixo X, mas as trajetorias com adi-
coes pequenas na direcdo da velocidade, ao passar perto de onde ocorre o cuspide da
trajetoria nominal, desviam suas trajetorias em dire¢@o a Terra. Diferentemente do caso
em que o erro era adicionado a magnitude da velocidade onde as trajetorias fazem um

“I” e depois cruzam o €ixo X.
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Fig. 9.26 — Resultados para erros de até 1° na diregdo da velocidade.

Na Figura 9.26, apesar da reta estar inclinada em relagdo a Figura 9.13, a razdo da falha

¢ o cuspide apresentado nas trajetorias da Figura 9.24.
Caso 3

Os trajetorias para o condigdo de periluna com o = 172° ¢ C3 = -0.19 estdo apresentados

na Figura 9.27.
As Figura 9.28 e 9.29 apresentam os comportamentos destas trajetorias.

O caso apresentado na Figura 9.28 mostra uma descontinuidade diferente das anteriores,
onde o ponto de cruzamento do eixo x da um salto de quase 0.2 unidades canodnicas ¢ se
estabiliza dentro de uma falha. Isto ocorre porque as trajetorias que sofrem a quantidade

de desvio mostrada na escala, ao passarem proximo da Lua, elas ficam presas dando va-

196



rias revolucdes. Isto acontecia também no caso em que o erro era adicionado na magni-

tude da velocidade, mas ndo com a mesma intensidade que neste caso.
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Fig. 9.28 — Resultados para erros de até 1° na dire¢do da velocidade.
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Fig. 9.29 — Resultados para erros de até 1° na diregdo da velocidade.

As varias revolugdes que as trajetdrias alteradas fazem melhorar o desempenho em rela-
¢do a energia de dois corpos C3. A regido das trajetdrias que dao véarias revolugdes em
torno da Lua apresentam valores de C3 abaixo do valor da trajetoria nominal. Além dis-

to elas passam tao perto do ponto de captura como a trajetéria nominal.

O resultado deste ultimo caso ¢ bem interessante. A condi¢do para a periluna (C3 =
—0.19 unidades canonicas) fica numa regido de menor probabilidade de existir captura
gravitacional. No entanto erros da ordem de —0.5° podem até melhorar a condigdo para

a periluna.
9.5. Conclusoes

Estes testes de sensibilidade numéricos demonstram que as trajetorias de captura gravi-
tacional sdo sensiveis quando expostas a pequenos erros nas condi¢des iniciais. Esta

sensibilidade dificulta uma tentativa de otimizagdo global da transferéncia Terra-Lua.

Erros na magnitude da velocidade sdo mais problematicos do que os erros em dire¢ao.
Mas nos dois casos ocorrem uma faixa de erro em que € possivel fazer a corregdo com
um baixo custo de combustivel. Os graficos mostraram que, apesar de estarem a uma
certa distdncia da periluna desejada, a energia de dois corpos C3 apresenta um valor

baixo, o que possibilita fazer uma manobra com um baixo consumo de combustivel.
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CAPITULO 10
CONCLUSAO
10.1. Introducio

Esta tese estudou o problema de captura gravitacional. Foram apresentados as referén-
cias bibliograficas, a dinamica utilizada e os conceitos sobre captura gravitacional no
Capitulo 2. As dindmicas circular e eliptica foram testadas no Capitulo 3. No Capitulo 4
foram testados os conceitos de Yamakawa e a integracdo numérica. No Capitulo 5 fo-
ram estudadas as for¢as que agem no sistema . O comportamento dos menores valores
possiveis de C3 foram estudados no Capitulo 6. Em seguida apresentou resultados iné-
ditos sobre a andlise paramétrica do tempo no Capitulo 7. A utilizacdo da excentricidade
como um dos parametros do problema foi considerada no Capitulo 8. E, finalmente,
mostrou a sensibilidade numérica aos erros aplicados a velocidade das trajetorias de
captura gravitacional no Capitulo 9. Agora, neste Capitulo sera feita uma rapida conclu-
sdo sobre os estudos dos capitulos anteriores e langadas propostas sobre pesquisas futu-

ras sobre esse assunto, apoiando-se nos conhecimentos adquiridos até o momento.
10.2. Analise dos Capitulos

Sera feita uma apresentacdo sucinta de cada capitulo dando énfase as contribuigdes que

eles oferecem.

O primeiro Capitulo da tese ¢ uma introdu¢ao do problema de captura gravitacional e

apresentou a estrutura de cada capitulo.

No segundo Capitulo foram apresentadas as principais referéncias bibliograficas do
problema de captura gravitacional. A dindmica de trés corpos foi desenvolvida para o
problema restrito circular, assim como a regularizacdo de Lemaitre e a dindmica do pro-
blema restrito eliptico. E finalmente foram apresentados os principais conceitos do

problema de captura gravitacional.

A dindmica do problema restrito circular de trés corpos foi aplicada ao problema de
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captura gravitacional no terceiro Capitulo. Os resultados obtidos foram utilizados para
fazer comparagdes com a literatura, de forma a garantir os resultados obtidos nos pro-
ximos capitulos. Este Capitulo também apresentou trajetorias do problema restrito elip-
tico de trés corpos que foram comparadas com outras trajetorias apresentadas na litera-

tura.

No Capitulo 4 foram testados os valores da esfera de influéncia e do tempo maximo de
integracdo, definidos por Yamakawa (1992) e apresentado no segundo Capitulo. Tam-
bém foram feito testes de comparacao entre a dindmica regularizada e a ndo regulariza-
da, utilizando dois integradores diferentes. O objetivo de todos estes testes foi garantir
que nos estudos numéricos que foram feitos nos capitulos seguintes os erros nao fossem

propagados, aumentando seus valores e desqualificando os resultados.

No quinto Capitulo as equacdes de movimento em relagdo ao primario de menor massa
foram conseguidas pelo método newtoniano, ja& que Yamakawa utilizou o método de
Lagrange. Nesse processo foi possivel identificar as for¢as que agem no sistema. Um
estudo numérico dessas forgas esclareceu melhor o fendmeno da captura gravitacional

temporaria.
As principais contribuigdes deste Capitulo foram:

a) A captura gravitacional ocorre porque, distante da Lua, as forcas centripeta e
da gravidade da Terra ajudam o veiculo espacial a diminuir sua velocidade ao
se aproximar da Lua. Estas for¢cas agem de forma equivalente a aplicagdo de

um empuxo continuo na dire¢ao contraria a0 movimento;

b) Para a energia minima de captura existem regides mais privilegiadas do que
outras. As principais regides, em relagdo ao angulo da posi¢ao da periluna, es-
tao proximas de 0° e de 180°. Isto foi explicado pelo balanco das forgas centri-

peta e da gravidade da Terra.

No Capitulo 6 ha um estudo sobre a energia minima de captura. Em seguida estes estu-

dos foram generalizados para varios valores de r, € de .
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As principais contribuigdes deste Capitulo foram:

a) Na captura direta, devido a uma variagdo maior da variacdo da quantidade de
movimento em relacdo a captura retrograda, foram alcangados melhores mini-

mos do que no caso da captura retrograda;

b) Nao ha grandes variagdes na energia minima de captura quando a distancia da

periluna cresce muito;

¢) A energia minima de captura alcanga melhores minimos quando a relagdo entre

as massas dos primarios, representada pelo parametro gravitacional, cresce.

O Capitulo 7 apresentou os resultados numéricos do estudo do tempo de captura. Os
estudos apresentados no Capitulo foram inéditos e foram apresentados em um congresso
internacional (Vieira Neto e Prado, 1995) e publicados em uma revista internacional
(Vieira Neto e Prado, 1998). Este Capitulo apresentou o comportamento do tempo de
captura em fun¢do de diversos parametros do problema de captura na dindmica restrita

circular de trés corpos.
As principais conclusdes do estudo foram:

a) Tempo de captura em fun¢do da energia de captura: existem duas regides de
minimo local, préximas a 150° e a 330° em relagdo ao angulo da posicao da

periluna, e duas regides de maximo local, proximas a 60° e a 240°;

b) Tempo de captura em fungao do angulo da posi¢do da periluna: quando o angu-

lo foi fixado, o tempo de captura aumenta quando a energia de captura diminui;

¢) Tempo de captura em fun¢do da altura da periluna: existem dois comportamen-
tos quando se mantém a energia de captura fixada, um na linha em que estdo a
Terra e a Lua, e outro perpendicular a esta linha. No primeiro caso o tempo de
captura inicialmente cresce até uma determinada regido, proxima a uma altitu-
de de 30000 km da Lua, e depois volta a diminuir. Isto leva a crer que existe

um equilibrio das forgas gravitacionais e de referencial nesta regido. No segun-
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do caso o tempo de captura inicialmente diminui até proximo dos 15000 km de
distancia da Lua e depois cresce. Isso mostra que o equilibrio das forgas age de

forma diferente nesta regiao;

d) Tempo de captura em funcdo do parametro gravitacional: fixando o dngulo da
posicao da periluna e a energia de captura, o tempo de captura cresce quando o

parametro gravitacional cresce.

Além disto, os conhecimentos gerados no Capitulo foram aplicados a dois problemas de

otimizacdo que apresentaram bons resultados (Vieira Neto e Prado, 1998).

No Capitulo 8 a dinamica do problema restrito eliptico foi utilizada. Neste Capitulo o
comportamento da excentricidade e da anomalia verdadeira foram comparados quando
foram utilizados as dinamicas circular e eliptica do sistema Terra-Lua. Para uma anoma-
lia verdadeira de 0" a energia de captura alcanga minimos melhores para a dindmica e-
liptica do que para a dinamica circular. Este Capitulo também foi apresentado em um

congresso internacional (Vieira Neto e Prado, 1996).

O Capitulo 9 faz uma andlise da sensibilidade do vetor velocidade a variagdes de mag-
nitude e direcdo. O objetivo deste Capitulo foi entender como os erros na trajetdria po-
dem influenciar a captura gravitacional e medir o grau de dificuldade do problema de

otimizar uma manobra completa Terra-Lua.
10.3. Conclusdes

O estudo da captura gravitacional tempordria feito por Yamakawa ja demonstrava a ca-
pacidade desse mecanismo diminuir a quantidade de combustivel necessaria para a cir-
cularizagdo uma orbita em torno da Lua. Neste trabalho isso se confirmou ¢ além disso
foi apresentada uma explicagdo para o fendmeno ao estudar as for¢as que agem no sis-

tema.

O estudo sobre o tempo de captura demonstrou que existem regides privilegiadas para a

captura com uma mesma energia C3. Nessas regides a captura ocorre de forma mais ra-
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pida do que noutras regioes.

O estudo sobre a captura eliptica demonstrou que a captura pode alcangar menores valo-

res para a energia C3 quando ela ocorre quando a Lua esta em passagem pelo perigeu.

De forma geral, o mecanismo da captura gravitacional oferece uma boa opc¢do de mano-

bra que economiza combustivel.
10.4. Propostas Para Pesquisas Futuras

A seqiiéncia imediata deste trabalho ¢ a aplicagdo destes resultados numa transferéncia
completa da Terra para a Lua, onde podera ser otimizado o consumo de combustivel,
aplicando conhecimentos gerados aqui e no trabalho de Yamakawa (1992), e em segui-

da otimizar o tempo, aplicando os conhecimentos deste trabalho.

Encontrar as equagdes da forgas para o problema eliptico, a exemplo do que foi feito no
Capitulo 5 desse trabalho para o caso circular, também deve dar novas informagdes so-

bre o fendmeno.

Relacionar a energia de dois corpos C3 com a constante de Jacobi também pode apre-

sentar resultados interessantes.

Enfim, ainda existem muitos fatores a serem estudados nesse problema. Os resultados

numéricos feitos aqui servem como base para um estudo analitico.
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APENDICE A

FORMULACAO EM COORDENADAS POLARES DO PROBLEMA RESTRI-
TO DE TRES CORPOS

Este Apéndice estd baseado no Apéndice A de Yamakawa (1992), sendo que as varia-
veis utilizadas por ele foram adequadas de forma a ficarem coerentes com a deste traba-
lho. A formulacdo em coordenadas polares terd como origem do sistema o primario de

menor massa.

As equacdes de movimentos serdo derivadas da formulacao lagrangiana. Na Figura A.1
as coordenadas m, & representam o sistema de coordenadas inerciais com o baricentro
dos primarios como origem. As coordenadas X, y representam o sistema girante com
origem também no baricentro dos primarios. As coordenadas r, o representam as coor-
denadas polares em relagdo ao primario de menor massa. As massas dos primarios estao

em forma adimensional, isto é:

m
m1+m2:m’“1:E=M2:_’ (Al)

de forma que:
u+p, =1. (A.2)

Na equacao (A.1) acima m; € m; representam as massas dos primarios de maior € menor

massa, respectivamente.
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Fig. A.1 — Configuragdo polar do problema restrito de trés corpos.

As transformagdes entre os sistemas de coordenadas estdo apresentadas abaixo:

E=xcosy —yseny

) (A.3)
N=Xseny +ycosy

X =rCcoSoL+ L,
. (A4)
y=rsena

Portanto, as energias cinética (T) e potencial (U) t€ém as seguintes representagdes em

coordenadas polares:

T =%(Vf +v2 )+ v, + ul(vr sena+ v, cosa)+%(u12 +2u, cosoc+r2), (A.5)

u=_H_H_ 2 adl lz_h, (A.6)
LT (1+r +2rcosay r

sendo que:

_dr o de (A7)

V. =—,V,
dt dt

e 11, 12 sdo as distancias do corpo em relagdo aos primarios de maior € menor massa,
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respectivamente.

Empregando o formalismo de Lagrange (L = T — U) se obtém as seguintes equagdes de

movimento:

2 2
d—zr—V—“—ZVa—;,Llcosoc—rJr p(r +cosar) y+u—22=0, (A.8)
e r (1+r2+2rcos0L)2 r
2v,v, : W, seno
— % +r1—+2v, +u, seno— 7 =0. (A.9)
r t (l+r2 +2rCOSOL)2

A energia de dois corpos C3 em relagdo ao primario de menor massa ¢ definida por:
. (A.10)

onde v ¢ a velocidade total da particula em relagdao ao primario de menor massa, isto é:
Vi =vi4+vl+2rv, 417, (A.11)

logo:

C3=v24+v2 +2rv, +12—2H2 (A.12)
T

De acordo com a Defini¢do 1 da Secdo 2.3, a condigdo para que haja captura gravitacio-
nal C3 tem que ser menor que zero na periapside e maior que zero fora da esfera de in-

fluéncia do primario de menor massa. Logo para que C3 <0,

vy (v, +2r)<—v2 —(rz —zﬁj. (A.13)
T

Quando r ¢ maior do que (2u2)1/ 3 0 segundo termo do lado direito fica negativo de tal

forma que a velocidade angular fica restrita por:

—2r<v, <0. (A.14)
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Estas observacdes levam a seguinte proposi¢do, em que o valor (2u,)"” é definido como

a distancia critica do sistema (Yamakawa, 1992):

a) Orbitas de movimento direto (v, > 0) ndo existem sob a condicdo de C3 nao
positivo, para o caso em que a distancia do menor primario exceda a distancia

critica (Yamakawa, 1992).

A distancia critica para o sistema Terra-Lua ¢ de 111342 km.
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