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Abstract. Esse trabalho aborda o tema da determinacdo numérica de ramos de solucdes e de
pontos de bifurcagdo para sistemas de equacdes diferenciais ordinarias ndo-lineares. Ramos
de solugcbes e pontos de bifurcacdo sdo usualmente mostrados em graficos denominados
diagramas de bifurcacdo que trazem algum aspecto da solucdo em regime permanente, tal
como a componente y, (ou a norma da componente) do vetor de solugdes em fungéo de um
paréametro do sistema a OR, por exemplo. Pode-se mostrar que um ramo de solucgdes

estacionarias € uma curva suave yl(a). Um ponto de bifurcagéo caracteriza uma alteragéo
na qualidade das solugdes e advém 1) da intersec¢do de dois ou mais ramos ou 2) do retorno
do ramo no diagrama, onde obrigatoriamente a tangente a curva yl(a), no ponto de retorno,

é perpendicular ao eixo a. Se o sistema admite solucéo trivial yl(a) =0,0a00R, entdo o

eixo a € o ramo de solugdes triviais. Qualquer outro ramo de solugOes estacionérias é um
ramo de solugBes néo triviais. Pontos de bifurcacéo sobre o eixo a sdo chamados de pontos
de bifurcacdo primérios. Pontos de bifurcacé@o fora do eixo a sdo chamados de pontos de
bifurcacao secundéarios. Tém-se ainda pontos de bifurcacdo simples (multiplos) resultado da
interseccdo de dois (mais de dois) ramos. Um ponto de bifurcacdo complexo (ou de Hopf,
1942) é um ponto de bifurcacdo onde drbitas periddicas dependentes do tempo emergem de
solucBes estacionarias. Serdo descritos os metodos desenvolvidos por Seydel (1979) e (1981)
para célculo de pontos de bifurcagdo e de ramos de solugdes estacionérias e periddicas em
equacOes diferenciais ordinarias. Para serem implementados os métodos necessitam de um
algoritmo para solucéo de problemas do valor de contorno em dois pontos. Um poderoso
algoritmo desenvolvido por Bulirsch e Stoer (1966), denominado método dos multiplos tiros,
foi utilizado na solucdo de problemas do valor de contorno em dois pontos, para alguns
exemplos descritos na literatura especializada.
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1. INTRODUCAO

Na matematica aplicada, muitos problemas sdo descritos por equagdes diferenciais
ordinérias ndo lineares que dependem de parametros reais. A estrutura das solucdes pode se
alterar, de uma forma dramaética, em certos pontos criticos do pardmetro chamados pontos de
bifurcacdo. A &rea que trata desses fendmenos ndo lineares é a teoria das bifurcacdes que
vem se desenvolvendo desde Poincaré (1885). Uma revisdo da teoria é encontrada em Keller
& Antmann (1969), Pimbley (1969) e Stakgold (1971).

Para determinar um ponto de bifurcacdo numericamente pode-se utilizar: a) metodos
indiretos onde um ramo de solucOes estaciondrias é obtido selecionando os valores do
parametro através de um processo de continuacdo. A cada passo 0s sinais das partes reais dos
autovalores do sistema linearizado sdo monitorados (uma funcéo especial é utilizada). A troca
de sinais significa alteracdo na estabilidade e, portanto, indica a bifurcacdo. Técnicas de
interpolagdo ou extrapolagcdo fornecem uma aproximacdo do ponto de bifurcacdo; ou b)
métodos diretos onde um sistema adequado é formulado e resolvido de uma s6 vez. Uma
revisdo e classificagdo excelentes dos métodos numéricos para problemas de bifurcacgdo, suas
aplicacBes, técnicas analiticas, técnicas de transformacdo, métodos de discretizacdo,
determinacdo numerica de pontos de bifurcacdo, etc. sdo encontrados em Mittelmann &
Weber (1980).

Esse trabalho descreve um método numérico desenvolvido por Seydel (1979), para o
calculo de pontos de bifurcacdo em problemas nédo lineares do valor de contorno em dois
pontos, descritos por equac@es diferenciais ordinarias. E um método direto que foi escolhido
pelo autor devido principalmente as facilidades de implementacdo e automatizacéo.

Primeiramente é dada a definicdo de um ponto de bifurcacdo. Em seguida a esséncia do
método e focalizada onde o problema do valor de contorno dado é transformado num outro
problema do valor de contorno com o dobro das equagdes do problema original, envolvendo
derivadas parciais de primeira ordem. Cada solucdo do sistema estendido é um ponto de
bifurcacdo e, portanto, tudo que o método necessita é de um procedimento numérico para
solugdo de problemas do valor de contorno em dois pontos.

Logo apoés, dedica-se um espaco para a obtencdo de valores iniciais, para o sistema
estendido, visando a viabilidade da convergéncia do método. Uma fungéo de teste €, logo
apos, inserida a qual fornece informacdes valiosas quanto a proximidade de pontos de
bifurcacdo num processo de continuagéo.

Em seguida, é descrita a vantagem de se utilizar o método dos multiplos tiros, um
algoritmo desenvolvido por Bulirsch & Stoer (1966), no computo dos valores iniciais para o
sistema estendido e das fungdes de teste.

Continuando com o trabalho, é abordada a questdo do calculo numérico de Orbitas
periddicas que bifurcam a partir solugdes estacionarias.

Finalmente, na Gltima secdo, sdo apresentados resultados numéricos. S&o calculados
pontos de bifurcagdo para quatro exemplos praticos em diferentes areas de aplicagdo. Um
deles mostra a conexao com a teoria das catastrofes. Nos trés primeiros sdo obtidos pontos de
bifurcacdo para solugfes estacionarias. O Ultimo trata de pontos de bifurcacdo complexos,
onde Orbitas periddicas emanam de solucOes estacionarias.

2. DEFINICAO DE PONTO DE BIFURCACAO



Considere um operador néo linear, W:Y xK — X onde Y, X sdo espacos de Banach' e
K pode ser o campo dos numeros reais ou complexos. Considere a equacao

W(y,a)=0. (1)

Supondo que tP(yo,ao)=0 para algum y, OY e a, OK, o interesse e resolver a Eq.
(1) para alguma vizinhanca de (y,a)=(y,.a,). De acordo com o teorema das funcdes

implicitas, demonstrado por Hildebrandt e Graves (1927), se a derivada de Fréchet (ver
apéndice B.1 de Ruelle (1989)), ¥, (y,,a,), é um homomorfismo® de Y em X (o que

equivale a dizer que W, (yo,ao) tem inversa limitada), entdo existe um Unico ramo suave de
solugdes (y(a),a) da Eq. (1) tal que LIJ(y(O/),a):O com y(ao) =y, definido para |a —ay|
menor que algum &, >0. Tais solugdes sdo ditas ndo singulares ou regulares e s&o mostradas

como curvas (ramos) em graficos que geralmente trazem algum aspecto da solucdo y em
regime permanente no eixo das ordenadas e o parametro a no eixo das abscissas. Por
exemplo, o diagrama de bifurcagcbes pode mostrar alguma norma envolvendo um ou mais
componentes do vetor y ou o valor de um componente do vetor de solugdes num determinado
instante do intervalo de integracdo (que, por tratar-se de solugdes estacionarias, representa o
valor fixo resultante da componente em todo o intervalo de integracao).

A teoria das bifurcagBes estuda o caso onde ¥, (y,.a,) ndo tem inversa limitada. Nesta

situacdo singular ha uma variedade de possiveis conjuntos de solugdes da Eq. (1). Neste caso
(y0 ,ao) pode ser um ponto de reversdo (“turning point”) de uma curva de solugdes da Eq. (1)

ou um ponto de bifurcagé@o simples onde dois diferentes ramos de solugdes se interceptam
sem tangéncia. Outra possibilidade é a ocorréncia de um ponto de bifurcagdo multiplo, onde
mais de dois ramos se interceptam.

A Fig. 1 mostra um diagrama de bifurcacdes hipotético trazendo a primeira componente
do vetor de solucGes em funcdo do parametro real a . O diagrama é constituido de 5 ramos de
solucBes estacionarias a), b), c), d) e e). O ramo de solucdes a) € o ramo de solucdes triviais.
Os ramos restantes sdo denominados de ramos de solucdes ndo triviais. O ponto de bifurcagdo
f) € um ponto de bifurcacdo primario. Os pontos g), h) e i) sdo pontos de bifurcacdo
secundarios. O ponto g) € um ponto de bifurcacdo simples. O ponto h) € um ponto de reversao
e 0 ponto i) € um ponto de bifurcacdo maltiplo.

No caso da Eqg. (1) possuir a solugdo trivial y =0 para todo a R, a bifurcacdo a partir
do ramo trivial é chamada de bifurcacdo primaria (o nome bifurcacdo as vezes é usado
indiscriminadamente, ver Langford, (1977) e Vainberg, (1964)). A maioria dos trabalhos e
métodos sobre a teoria das bifurcac@es trata da bifurcagéo a partir da solucéo basica trivial. A
ramificacdo a partir de uma solugdo mais geral néo trivial (bifurcagcdo secundéria) pode ser
reduzida ao caso de uma bifurcacdo primaria, por meio de uma transformagao apropriada do
problema, caso se conheca explicitamente a solucéo bésica y(a). Em métodos numeéricos, a
solucdo basica é desconhecida e a bifurcagdo secundaria ndo pode ser reduzida. Logo, 0s
métodos de investigagdo de bifurcagdes priméarias ndo podem ser aplicados a maioria dos
problemas envolvendo fendmenos néo lineares.

! Definicées e resultados relativos a espacos de Banach podem ser encontrados nos apéndices A.4 e A.5 de
Ruelle (1989). O primeiro exemplo que se tem em mente é X = RM equipado com a norma euclidiana

m
||X||e = Iélxlz '

2 Uma funcéo biunivoca que é continua e tem inversa continua é chamada um homomorfismo.
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Figura 1 - Diagrama de bifurcaces hipotético mostrando a primeira componente do vetor de
solucBes em funcdo do parametro a . a) ramo de solucdes triviais. b) a e) ramos de solucdes
ndo-triviais. f) ponto de bifurcacdo primério. g) ponto de bifurcacdo secundario simples. h)
ponto de reversdo. i) ponto de bifurcacdo secundario multiplo.

Apenas a titulo de informagéo, para dar um exemplo simples e concreto envolvendo
bifurcacéo, considere o seguinte problema retirado de Stakgold, (1971):

F(u,/\):u(cu2 +L—)l):O,

onde Y=X=K=R, L,c,A0R, c#0.
O interesse é obter o diagrama de bifurcacdo em funcéo do parametro A . O problema tem
solucdo u =0 paratodo A.Se c >0 tem-se duas solucBes ndo-triviais para A > L, dadas por

u= 1,/‘/\ - Lj/c, conforme a Fig. 2.

A
u

Figura 2 - Diagrama de bifurcagdes para F(u,A).
2.1 Critério Suficiente para Bifurcacdes

A questdo de Wy(yo,ao) ndo ser inversivel num ponto de bifurcacdo € crucial na
determinacdo numerica desses pontos. (yo,ao) € um ponto de bifurcacéo da Eq. (1) se, para
W, W continuas, ¢:Y — R um funcional com ¢(0)=0 e C#0 um ndmero arbitrario na
imagem de ¢, hdum hOY tal que



(i) W(y,.a,)=0, (2a)
(i) W, (yo,a,)h=0e (2b)

(iii) ¢(h)=C. (2c)

Pela Eqg. (2c) ¢(h) =C#0=h#0. Nesse caso, a Eqg. (2b) tem uma solucdo ndo trivial e
W, ndo tem inversa. Portanto, (yo , ao) € um ponto de bifurcacéo.

3. CALCULO NUMERICO DE PONTOS DE BIFURCACAO EM EDO’S

Considere o problema do valor de contorno em dois pontos

a,x, ) (3a)
( ))=0 (3b)

onde x e a variavel independente, a<x<b,' denota derivada com relagdo a X,
y:[ab] - R", f:[ab]xR"xR - R", r:R"xR" - R".

Suponha que f é continua e tenha as derivadas parciais de primeira ordem com relacéo a
y,, 1 =1,..,n, continuas.

Linearizando a Eg. (3) em torno de uma solugdo conhecida y tem-se

(y+h) = f(a,xy)+f,(@x y)h (3c)
X (ys()ail(b)) h(a)+ & (yo(;()b;/(b)) h(b)=0, (3d)

onde f, €a matriz de derivadas parciais de f com relagdoaye h: [a, b] - R" é uma pequena

perturbacdo em torno da solugdo conhecida.
Tomando a Eqg. (3b) e o lado direito da Eq. (3a) como o operador ndo linear da Eq. (1), a
equacéo linearizada correspondente a Eq. (2b) é dada por

=1, (a.x yh (4a)
a)+ h(b)=0, (4b)

_a(y(a) yb) _ 5 _a(v(a) y(b)
onde A= (a) éy(b) :

Para aplicar o critério do item 2.1 h& a necessidade de um funcional ¢(h). Um funcional
muito simples que pode ser utilizado é

¢(h)=h,(a), 1s<k<n, (5)

desde que o indice k seja escolhido de tal forma que ndo haja condigdo inicial imposta sobre
y, (a), ou seja,



kDe={l<j<ndl<i<nORtal quer(y(a) y(b)) = yj(a)—ly}. (6)

Essa escolha parece contraditoria mas ndo é pois, dado que se escolhesse j0©® para o
indice, isso levariaa h, (a) =0 devido a Eq. (4b).
Agora podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1. Suponha que o vetor (2n +1)-dimensional

resolva o problema do valor de contorno

fla,xy)

Y'=F(x,Y)= 0 ,
f,(a.x, y)h

r(y(a) y(b))

R(Y (a).Y (b)) =| An(a)+Bn(b) |=
h,(a)-1

Entéo (y0 ,ao) é um ponto de bifurcagdo da Eq. (3).

Prova. O teorema é provado da seguinte maneira:

y'=fla.xy)
Y'=F(x,Y)=1{ aconstante
h'=f,(a,x y)h,
r(v(a) ylb)) =0
R(Y(a),Y (b)) =0= { Ah(a)+Bh(b) =0
1.

h(a) =

Por conseguinte, y,,a, eh, resolvem as Egs. (2), (3) e (4). ¢(0) =0, C=10 Im(¢) e a prova
estd completa.

Para calcular pontos de bifurcacdo para o problema descrito pela Eqg. (3) o TPBVP do
TEOREMA 1 deve ser resolvido. O indice k ndo é unicamente determinado pela Eq. (6).
Seydel mostrou um exemplo em que o indice se alterava com a ramificacdo. No entanto, para
0s propasitos desse trabalho, a escolha

k= ]_mj'gn{l mfc ()

mostrou-se eficaz.



3.1 Caso Especial de Bifurcagdes Primarias

Para calcular pontos de bifurcagéo a partir da solucéo trivial y =0 o seguinte problema
do valor de contorno (n +1)-dimensiona| (uma simplificacdo do problema do TEOREMA 1)
deve ser resolvido

HERIRCE

Resolvendo a Eq. (8) obtém-se o valor a, do ponto de bifurcagéo (O, 0/0).

3.2 Adicao de Variaveis Auxiliares

A resolucéo dos problemas até agora vistos simplesmente obtém o ponto de bifurcagdo
sem, contudo, fornecer informacdes a respeito da natureza do mesmo. E necessario saber, por
exemplo, as posi¢Oes angulares assim como a quantidade de ramos que emergem do ponto.
Para obter tais informacdes é necessario calcular solugdes regulares proximas aos pontos de
bifurcacdo. Nesse caso, é conveniente introduzir variaveis auxiliares na Eq. (3). Além da
variavel do parametro y,,, =a, outra variavel auxiliar deve ser utilizada, definida por

X

Yoo (X) = [yi(2)dz, 1< j<n. )

a

Fazendo j =1, p. e., esta variavel satisfaz

[y:[* = ¥n. ().

onde | | denota a norma do R. As condicdes de contorno do problema de valor de contorno
de dimensdo n, :=n+2 a ser resolvido deve prescrever o valor 17, de a ou o valor 7, de

Iy

r(y(a) y(b))

y, (@) |=0 (10a)
a(a) e/
y fa,xy)
a | = 0 ,
Yo, yi

Y, (@) [=0 (10b)



Utiliza-se a Eq. (10) para determinar ramos de solucdes estacionarias através de metodos
de continuacdo ou homotopia e para determinar solugdes proximas a um ponto de bifurcacéo.
Em vérios casos, como por exemplo, no célculo de solugdes ndo triviais proximo a uma
bifurcacdo priméaria deve-se preferir a Eq. (10b). Nesse caso, resolve-se a Eq. (8) e
subsequentemente a Eqg. (10b) com um pequeno valor 7, >0. Verifica-se, portanto, que
utilizando as variaveis auxiliares facilmente obtém-se dados que propiciam a construgdo de
diagramas de bifurcagdes.

Se a variavel auxiliar y, € acrescentada ao problema do TEOREMA 1 tem-se a seguinte

forma final para o sistema

y(x) fa,xy)
Y(x):= ynla(X) . Y =F(xY)= y(iz ,
(x) f, (@ xyh
r(y(a), y(b))
Z o ova@ |
R(Y(a),Y(b)):= An(a) + Bh(b) =0. (12)
h,(a)-1

O sistema dado pela Eq. (11), de dimensdo n,:=n, +n= 2(n +1), foi codificado,
juntamente com as Egs. (8) e (10), para alguns problemas da literatura na busca de ramos e
pontos de bifurcacdo estacionarios. Dado que a condigéo inicial para o vetor h, tema que sera
abordado na sec¢do 4, determina a convergéncia do método da Eq. (11) e, portanto, a obtencédo
dos pontos de bifurcacdo, adotou-se a metodologia de se aproximar do ponto de bifurcacdo

utilizando a Eq. (10) e dai, calculando uma boa aproximacéo h para h,, resolve-se a Eq. (11).

4. CONDICOES INICIAIS PARA O CALCULO DE BIFURCAGCOES

Nesta secdo € desenvolvido um método para o calculo dos valores iniciais do problema
dado pela Eqg. (11), sem os quais a resolucéo pode ser extremamente dificil. No processo de
homotopia utiliza-se a Eq. (10) para obtengédo de solugdes regulares. Supde-se, entdo, que a
solucéo ()7, c7) do problema do valor de contorno dado pela Eq. (3) foi obtida e esta proxima

do ponto de bifurcacéo (yo,ao).
O problema linear do valor de contorno

h'= 1, (@, x y)h, (Ahk(]?)(;’)i(b)j -0 (12)

néo tem solugdo para (y,@)# (y,.a,). Removendo a l-ésima condigdo, dentre as (n+1)
condicGes de contorno, obtém-se um sistema soltvel

=t (@ T (( P, NAn(a)+ Bh(b ))Jzo’ (13)

h, (a



onde | denota a matriz identidade e P, é definida por
P =ee, (14)

com e, :=I-ésimo versordo R", 1<l <n.

A solucdo h da Eq. (13) depende de (y,ﬁ) e espera-se que esteja proxima de h, para
(y.@) préximo de (y,,a,).

Para resolver a Eq. (13) € necessario armazenar fy(cT e )7). Isto também tem que ser

codificado na Eq. (11) para a obtengdo do ponto de bifurcacdo. Entdo, € conveniente uma
modificagdo nas condices de contorno da Eq. (11) para permitir o célculo de h que sera
utilizado como dado inicial para a Eq. (11). Tal sistema modificado também é linear e,
portanto, a solu¢do numérica ndo é dificil de ser obtida

Y'=F(x,Y),
y(a)-y(a)
R(Y(a),Y(b)):= y, (a =0, (15)
(1 =P )(Ah(a) + Bh(b))
h.(a)-1

5. MAPEAMENTO T
Se (y,@)# (y,.a,) entdo a solugdo Y(x) da Eq. (15) difere da solugéo Y,(x) da Eq.
(11). Esta diferenca pode ser medida pelo valor 7[JR da condicdo de contorno que foi
retirada da Eq. (12)
r:=¢] (Ah(a)+ Bh(b)). (16)

Entéo, Y(x) €, a0 mesmo tempo, solucdo do seguinte problema do valor de contorno

Y'=F(x,Y),
r(y(a) y(b))

R (Y(a)Y () = Ah(a)fnéf&)_ml 0. e
h (a)-1

Para TOR a Eq. (17) representa uma familia de problemas do valor de contorno que
contém o problema da Eq. (11) para 7 =0. 7 pode ser considerada como um mapeamento T
do problema de valor de contorno dado pela Eq. (3) nos nimeros reais

r=T(y,a). (18)



Este mapeamento (ou transformacéo) fornece informagdes a respeito das ramificacdes (&
uma indicacdo de bifurcagdo para 7 =0). Portanto, durante o processo de continuacdo, é
aconselhavel o monitoramento de 7 e a observacdo de quando a mesma muda de sinal.

Varias funcdes 7, sdo possiveis, dependendo da escolha dos indices k (ver Eq. (6)) e |
(ver Egs. (14) ou (27)). As fungbes 7, podem ser determinadas numericamente resolvendo o
sistema dado pela Eq. (15) e, subseqlientemente, utilizando (16) para cada par ()7,67 ) obtido

durante o processo de continuacdo. Entretanto, € muito mais conveniente e econémico usar o
método descrito no proximo item para o calculo das fungdes e das condicdes iniciais, que é
baseado no método dos multiplos tiros.

6. CALCULO DE 1, E CI’SPELO METODO DOS MULTIPLOS TIROS

Ao invés de resolver problemas do valor de contorno para calcular as fungdes 7, da Eq.

(16) e os dados iniciais dados nas Egs. (13) ou (15), pode-se usar 0 método dos multiplos tiros
(Bulirsh & Stoer, 1966), que requer apenas operacgdes algébricas.
Considere os problemas do valor inicial

h'=1f,(a,xyh  h(a)=sOR", (18a)
G'=1f,(a,xy)e, Gl)=1, (18b)

onde G(t) € uma matriz de ordem n.

Se o intervalo [a,b] é dividido em m pontos (nés) de modo que a=x, <X, <---
<X,4 <X, =b,com G, dada pela Eq. (18b) e considerando a Eq. (18a), podem-se escrever
as seguintes equacdes matriciais:

h(xz) =G;s B

h(xk ) = Gk—lh(xk_l), k=3..m (19)
e, portanto,

h(b) = h(xm) = Grn—lem—Z Glh(a) . (20)

A condicéo de contorno h, (a) =1 pode ser escrita na forma matricial
Ph(@)=e, 1<l<n, e dadopelaEq.(14), (21)

onde os elementos p; da matriz P, (n x n) sdo dados por

P; :{O’ seflj)# (k)

1, se(i, j)=(.k).

Substituindo a Eq. (21) nas condic¢des de contorno dadas na Eq. (13) obtém-se



[(1-P)A+P,]h(a)+(1 -P,)Bh(b) =, (22)
Substituindo (20) em (22) tem-se

[(1-R)(A+BG, G, ,..G)+R]n(a) = (23)
Pode-se colocar a Eq. (23) numa forma mais compacta utilizando as seguintes defini¢oes

E:=A+BG, G, _,..G, (24)

E,:=(1-P)E+P,, (25)

resultando numa equacao algébrica linear para h(a)
E,h(a)=¢e,. (26)

A escolha do indice | deve ser tal que E, néo seja singular. Dado que E, é igual a E

com a l-ésima linha substituida pelo k-ésimo versor do R", k dado pela Eqg. (6). Para
simplificar, o indice | deve ser escolhido de forma que a I-ésima linha de E ndo seja um vetor
unitério, ou melhor,

10{t<i<n0ji< j<nmOR ta.r(y().y(b)= Y (b)—/7}, (27)

significando que a I-ésima condigao de contorno prescreve Y (b)

Na resolucgao do problema do valor de contorno dado, Egs. (3) ou (10), as matrizes A, B,
G, e E sdo geradas numericamente pelo método dos multiplos tiros e h(a) é facilmente

determinado pela Eq. (26). O célculo da funcéo 7, ¢ dado pelo produto escalar de h(a) pela
I-ésima linha de E

T, =€ Eh(a). (28)
Os dados iniciais h(xk ) 2<k <m, para o sistema da Eg. (11), sdo dados pela Eqg. (19).

7. OSCILACOES EM EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Oscilagdes estdo presentes em diversos fendmenos naturais (em células de convecgéo,
“flutter” em asas de avides, rea¢Ges quimicas,...). Para certos valores de um paradmetro fisico
(técnico, bioldgico,...) as oscilagdes podem ser periddicas e para outros valores 0 movimento
periddico pode desaparecer ou tornar-se turbulento. Problemas contendo oscilagdes podem ser
modelados por equacdes diferenciais ordinarias (por exemplo, equagdes de Duffing, equacgdes
de Van der Pol ou equacGes de Lorenz) e os valores criticos dos pardmetros que separam
solucBes qualitativamente diferentes sdo pontos de bifurcagéo.

Considere um sistema modelado pelo conjunto de equacdes diferenciais dadas pela Eq.
(32)

y' = fla,xy). (3a)



Uma solucéo da Eq. (3a) é chamada estacionaria se ela resolve a equag&o estatica
0=f(a,xy). (29)

As solucdes estaciondrias sdo os estados de equilibrio da Eq. (3a). As propriedades de
estabilidade de uma solucéo estacionaria podem se alterar para algum valor de a, do

pardmetro a e podem ocorrer dois tipos de bifurcagdo: a) um outro ramo de solugdes
estacionarias pode emanar do primeiro (ou intercepta-lo) - assunto abordado até 0 momento;
ou b) o “novo” ramo consiste de solugdes oscilatorias que dependem do tempo. O restante do
trabalho ira tratar do célculo de orbitas periddicas (ciclos limite) que bifurcam de solucdes
estaciondrias. Esse tipo de bifurcacdo & denominado na bibliografia especializada de
“bifurcacdo de Hopf” (ver Hopf (1942) ou Marsden & McCracken (1976)) ou “bifurcacéo
complexa”.

O calculo numérico de solucbes periddicas serd executado em duas etapas: a) primeiro,
calcula-se o ponto de bifurcacdo; b) apos, calculam-se os ciclos limite que emanam das
solucBes estacionarias. Na proxima secdo o método direto desenvolvido para célculo de
pontos de bifurcacdo estacionarios, sera modificado adequadamente no intuito de se calcular
pontos de bifurcacdo de Hopf. Na secdo seguinte sera descrito um método para o calculo de
Orbitas periddicas (Seydel, 1981).

8. CALCULO DE PONTOS DE BIFURCAGCAO DE HOPF

Pontos de bifurcacdo podem ser encontrados numericamente de uma forma indireta ou de
uma forma direta como foi explicado no inicio do trabalho.

Métodos diretos que partem da Eg. (29) foram propostos por Kubicek (1980), Kubicek &
Holodnick (1984). As condigdes para bifurcacGes de Hopf sdo formuladas como um sistema
de equacdes algébricas.

Devido, principalmente, as facilidades de implementacdo e automatizacdo utilizar-se-a
aqui 0 método de Seydel (1981) que parte do método de Seydel (1979), minuciosamente
detalhado nesse trabalho. Agora, o periodo T é uma incdgnita e uma normalizagdo tem que ser
introduzida a qual fixa o periodo.

O método anexa o sistema linearizado

h'=f,(a,xy)h. (42)

Sem perda da generalidade, a seguinte condi¢cdo normalizante serd imposta a primeira
componente da Eq. (4a)

Z": (axy( )) h,(0). (30)

i=1 |

Por simplicidade, o intervalo de integragdo serd normalizado para o intervalo unitario,
0< X <1.Com estas normaliza¢des o sistema linearizado da Eq. (4) fica

Tf (a, x,y)h, (31a)

(31b)



onde ', na Eq. (31), denota derivada com relagdo a X .
Entdo, o sistema da Eq. (11), para o caso de bifurcacdo de Hopf, é o seguinte problema do
valor de contorno em dois pontos de dimenséo 2n +2:

y(>‘<) fa,xy)
Y(x):= . Y'=F(x,Y):= 8 ,
h( ) Tf, (@, %, y)h

o
v
“<

’|_\‘

(
Z": &, (a, %y o; (32)

i1 h?

O sistema da Eq. (32) € um método conveniente para calcular pontos de bifurcacdo de
Hopf e ndo se limita somente a estes casos. A bifurcacdo de ramos de solucdes estacionérias
pode também ser obtida pela Eq. (32).

9. CALCULO DE ORBITAS PERIODICAS

No célculo de orbitas periodicas pode-se utilizar um método numérico desenvolvido por
Langford (1977) que é capaz de calcular drbitas periddicas que bifurcam da solugdo trivial.
Entretanto, 0 método de Langford é complicado exigindo expansdes e derivadas de altas
ordens do termo do lado direito da Eq. (3a). O célculo de orbitas fechadas pode ser muito
mais simples. Uma técnica de se obter ciclos limite estaveis consiste em integrar diretamente
0 problema do valor inicial dado pela Eg. (3a) por um longo intervalo da variavel
independente.

Uma outra abordagem para o problema consiste em reformular o sistema de edo’s dado e
obter um “TPBVP”, problema do valor de contorno em dois pontos, relativamente simples,
pois ndo se pode perder de vista que 0 mesmo deve ser facilmente automatizavel.

Sem perda da generalidade, a seguinte condi¢cdo normalizante serd imposta a primeira
componente de y, condi¢do esta que fixa o periodo incognito T da solugdo periodica da Eq.
(32)

0=y;(0)= f,(a.x,y(0)). (33)

Calcular orbitas periddicas da Eq. (3a) corresponde a resolver o seguinte problema do
valor do contorno de dimensdo n+2:

y(¥) Tf(a.x.y)

a
0 70 (34)
g(y.a.T) Y, (0)-n.



A condigdo de contorno g(y,a,T) controla a selegdo de uma solucéo periddica. Se um

valor a=a"” ¢é prescrito como condicio inicial para o pardmetro, entdo
g(y,a,T) = a(O)—aD; se um valor T =T" é prescrito como condic&o inicial para o periodo,
entdo g(y,a,T)=T(0)-T7,; e se, finalmente, um valor 1 é prescrito como condigdo inicial
da componente k (por exemplo, k =1), entdo g(y,a,T)=1y,(0)-7. Fazendo g =0, um ramo
de solugdes periddicas pode ser parametrizado em pelo menos uma das trés possibilidades.

Deve-se destacar que solugdes estacionarias também sdo solucbes da Eq. (34) e sob
parametrizacdo de um ramo de solugbes, na vizinhanga de um ponto de bifurcagdo, a
convergéncia € no sentido de se obter solugdes estacionarias e ndo periodicas. Se a
parametrizacdo de um ramo de solugdes periddicas esta longe do ponto de bifurcacédo, o
processo iterativo continua obtendo solucgdes periddicas. Logo, a Eq. (34) é bem adequada
para calcular ramos de solugdes periddicas longe do ponto de bifurcacéo.

Para célculo de ciclos limite nas imediacbes de um ponto de bifurcagdo, uma outra
parametrizacdo deve ser utilizada. Uma caracteristica marcante que distingue as solugdes
estaciondrias das solucbes periodicas é a amplitude. A amplitude é zero para solugdes
constantes e diferente de zero para solugdes periddicas. Entdo, uma parametrizacdo que
considere a amplitude ndo serd dibia. Um calculo numérico preciso da amplitude é mostrado
em Becker & Seydel (1981). H4, contudo, uma maneira mais simples de parametrizar um
ramo periddico. Para isso, define-se a amplitude como um incremento genérico

A=y, (O) Y ()_(1 )’ (35)

onde 0<X, <1, com X, arbitrario mas fixo. Levando em conta a normalizagdo da Eq. (33),
realmente, deve existir um X; onde y{(il):o tal que A é a amplitude real da primeira

componente de y.
Considerando a Eq. (35) as seguintes asser¢des sdo validas:
(i) Sey é uma solugdo ndo estacionéria da Eq. (3a) entdo ha uma componente de y (sem
perda da generalidade, y,) e existem Az0 e X, tal que yl(O)— y1(>"<1) -A=0.
(i) Se soluges ndo estacionérias (y,a) convergem para um ponto de bifurcagdo (y,.a,)
com f(a,,x,y,)=0,entdo A - 0.
(iii) Se (y,a,T) é solugéo da Eq. (34) com g(y,a,T):=y,(0)-vy,(X,)-A, A%0, entdoy é
uma Orbita periodica da Eq. (3a).
O incremento A é prescrito por uma condi¢cdo de contorno. Com isso é possivel a
parametrizacdo de um ramo de solucBes periddicas numa vizinhanga de um ponto de
bifurcacdo. A escolha pratica para X, € arbitraria. Pode-se escolher, por exemplo, X, =0,3. O

sinal de A também é arbitrario (ndo é necessario conhecer o sentido da bifurcag&o).

Para resolver o problema do valor de contorno, correspondente aquele da Eq. (34), que
inclua a condicdo de contorno que prescreve a amplitude, é necessério adicionar uma nova
variavel

) y,(X), para0< X < x,,
¢\X)= - -
A (x1 ) para X, <X <1,

com a equacéo diferencial



, |y, para0<x <X,
- 0,paraX, <X <1,

com ¢(0)=y,(0). O ponto X, representa um né na integracio de ¢(x). Se o método dos
mualtiplos tiros (Bulirsch & Stoer, 1966), for utilizado, com X, sendo um no, a integracdo nao
apresentara dificuldades.

O problema do valor de contorno a ser resolvido, de dimensdo n + 3, para se calcular
Orbitas periddicas que bifurcam de solucOes estacionarias é o seguinte:

y(x)

Tf (a, X, y)
0 oo
para X <X,
r_ N2 — Tfl (a’ )_(’ y)
Y'=F(x,Y):= T xy)
0 I
0 para X = X,
0
com as condigdes de contorno
y(0)-y(1)
f,(.%,y(0))
=0. 36
,(0)-<(0) 0

Cada solucéo da Eq. (36) para A#0 é uma solucdo ndo estacionaria e periodica da Eq.
(3a). Um inconveniente da Eqg. (36) esta no fato do nd X, ser mantido constante o que torna o
método local (isto é, ndo global). O resultado pratico é que ndo se consegue parametrizar um
ramo de forma global. Ao invés de se tomar medidas paliativas, como alterar X, ou o indice

do vetor y nas Eqgs. (33) e (35), é mais I6gico mudar a parametrizacdo e utilizar a Eq. (34).
Desta forma, o procedimento da Eq. (36) deve ser pensado como uma forma de transi¢do de
solugBes estacionarias para solugdes periddicas.

9.1 Dados Iniciais

Seréa abordada a questdo dos valores iniciais para 0 TPBVP da Eg. (36). No caso da
linearizagdo h, ser obtida por meio da Eqg. (32) uma estimativa inicial adequada deve
considerar o vetor



y Yo +h,
a
Tzl T | 37)
T T,
h h,

onde (yo,afo,TO,h0 )t é solucéo de (32). Obviamente, J deve ser funcéo de A, e, por meio da
Eqg. (35), tem-se

A=Yy, (0) Y ()_(1) = Yo (0) +dhy, (0) Yo ()_(1) —dhy ()_(1) : (38)
Como Y, (0) = y,,(X,) (primeira componente estacionaria), entéo

A=3(hy,(0) - hyy (%) = 6 = # (39)

hos (0) ~hy, ()_(1)

Logo, uma estimativa inicial razoavel sera:

A
Y | R
a(x)|= a, : (40)
(%) T,

10. EXEMPLOS

Este trabalho finaliza com a apresentagdo de resultados numéricos para quatro exemplos.
Os trés primeiros envolvem pontos de bifurcagdo para solucdes estacionarias e o Gltimo trata
de orbitas periodicas que emanam de solucBes estacionarias. Para a obtengdo das solugdes
numéricas os exemplos foram transformados em problemas do valor de contorno nas formas
dadas pelas Egs. (10) ou (34). Varias solucdes foram calculadas, num procedimento de

. ~ . 2 - . - ~
continuagdo, variando, por exemplo, a ou ||y|| . Com o intuito de obter informagdes a

respeito do comportamento das bifurcacdes, fungdes de teste foram determinadas através da
Eq. (28) apoés cada passo da continuacdo. Os pontos de bifurcacdo foram calculados
resolvendo os sistemas das Egs. (11) ou (32) com as condigdes iniciais dadas pela Eq. (19).

Todos os problemas de valor de contorno foram resolvidos pelo algoritmo dos multiplos
tiros (Bulirsch & Stoer, 1966 ou Stoer & Bulirsch, 1980) utilizando um integrador runge-
kutta. Os exemplos apresentam diferentes graus de dificuldade na determinacdo da solugdo
numérica. Os trés primeiros estdo numa escala crescente de dificuldade. O dltimo tem o
mesmo grau de dificuldade do primeiro. Para detalhes quanto o significado fisico das
variaveis e parametros sugere-se a consulta a literatura original.

10.1 Modelo de uma Reacgdo Catalitica
O modelo de uma reacdo quimica com uma particula catalitica porosa na forma de placa é

descrito pelo problema de valor de contorno (Hlavacek et al., 1968 e Kubicek & Hlavacek,
1975):



y" = dyexplyplL-y)/ @+ Bl-y)).
y@—QyU—

As solucBes dependem de trés pardmetros reais: S,yed. Com o intuito de calcular
pontos de bifurcagdo em relagéo ao parametro o, o seguinte sistema foi resolvido:

I

Yi =Y, IB( )
" 7 1_y1

Y =Y1Y;s exp(mjy

y; =0, (v, =),

Ve =Y

Y5 = Ye.
0

Yo = Y35 €X [1 ,81 y1 [1"',8 )]

y.M)=1 y,(0)=0, v,(0)=0,
y(l)oye()oeys() ( )

Este problema do valor de contorno é de fécil solucéo. Dois pontos de bifurcagdo foram
calculados para os valores de y =20.0 e S =0.4:

Tabela I. Pontos de bifurcagdo para o Exemplo 10.1

0 A

0,0779303111 | 0,568898584
0,1375574408 | 0,869483841

O diagrama de bifurcagdo associado é mostrado na Fig. 3a e a funcdo de teste 7,,,
mostrada na Fig. 3b, indica os pontos de bifurcagdo. Evidentemente, a solugdo nos pontos de
bifurcacdo pode dar um salto para uma ligeira variacdo no parametro J . Além disso, a Fig. 3a
mostra os diagramas para varios valores diferentes de y . Para um valor de parametro y =14
ndo ha pontos de bifurcacdo. O diagrama de bifurcacdo com relagdo a yed é mostrado na
Fig. 4. Os limites da regido hachurada consistem nos pontos de bifurcagdo com relagdo a
yed. Para valores de yed dentro da regido hachurada o problema de valor de contorno
possui trés solugdes estacionérias (duas externas assintoticamente estiveis e uma interna
instavel); para valores exteriores a regido o problema possui uma Unica solu¢do. Em Postom
& Stewart (1996) este tipo de bifurcagdo é chamado de cusp catastrophe. Resultados
similares sdo encontrados se o pardmetro S também é variado.

10.2 Flexdo de Tubos Elipticos

A flexdo de um tubo cilindrico de parede fina com secdo eliptica é descrita pelas
equacdes diferenciais (Weinitschke, 1970):
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Figura 3 - Exemplo 10.1 (,8 = 0,4): a) Diagrama de bifurcacéo; b) Fungdo de teste 7,,
(y =20,0).
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Figura 4 - Cusp catastrophe para o Exemplo 10.1 (8 =0,4).

Y1 =Y,
Yy, =¢, (t)(cl (t)cosy3 *C, (t)seny3 ) —C; (t)yz ;
Y3 = Ya

Ya = Y1YsCs (t)(cl (t)serW3 -G (t)cosy3 ) G (t)y4 ,
Ys = Vi ((CSCOSyS *CeSeNy, )COSt
~(coseny, — c,cosy, Jesent),

onde

¢, (t):= cost + jesent,

c, (t):= ycost —esent,

(t):= !1 -e’ Eentcost

Y7 cos’t +e?sen’t’
¢, (t) = (cos’t +e?sen’t)?,
¢, :=1+cos(2arctany),
¢, :=sen(2arctany),
Yo =a’.

o



Condig0es de contorno:

Y1(n/ 2) = yz(o) = y5(0) =0,
¥5(0) = y,(n/ 2) =arctany.

a, e e y sdo parametros reais, a descreve certas propriedades fisicas do tubo. Um
momento m, pode ser expresso em termos de y, (77/ 2):

m, =—(2a / n)y(n/2).

A dependéncia de m, com a € de interesse. Para o calculo dos pontos de bifurcacdo séo
adicionados as equagdes diferenciais das variaveis auxiliares e o sistema variacional:

Ys =0,

Y =V,

Ys = Yo

Yo = Y10C4 (t)(_ G (t)senY3 +C, (t)cosy3) G (t)yg ,
Yio = Yars

Y11 = Y6 YeCa (t )(Cl (t )Senys -G, (t )Cosya )
*Y1Y6Y10Cs (t)(cl (t)cosya *C, (t)senya ) —C; (t)yll '

com as seguintes condigdes de contorno:

y7(0): ys(ﬂ/2): y9(0)= y10(0)= ylo(nlz):O,
y:(0)=1,  (k=1).

Este problema do valor de contorno foi resolvido e dois pontos de bifurcacdo foram
calculados para os valoresde y =0,25 e e=0,7:

Tabela 2. Pontos de bifurcacéo para o Exemplo 10.2

a m,
4,51918878 | 2,77255230
8,31769839 | 5,36080852

O diagrama de bifurcagéo da Fig. 6 mostra a dependéncia de m, com a .

10.3  Supercondutividade no interior de uma Chapa

O modelo de uma chapa supercondutora de espessura d imersa num campo magnético
paralelo é abordado em Odeh (1967). As equagdes de Ginzburg-Landau sdo equivalentes ao
sistema:



X" = K2x(x? —1+Az?),

Z(=<Z|(/22): '(d/2)=0,
Z(-d/2)=2'(d/2)=1

onde A € o quadrado do campo externo.

A M,
5,0 —
4,0 —
30 —
2,0 | \\
1,0 B LAY b
0 T T >
[ | ! a
0 5.0 100 150

Figura 5 - Diagrama de bifurcacéo para o Exemplo 10.2 (y =025ee= 0,7).

As bifurcagOes para este problema do valor de contorno foram estudadas para valores
especiais do parametro de Ginzburg-Landau K =1 e para a espessura d =5. O problema do
valor de contorno € o seguinte:

Vi = Ya (v, = x),

vy =y, (y? ~1+y,y2)

Vi=ve  (ys=2)

Yi = Y5 Ya

ys =0, (ys =),

Yo = Vi,

Y7 = Ve

vy = ¥, By =1+ yoy2)+ 2y,y, Vs Vs,
Yo = Yio»

I

Yio = 2Y1Y3Y7 + Y1 Yo

¥2(0)=v,(8)=0,y,(0) = y,(5) =1 y(0) =0,
Ye(0) = ¥5(5) = 0.y, (0) = y,s(5) =0,
y,(0)=1 (k =1).

Este problema do valor de contorno foi resolvido e quatro pontos de bifurcagéo
secundarios foram calculados:



Tabela 3. Pontos de bifurcagéo para o Exemplo 10.3

VA i | Nde

ramos
0,814211758|1,50982475| 2

0,920702676|1,08570337| 2
0,954964373|1,75521841| 3
0,959531656 | 1,66841418| 2

O diagrama de bifurcagdo é mostrado na Fig. 6a e a funcéo de teste 7,,, mostrada na Fig.
6b, indica os pontos de bifurcagdo. Os pontos de bifurcagdo separam solugdes que descrevem
estados fisicos qualitativamente diferentes. Para valores do campo magnético no intervalo
0,9207 < JA < 0,9549, cinco tipos de solugdes ndo-triviais co-existem para 0 mesmo valor do
parametro.

10.4 Mancal Radial de Deslizamento

O modelo de um mancal radial de deslizamento, consistindo de um rotor que gira dentro
de um cilindro oco de raio interno ligeiramente maior que o raio do rotor e com o espago entre
eles sendo preenchido por um fluido lubrificante, foi abordado em Ricci (1997) e Ricci &
Souza (1997). O TPBVP para célculo de bifurcacGes é o seguinte:

. _ . _2n
Y, = fl_y_GY2’

, 27 16 - 1% (2 + y2)
=f, == 2 +12S L
Y2 2 Y, {Y1y4 {ys(l—ylz)%(2+ ylz)yz

ey =y ) ye )T

, 21T

y3:f3=y_6y4’
) 27 1277%S 2
y,=f,=— 7 (1_ y4J
Ye (1—y12)2(2+y12) Ys
48785y, 2 .
+ — = (y,y, +siny )},
y5(2+yf)%-yf) y, T
yi=f=0  (y;=0,)
y’ezfezodr (VGE )v
y;:f7:3yf_123’8' ; ;
y' = f :_Zy +_2y + zy +_2y ,
S R S R P
Yo = f —iy
9 9 0.3;’? 107 N N
Yio_f1o:_jY7+dy_ZYB+0.y43 Yo dy_1Y1o'
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Figura 6 - Exemplo 10.3: a) Diagrama de bifurcacéo; b) Fung&o de teste 7, .

com as seguintes condigdes de contorno:

onde S,«, ew, sdo o nimero de Sommerfeld (que relaciona geometria, viscosidade e carga),
a velocidade angular adimensional do rotor em relagdo ao mancal e a freqiéncia orbital
adimensional das solugdes periddicas, respectivamente.

Para determinar ramos de solucdes (estacionarias e periddicas) em funcdo do parametro
«, , foram resolvidos TPBVP’s nas formas dadas pelas Egs. (34) e (36).

Trés pontos de bifurcagéo foram calculados:

Tabela 4. Pontos de bifurcacéo para o Exemplo 10.4

wr yl(O) S w
1,346261494 |0,1 |0,33703|1,534677223
1,704494039 (0,5 |0,06177|1,635961000
0,954964373|0,75 |0,03094 |1,812451270

A Fig. 7a mostra a amplitude da variavel vy, (0) (excentricidade adimensional do rotor em

relacdo ao centro do mancal), no instante de méxima amplitude, em fungdo da velocidade
angular adimensional do rotor, para um valor fixo do parametro S =0,33703. Para valores de
«w, no intervalo ~12<w, <1,346261494, verifica-se que, em regime permanente, co-
existem trés solugBes: uma estacionaria estivel e duas periodicas (uma instavel (tracejada) e
outra estavel).

A Fig. 7b mostra a frequéncia angular adimensional das solugdes periddicas ao longo do
processo de continuagdo. Verifica-se que, parametrizando o ramo periddico na sua parte
instavel, em direcdo ao ponto de bifurcagdo de Hopf, a freqiiéncia toma valores crescentes
(enquanto a amplitude decresce) e, no ponto de bifurcacgdo, assume o valor w =1,534677223.



Continuando a parametrizagdo, para «, >1,3462..., o problema fornece a solucdo
estaciondria instdvel mantendo constante o valor da freqiiéncia. A parametrizagdo do ramo
periodico na sua parte estavel também é mostrada.

y:(0) Ys

A A
"’ ...................................

0,51 ‘///////”’/’f‘—~——’ 15 jﬁ

o S SO 11 -
T T T — > T T T >
12 14 16 18 v, 12 14 16
@ (b)

Figura 7 - Exemplo 10.4 (S = 0,33703): a) Diagrama de bifurcacgéo; b) Frequéncia angular de
Orbitas periddicas. Linha cheia (tracejada) representa solucGes estaveis (instaveis).

A Fig. 8a mostra a amplitude da variavel vy, (O) em funcéo de y., para um valor fixo de

S =0,06177 . Para valores de «, >1,704494039, verifica-se que, em regime permanente, co-
existem duas solugdes: uma estacionéria instavel e uma periddica estavel.
A Fig. 8b mostra a frequéncia y, ao longo da parametriza¢éo do ramo periddico estavel,

em direcdo ao ponto de bifurcagdo complexo, a freqiiéncia toma valores decrescentes
estabilizando-se, no ponto de bifurcagdo, no valor «w=1,635961. Continuando a

parametrizacdo, para «, <1,704..., o problema fornece a solugdo estacionaria estavel
mantendo constante o valor da frequéncia.

Y1 (0) Ye
A

1,04
1,66

1,64
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T T T T > T T T T >
14 18 22 26y, 14 18 2,2 2,6
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Figura 8 - Exemplo 10.4 (S = 0,06177): a) Diagrama de bifurcagéo; b) Freqtiéncia angular de
Orbitas periddicas. Linha cheia (tracejada) representa solugdes estaveis (instaveis).
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