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“(...)
lá vai o trem com o menino

lá vai a vida a rodar
lá vai ciranda e destino
cidade e noite a girar

lá vai o trem sem destino
pro dia novo encontrar
correndo vai pela terra

vai pela serra
vai pelo mar

cantando pela serra do luar
correndo entre as estrelas a voar

no ar, no ar, no ar...”

Heitor Villa-Lobos
na Tocata de Bachianas Brasileiras no 2, 1933

Ferreira Gullar
em "O Trenzinho do Caipira" de Poema Sujo, 1976
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Dedicado às crianças adultas que, quando pequenas, sonharam em se
tornar cientistas.
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RESUMO

Quando apenas os termos seculares devido ao achatamento do corpo central são
considerados no potencial gravitacional, os valores clássicos da inclinação crítica são
de 63.43◦ e 116.57◦ para as órbitas direta e retrógrada, respectivamente, e os da
inclinação heliossíncrona são, por sua vez, constantes e retrógrados para cada par de
semieixo maior e excentricidade. Se termos setoriais são incluídos na função pertur-
badora, as equações de movimento se acoplam, e a busca por inclinações críticas e
heliossíncronas passa a ser uma tarefa não trivial. Com o objetivo de superar esta di-
ficuldade, tratando corretamente o acoplamento das equações e esclarecendo o efeito
da inserção do harmônico setorial C22 na função hamiltoniana, o conceito de inclina-
ções quase-críticas é acurado e o de inclinações quase-heliossíncronas é introduzido.
Tais inclinações são encontradas com o auxílio do formalismo hamiltoniano, sob a
luz da otimização não-linear, para satélites artificiais ao redor da Lua, Io, Europa,
Ganimedes, Calisto e Titã. Nesse sentido, o presente trabalho faz as seguintes novas
contribuições para os problemas de inclinação crítica e órbitas heliossíncronas: i)
aplica ferramentas de programação não-linear a um problema de teoria de perturba-
ções; ii) obtém inclinações retrógradas quase-críticas e quase-heliossíncronas (ambos
os casos inexistentes na literatura); iii) e, finalmente, encontra órbitas quase-críticas
e quase-heliossíncronas em torno dos satélites planetários supracitados.

Palavras-chave: Teoria canônica de perturbação. Inclinações quase-críticas. Incli-
nações quase-heliossíncronas. Programação não-linear. Satélites planetários.
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QUASI-CRITICAL AND QUASI-HELIOSYNCHRONOUS ORBITS
AROUND NATURAL SATELLITES

ABSTRACT

When only the secular terms due to the central body oblateness are considered in
the gravitational potential, the critical inclination classical values are about 63.43◦
and 116.57◦ for the direct and retrograde orbits, respectively, and the ones of the
heliosynchronous inclination are, in turn, constant and retrograde for each pair of
semi-major axis and eccentricity. If sectoral terms are included into the disturbing
function, the equations of motion become coupled, then searching for critical and
heliosynchronous inclinations are not a trivial task. For the purpose of overcom-
ing this difficulty, treating accordingly the coupling of the equations and shedding
light on the effect of inserting the C22 sectoral hamornic in the hamiltonian func-
tion, the quasi-critical inclinations concept is refined and the quasi-heliosynchronous
inclinations one is introduced. Such inclinations are found with the aid of the hamil-
tonian formalism, under the light of nonlinear optimization, for artificial satellites
around the Moon, Io, Europa, Ganymede, Callisto and Titan. In this sense, the
present work makes the following new contributions to the problems of critical in-
clination and heliosynchronous orbits: i) application of the nonlinear programming
tools to a perturbation theory problem; ii) the obtainment of quasi-critical and
quasi-heliosynchronous retrograde inclinations (both cases not existing in the lit-
erature); iii) and, finally, finding quasi-critical and quasi-heliosynchronous orbits
around the aforementioned planetary satellites.

Keywords: Canonical perturbation theory. Quasi-critical inclinations. Quasi-
heliosynchronous inclinations. Nonlinear programming. Planetary satellites.
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ġ = F2 à curva real e < F2 > à média da variação do argumento do
pericentro g: l0 = 0◦, g0 = 60◦, h0 = 270◦, a0 = 6188.20 km, e0 = 0.51,
i0 = Iqc = 116.55◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

5.93 Sistema 5. Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retrógradas (Iqc)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo
ao redor de Calisto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.94 Sistema 5 (continuação). Curvas de inclinações quase-críticas diretas e
retrógradas (Iqc) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais,
para um veículo ao redor de Calisto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

5.95 Sistema 5. (a) e (c) Inclinações quase-críticas médias < Iqc >, prógra-
das e retrógradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) e (d)
Amplitude ∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas, prógradas e re-
trógradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. . . . . . . . . . . . 150

5.96 Sistema 5. Órbitas quase-críticas, diretas e retrógradas, obtidas pela inte-
gração numérica dos problemas de valor inicial formados pelas equações
médias de movimento juntamente as condições iniciais ótimas encon-
tradas: (l0, g0, h0, a0, e0, i0 = Iqc (h0)). ġ = 0 refere-se à curva desejada,
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ġ = F2 à curva real e < F2 > à média da variação do argumento do
pericentro g: l0 = 0◦, g0 = 150◦, h0 = 225◦, a0 = 7578.73 km, e0 = 0.30,
i0 = Iqc = 116.57◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

xxxvii



5.125Sistema 6. Órbitas quase-críticas, diretas e retrógradas, obtidas pela inte-
gração numérica dos problemas de valor inicial formados pelas equações
médias de movimento juntamente as condições iniciais ótimas encon-
tradas: (l0, g0, h0, a0, e0, i0 = Iqc (h0)). ġ = 0 refere-se à curva desejada,
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ġ = F2 à curva real e < F2 > à média da variação do argumento do
pericentro g: l0 = 0◦, g0 = 240◦, h0 = 135◦, a0 = 6573.73 km, e0 = 0.16,
i0 = Iqc = 63.44◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

5.138Sistema 6. Órbitas quase-críticas, diretas e retrógradas, obtidas pela inte-
gração numérica dos problemas de valor inicial formados pelas equações
médias de movimento juntamente as condições iniciais ótimas encon-
tradas: (l0, g0, h0, a0, e0, i0 = Iqc (h0)). ġ = 0 refere-se à curva desejada,
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ḣ = F3 à curva real e < F3 >= ∆hs à média da variação de h: l0 = 0◦,
g0 = 330◦, h0 = 225◦, a0 = 2547.80 km, e0 = 0.25, i0 = Iqs = 97.89◦. . . . 239

5.176Sistema 3. Órbitas quase-heliossíncronas retrógradas obtidas pela inte-
gração numérica dos problemas de valor inicial formados pelas equações
médias de movimento juntamente as condições iniciais ótimas encontra-
das: (l0, g0, h0, a0, e0, i0 = Iqs (h0)). ḣ = ∆hs refere-se à curva desejada,
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ḣ = F3 à curva real e < F3 >= ∆hs à média da variação de h: l0 = 0◦,
g0 = 300◦, h0 = 90◦, a0 = 3330.20 km, e0 = 0.10, i0 = Iqs = 105.36◦. . . . 254

5.191Sistema 4. Órbitas quase-heliossíncronas retrógradas obtidas pela inte-
gração numérica dos problemas de valor inicial formados pelas equações
médias de movimento juntamente as condições iniciais ótimas encontra-
das: (l0, g0, h0, a0, e0, i0 = Iqs (h0)). ḣ = ∆hs refere-se à curva desejada,
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ḣ = F3 à curva real e < F3 >= ∆hs à média da variação de h: l0 = 0◦,
g0 = 150◦, h0 = 0◦, a0 = 2951.30 km, e0 = 0.12, i0 = Iqs = 160.48◦. . . . . 260

5.197Sistema 5. Órbitas quase-heliossíncronas retrógradas obtidas pela inte-
gração numérica dos problemas de valor inicial formados pelas equações
médias de movimento juntamente as condições iniciais ótimas encontra-
das: (l0, g0, h0, a0, e0, i0 = Iqs (h0)). ḣ = ∆hs refere-se à curva desejada,
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ḣ = F3 à curva real e < F3 >= ∆hs à média da variação de h: l0 = 0◦,
g0 = 210◦, h0 = 180◦, a0 = 2839.30 km, e0 = 0.02, i0 = Iqs = 147.90◦. . . 266

5.203Sistema 5. Órbitas quase-heliossíncronas retrógradas obtidas pela inte-
gração numérica dos problemas de valor inicial formados pelas equações
médias de movimento juntamente as condições iniciais ótimas encontra-
das: (l0, g0, h0, a0, e0, i0 = Iqs (h0)). ḣ = ∆hs refere-se à curva desejada,
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ḣ = F3 à curva real e < F3 >= ∆hs à média da variação de h: l0 = 0◦,
g0 = 300◦, h0 = 270◦, a0 = 2808.30 km, e0 = 0.08, i0 = Iqs = 143.57◦. . . 268

5.205Sistema 5. Órbitas quase-heliossíncronas retrógradas obtidas pela inte-
gração numérica dos problemas de valor inicial formados pelas equações
médias de movimento juntamente as condições iniciais ótimas encontra-
das: (l0, g0, h0, a0, e0, i0 = Iqs (h0)). ḣ = ∆hs refere-se à curva desejada,
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1 INTRODUÇÃO

As primeiras missões espaciais ocorreram durante a segunda metade do século XX,
período em que a antiga União Soviética e os Estados Unidos disputavam pela su-
premacia espacial. A rivalidade entre as duas superpotências durante a Guerra Fria
focou-se em atingir pioneirismos na exploração do espaço, os quais eram vistos como
necessários para a manutenção de sua soberania e símbolos da superioridade tecno-
lógica e ideológica de cada país. A corrida espacial envolveu esforços no lançamento
de satélites artificiais, voos humanos suborbitais em torno da Terra e viagens tri-
puladas à Lua. Desde então, satélites artificiais vêm sendo utilizados em diversas
aplicações úteis à humanidade.

Na atualidade, missões espaciais explorando satélites planetários têm sido de grande
interesse científico (TURTLE; NIEBUR, 2010; LORENZ et al., 2018; THOMAS, 2019). De
fato, a primeira delas a orbitar outro satélite natural, que não a Lua, será a missão
JUICE - Jupiter Icy Moons Explorer - programada para ser lançada em 2022 e
prevista para entrar ao redor de Ganimedes em 2032 (EUROPEAN SPACE AGENCY

- ESA, 2019). Para serem bem-sucedidas, entretanto, faz-se necessário o estudo de
alguns tipos especiais de órbitas.

Órbitas cujas inclinações possuem a propriedade de manter o argumento do pericen-
tro congelado, por todo instante de tempo, são chamadas de órbitas críticas, sendo
particularmente interessantes porque exigem menos manutenção orbital, permitindo,
assim, uma maior economia de combustível. Segundo Capderou (2014), esta carac-
terística é, por exemplo, extremamente desejável em órbitas altamente elípticas que
precisam evitar a precessão apsidal, como é o caso das órbitas Molniya e Tundra. A
inclinação com esta característica é chamada de inclinação crítica.

Por sua vez, as órbitas cujas inclinações fazem o plano orbital precessionar na mesma
taxa angular de seu primário ao redor do Sol são chamadas de heliossíncronas. Se-
gundo Boain (2004), as órbitas heliossíncronas são umas das mais usadas em missões
científicas justamente por serem aplicáveis para diversas finalidades - sensoriamento
remoto, mapeamento, observação, entre outras - além de colocarem o veículo espacial
em constante exposição ao Sol, permitindo o funcionamento contínuo de seus pai-
néis solares, garantindo, portanto, maior disponibilidade de potência elétrica (DUCK,
1975). A inclinação com esta propriedade é chamada de inclinação heliossíncrona.

No senso clássico, isto é, quando somente os termos seculares devido ao achatamento
do corpo central são considerados na função hamiltoniana, as duas únicas inclinações
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críticas existentes, 63.43◦ e 116.57◦ para os casos direto e retrógrado, respectiva-
mente, são encontradas simplesmente igualando a variação temporal do argumento
do pericentro a zero. Quanto às inclinações heliossíncronas, segundo Park e Junkins
(1995), existe uma única inclinação retrógrada constante associada a cada par de
semieixo maior e excentricidade, encontrada tomando a variação da ascenção reta
do nodo ascendente igual ao movimento médio de seu primário em sua órbita ao
redor do Sol.

Esta metodologia é perfeitamente válida dado que, neste caso, as variações do ar-
gumento do pericentro e da ascensão reta do nodo ascendente dependem apenas
do semieixo maior, excentricidade e inclinação, os quais são constantes. O problema
reside em aplicar esse método quando as perturbações consideradas introduzem aco-
plamentos nas equações de movimento, como é o caso de satélites artificiais orbitando
corpos, cujos harmônicos setoriais associados às suas elipticidades equatoriais (C22)
têm as mesmas ordens de magnitude, ou próximas, que os harmônicos zonais asso-
ciados aos seus achatamentos (J2). Esta característica ocorre, por exemplo, com os
corpos que serão orbitados pela missão JUICE (SCHUBERT et al., 1994; SCHUBERT et

al., 2004), além de outros presentes no Sistema Solar, como a Lua, Io e Titã (ZHAR-

KOV et al., 1985; SCHUBERT et al., 1994; ANDERSON et al., 1997; ANDERSON et al.,
1998; ANDERSON et al., 2001; KONOPLIV et al., 2001; IESS et al., 2007).

Por mais ingênuo que aparente ser, este deslize é frequente na literatura, como pode
ser visto em De Saedeleer e Henrard (2005), Carvalho et al. (2009), Rahoma e El-
Salam (2014b), Rahoma e El-Salam (2014a), Costa et al. (2017), entre muitos outros.
É necessário, portanto, tratar o problema de maneira diferente. Com o propósito
de superar esta falha, seguindo o trabalho de Tzirti et al. (2009), o conceito de
inclinações quase-críticas é acurado e, baseado nele, o conceito de inclinações quase-
heliossíncronas introduzido.

Deste modo, ambas tratam da generalização das inclinações críticas e heliossíncro-
nas, respectivamente, quando, além do achatamento (J2), adiciona-se também os
efeitos da elipticidade equatorial (C22) do corpo central ao potencial gravitacional.
Assim, define-se como quase-crítica a inclinação que, dada como condição inicial, faz
o argumento do pericentro permanecer, em média, constante e, por sua vez, como
quase-heliossíncrona a que faz o plano orbital precessionar, em média, com a mesma
velocidade angular do corpo central em sua órbita ao redor do Sol.

Para obtê-las, o formalismo hamiltoniano é utilizado juntamente com as variáveis de
ação-ângulo de Delaunay. Um referencial girante é definido para eliminar a depen-
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dência temporal explícita da hamiltoniana correspondente à perturbação setorial.
As equações médias de movimento de primeira ordem são obtidas através da eli-
minação dos termos de curto período via transformações canônicas. O acoplamento
das equações de movimento é tratado pela própria função hamiltoniana do sistema,
método diferente do empregado por Tzirti et al. (2009). Um abordagem de otimi-
zação é, então, aplicada para encontrá-las. Dada uma inclinação arbitrária como
chute inicial, a técnica empregada consiste em avaliar se este chute minimiza o va-
lor absoluto da área entre as curvas descrevendo a real variação do argumento do
pericentro e a cuja variação do argumento do pericentro é zero. Analogamente, para
o caso quase-heliossíncrono, consiste em avaliar se o chute inicial dado minimiza o
valor absoluto da área entre as curvas da real variação da ascensão reta e a cuja
variação da ascensão é igual à taxa de precessão necessária para se ter uma órbita
heliossíncrona. Os limites de integração apropriados para minimizar estas integrais
são escolhidos através das propriedades do sistema hamiltoniano médio. As órbitas,
as quais são soluções dos problemas de valor inicial formados pelas equações de mo-
vimento juntamente com as condições iniciais ótimas encontradas, são chamadas de
quase-críticas e quase-heliossíncronas, respectivamente.

Logo, este trabalho tem por objetivo geral consertar uma inconsistência matemática
e física extremamente recorrente na literatura e esclarecer, de maneira definitiva,
qual é o real efeito conjunto do achatamento e da elipcidade equatorial dos corpos
primários nas inclinações críticas e heliossíncronas de veículos espaciais orbitando
satélites planetários cuja razão entre seus coeficientes J2 e C22 é pequena. E, como
objetivo específico, obter órbitas quase-críticas e quase-heliossíncronas ao redor da
Lua, Io, Europa, Calisto, Ganimedes e Titã. É importante pontuar que a escolha
destas luas não é arbitrária e dá-se pela característica de suas distribuições de massa,
razão já mencionada anteriormente. Em particular, Io e Titã também são escolhidos
na tentativa de suprir a ausência, na literatura, de trabalhos de astrodinâmica con-
siderando satélites artificiais ao redor destes corpos. De acordo com Turtle e Niebur
(2010), uma espaçonave ao redor de Io deveria suportar mais de um megarad por dia
de radiação devido à sua localização, dentro do cinturão de radiação em torno de
Júpiter. Entretanto, tal escolha não é utópica, uma vez que missões para este corpo
natural já têm sido propostas como pode ser visto em Thomas (2019), esperando-se,
portanto, que esta barreira seja superada em um futuro próximo.

Além do presente estudo estar na contramão de significativos trabalhos da literatura,
como De Saedeleer e Henrard (2005) e Carvalho et al. (2009), sua importância tam-
bém está justificada pela relevância que as condições iniciais e órbitas encontradas
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possuem. As órbitas quase-críticas e quase-heliossíncronas obtidas podem ser usadas
em aplicações reais a estes importantes corpos celestes, como nas missões JUICE,
Io Observer e a Dragonfly, a qual foi selecionada recentemente pelo programa New
Frontiers com o intuito de preencher a lacuna de conhecimento sobre Titã na era
pós-Cassini, e estudar a química pré-biótica e habitabilidade extraterrestre da lua
gelada de Saturno (LORENZ et al., 2018). Para as luas galileanas geladas, as vantagens
destas órbitas são consideráveis: facilitar o mapeamento topográfico, geológico e de
composição de suas superfícies, descrever suas distribuições internas de massa, bem
como investigar suas exosferas. Especialmente para Ganimedes, é possível usá-las
para caracterizar suas camadas oceânicas, fazer a detecção de supostos reservatórios
subterrâneos de água e, finalmente, estudar as propriedades físicas de suas crostas
congeladas (EUROPEAN SPACE AGENCY - ESA, 2019). Para Io, por fim, uma série de
fenômenos interessantes, e pouco compreendidos pela comunidade científica, podem
ser estudados com o auxílio destas órbitas, inclusive sua atividade vulcânica, a qual
é semelhante àquelas que formaram as superfícies dos planetas terrestres há bilhões
de anos (TURTLE; NIEBUR, 2010; THOMAS, 2019).

Com relação à disposição do texto, finalmente, este trabalho divide-se ao longo de
seis capítulos. O Capítulo 2 contém a revisão da literatura, essencial para o norteio da
pesquisa. O Capítulo 3 explica rapidamente os principais conceitos que são utilizados
no Capítulo 4. O Capítulo 4 apresenta a metodologia aplicada para se definir os
conceitos de inclinações quase-críticas e quase-heliossíncronas e mostra como obtê-
las. O Capítulo 5 exibe as inclinações e órbitas obtidas através da metodologia
do Capítulo 4 e os resultados são discutidos. E, enfim, o Capítulo 6 encerra esta
dissertação com a conclusão do trabalho realizado.
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2 REVISÃO DA LITERATURA

Segundo Coffey et al. (1986) e Jupp (1987), foi o trabalho de Orlov (1953) o pri-
meiro a sinalizar que um comportamento inusual ocorre com a inclinação orbital.
Desde então, o problema de inclinações críticas vêm sendo exaustivamente investi-
gado nas últimas décadas por diversos autores e trabalhos, dos mais clássicos como
Garfinkel (1960), Mersman (1962), Lubowe (1969), Allan (1970), Hughes (1981) e
Lin e Innanen (1986), aos mais contemporâneos como Liu et al. (2011), que avaliam
os efeitos dos termos zonais de J2 e J4, e Rahoma e El-Salam (2014a), que obtêm
uma inclinação crítica modificada devido às correções relativísticas e à inclusão dos
primeiros harmônicos setoriais.

As órbitas heliossíncronas, por sua vez, foram introduzidas por Hanson (1961) e
têm sido objeto de análise de muitos trabalhos presentes na literatura devido à sua
importância e aplicabilidade. Duck (1975) apresenta um estudo numérico avaliando
os efeitos dos termos zonais e tesserais, das perturbações lunissolares e do arrasto
atmosférico neste tipo de órbita ao redor da Terra. Hough (1981) investiga a di-
nâmica de longo período das órbitas heliossíncronas próximas à inclinação crítica
retrógrada (116.57◦). Leipold e Wagner (1996) procuram por órbitas heliossíncronas
ao redor de Mercúrio com assistência de velas solares. Mortari et al. (2004) propõem
ideias preliminares de como projetar órbitas e constelações de satélites associadas
a um conceito estendido de heliossincronicidade. Byram e Scheeres (2009) estudam
a estabilidade de órbitas heliossíncronas na vizinhança de um cometa. E, por fim,
cita-se Kuznetsov e Jasim (2016), os quais mostram a evolução dinâmica de órbitas
síncronas com o Sol em um intervalo de tempo de vinte anos.

Trabalhos na literatura apontam a importância de se considerar os efeitos da eliptici-
dade equatorial do corpo primário no movimento de satélites artificiais. Em especial,
o pioneiro deles a apontar a relevância do harmônico C22 para o problema de incli-
nação crítica é o trabalho de De Saedeleer e Henrard (2005), o qual ressalta esta
necessidade se a razão entre os valores dos coeficientes de J2 e C22 for menor/igual
a nove, como é o caso da Lua e dos satélites naturais em equilíbrio hidrostático
(ZHARKOV et al., 1985).

Segundo Morbidelli (2002), situações em que as Equações Planetárias de Lagrange
(BROUWER; CLEMENCE, 1961) são menos tratáveis, trabalhar com o formalismo ha-
miltoniano pode ser mais interessante e vantajoso. Assim, dá-se destaque a alguns
trabalhos, importantes para o presente estudo, que modelam suas respectivas dinâ-
micas sob a forma canônica: Giacaglia et al. (1970), De Saedeleer e Henrard (2005)
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Carvalho et al. (2009), Tzirti et al. (2009) e Nie e Gurfil (2018). Sumariamente,
Giacaglia et al. (1970) apresentam uma teoria semianalítica para o movimento de
um satélite artificial lunar, considerando os efeitos perturbativos devidos à atração
da Lua, da Terra e do Sol, à não esfericidade do campo gravitacional da Lua, o aco-
plamento de termos de ordem inferior, a pressão de radiação solar e a libração física.
De Saedeleer e Henrard (2005), Carvalho et al. (2009) e Tzirti et al. (2009) levam
em conta as perturbações provenientes do achatamento e da elipticidade equatorial
do corpo central. Nie e Gurfil (2018), além destas, consideram também os efeitos de
terceiro corpo e apresentam uma revisão de órbitas congeladas ao redor da Lua.

Carvalho et al. (2009) e Nie e Gurfil (2018) introduzem a excentricidade e transfor-
mam a anomalia verdadeira em anomalia média através das expansões do movimento
elíptico (até 2a ordem), vide Brouwer e Clemence (1961, cap. II), Kovalevsky (1967,
cap. IV) e Kaula (2000, cap. 3), ao passo que De Saedeleer e Henrard (2005) as fa-
zem sob forma fechada, por meio da definição de variáveis auxiliares, não utilizando,
portanto, expansões em séries. Tzirti et al. (2009) utilizam expansões até 4a ordem
assim como em Murray e Dermott (1999).

Tzirti et al. (2009) mostram, via integração numérica, que os efeitos dos termos de
curto período, presentes na função hamiltoniana, nos elementos orbitais são muito
pequenos. Logo, o sistema médio de 1a ordem constitui uma boa aproximação da
dinâmica original. Assim, para a eliminação dos termos de curto período, Carvalho
et al. (2009) aplicam o Método de Hori (HORI, 1966), ver Ferraz-Mello (2007, caps. 5
e 6), Vinti et al. (1989, caps. 22 e 23) e Fernandes (2003), enquanto que De Saedeleer
e Henrard (2005) utilizam o Método de Deprit (DEPRIT, 1969). Segundo Campbell
e Jefferys (1970) e Mersman (1970), os métodos são análogos. Por sua vez, Nie e
Gurfil (2018) aplicam o Método de von-Zeipel (BROUWER, 1959).

Todos os modelos dinâmicos descritos e contidos nos estudos supracitados são ele-
gantes e corretos. Em especial, exalta-se o brilhantismo de De Saedeleer e Henrard
(2005) com relação à definição das variáveis auxiliares. Dentre estes trabalhos, são
De Saedeleer e Henrard (2005), Carvalho et al. (2009) e Tzirti et al. (2009) os que
atacam o problema da inclinação crítica. Entretanto, Tzirti et al. (2009) é o único
deles - e único encontrado na literatura - a tratar o acoplamento das equações de
movimento introduzido pelo harmônico setorial de C22, obtendo inclinações prógra-
das.

Além de atacar o problema de inclinação crítica, Carvalho et al. (2009) encontram
órbitas heliossíncronas ao redor da Lua. Contudo, também para esta aplicação, não
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levam em conta o acoplamento das equações. Uma década depois, baseado no con-
ceito de inclinações quase-críticas introduzido por Tzirti et al. (2009), os mesmos
autores corrigem esta falha no presente trabalho, onde o conceito de órbitas quase-
heliossíncronas é definido.

Em particular, Tzirti et al. (2009) não especificam os recursos utilizados para en-
contrar tais inclinações. Por sua vez, a solução aqui proposta é modelá-las por meio
da solução de um problema de otimização. Logo, ressalta-se o pioneirismo deste
trabalho na aplicação de métodos clássicos de programação não-linear, como vistos
em Friedlander (1994), Byrd et al. (1999), Byrd et al. (2000), Waltz et al. (2006),
Luenberger e Ye (2008), em teoria de perturbações, dado que, em astrodinâmica,
métodos de otimização são, costumeiramente, aplicados à resolução de problemas
referentes a controle, trajetórias e manobras orbitais (COVERSTONE-CARROLL et

al., 2000), a projetos de constelações (FERRINGER et al., 2007) e à comunicação de
satélites artificiais (JOHNSTON, 2008).
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo, uma breve fundamentação teórica é exposta para melhor assimilação
do Capítulo 4, no qual a metodologia empregada para a execução do trabalho é
apresentada.

3.1 Problema de dois corpos

O problema de dois corpos é enunciado em Morbidelli (2002) e Volchan (2007) como
segue.

Definição 1 [Problema de 2-Corpos]. Sejam b1 e b2 corpos de simetria esférica
cujas massas são m1 e m2, respectivamente. Dados os vetores r1(t0), ṙ1(t0) e r2(t0),
ṙ2(t0), respectivamente, posição e velocidade de b1 e b2, em um sistema de referência
inercial, em um instante inicial t0 ∈ I = [0,∞), satisfazendo ri(t) 6= rj(t) se i 6= j,
com i, j ∈ {1, 2}, ∀t ∈ I, o problema de 2-corpos consiste em estudar o sistema de
equações diferenciais

m1r̈1 = Gm1m2
(r2 − r1)
||r2 − r1||3

, (3.1)

m2r̈2 = Gm2m1
(r1 − r2)
||r1 − r2||3

, (3.2)

em que G ≈ 6.67× 10−11 Nm2/kg2 é a constante gravitacional universal.

As Equações (3.1) e (3.2) são trivialmente obtidas a partir da 2a lei de Newton e
da lei da gravitação universal. Se r = r2 − r1 é a posição relativa dos corpos b1

e b2, então r̈ = r̈2 − r̈1. Assim, pelas Equações (3.1) e (3.2) em r̈, a equação do
movimento de b2 em relação à b1 é dada por

r̈ = −G (m1 +m2)
||r||3

r. (3.3)

Em particular, para a aplicação realizada neste trabalho, b1 é tal quem1 � m2. Logo,
b1 é o corpo primário e b2 é um veículo espacial. Também, G (m1 +m2) ≈ Gm1 = µ,
sendo µ o parâmetro gravitacional de b1. Além disso, afirma-se que o centro de massa
do sistema, cuja aceleração é nula, é coincidente com o centro de b1, isto é, o sistema
de coordenadas inercial está centrado no corpo central. Reduzindo-se, pois, a ordem
da Equação (3.3), equivalentemente, tem-se que

ṙ = v,

v̇ = − µ

||r||3
r.

(3.4)
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A Equação (3.4) munida da 6-upla de condições iniciais [r (t0) , ṙ (t0)] ∈ (R3 \∆)×
R3, onde ∆ é o espaço colisional, constituem um problema de valor inicial tal que,
pelo teorema de existência e unicidade, possui solução única em (R3 \∆)×R3 (VOL-

CHAN, 2007). Um resultado importante em equações diferenciais afirma que se um
sistema mecânico de dimensão n possui n− 1 integrais primeiras, linearmente inde-
pendentes, então é integrável (DOERING; LOPES, 2014). Visto que o sistema descrito
pela Equação (3.3) é conservativo e possui duas integrais primeiras (BOCCALETTI;

PUCACCO, 2003; DOERING; LOPES, 2014; FIGUEIREDO; NEVES, 2015), a integral da
energia e a integral do momento angular, então é integrável por quadraturas, e suas
possíveis trajetórias são seções cônicas - elipses, hipérboles ou parábolas - depen-
dendo das condições iniciais dadas (BOCCALETTI; PUCACCO, 2003). A solução do
problema de dois corpos é introduzida na Seção 3.3. Para este propósito, entretanto,
define-se primeiramente os elementos keplerianos.

3.2 Elementos orbitais

Ao invés de se caracterizar o movimento relativo de dois corpos através de coordena-
das cartesianas de posição e velocidade, as quais são funções do tempo, é conveniente
usar um conjunto de seis parâmetros, cinco geométricos e um cinemático (VILHENA

DE MORAES, 1978), chamados de elementos orbitais ou keplerianos: a, e, i, ω, Ω,
τ . Possuindo significado físico bem definido, permitem caracterizar a posição de um
corpo, natural ou artificial, em uma determinada órbita. Particularmente, é de inte-
resse do presente trabalho defini-los apenas para o caso elíptico. O semieixo maior
a está definido no intervalo ae + h 6 a � ∞, onde ae é o raio equatorial de b1 e h
é uma altitude mínima apropriada. A excentricidade e está definida em 0 < e < 1.
Se a e e forem fixados, as medidas e a forma da elipse estão completamente deter-
minadas. O ângulo entre o plano da órbita e o plano de referência é chamado de
inclinação i ∈ [0, π].

Definição 2 [Linha dos Nodos]. Linha de intersecção entre os planos orbital e de
referência.

Definição 3 [Nodo Ascendente]. Ponto da órbita onde o corpo, que move-se do Sul
para o Norte, cruza o plano de referência.

A distância angular, medida no plano orbital, entre a linha dos nodos e o pericentro
é dada pelo argumento do pericentro ω ∈ [0, 2π]. Este, por sua vez, posiciona a
elipse no plano orbital, além de especificar a direção do semieixo maior e a posição
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do pericentro. A ascensão reta do nodo ascendente Ω ∈ [0, 2π] é o ângulo entre a
direção do ponto vernal (γ), eixo x do sistema inercial, e a linha dos nodos, medido
no plano de referência. Por fim, τ é o instante de passagem pelo pericentro. Ressalta-
se que, se o plano da órbita está contido completamente no plano de referência,
ou seja, i = 0 rad ou i = π rad, ω e Ω não estão bem definidos. Porém, como
este tipo de órbita não é estudada neste escopo, a saber, órbitas equatoriais, não
há necessidade de redefini-los (ver Brouwer e Clemence (1961) para tais definições).
Por consequência, considera-se apenas inclinações tais que i ∈ (0, π).

3.3 Solução do problema de dois corpos

É possível introduzir, agora, a solução do problema de dois corpos. Em Brouwer
e Clemence (1961), Kaula (2000) e Kuga et al. (2008) é demonstrado que, dados
r (t) = [x (t) , y (t) , z (t)] e ṙ (t) = [ẋ (t) , ẏ (t) , ż (t)] de b2, para t arbitrário, os
elementos keplerianos estão determinados, sendo, também, a recíproca verdadeira -
problema de posicionamento direto e inverso - (x, y, z, ẋ, ẏ, ż) ⇔ (a, e, i, ω, Ω,
τ). Logo, a solução da Equação (3.4) em função dos parâmetros orbitais (problema
direto), e em notação matricial, é dada pelas funções x(t), y(t) e z(t) de posição,

[x y z]T = R
[
a(cosE − e) a

√
1− e2 sinE 0

]T
, (3.5)

e ẋ(t), ẏ(t) e ż(t) de velocidade,

[ẋ ẏ ż]T = R
(

na

1− e cosE

) [
− sinE cosE

√
1− e2 0

]T
, (3.6)

em que

R =



cΩcω − sΩcisω −cΩsω − sΩcicω sΩsi

sΩcω + cΩcisω −sΩsω + cΩcicω −cΩsi

sisω sicω ci


, (3.7)

s ≡ sin e c ≡ cos, E é a anomalia excêntrica, relacionada com a anomalia média M
através da equação de Kepler (M = E−e sinE) e sendoM , por sua vez, relacionado
com o instante de passagem pelo pericentro τ através de M = n(t − τ), tal que
n =

√
µ/a3 é movimento médio de b2.
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3.4 Perturbações no movimento de dois corpos

O problema de dois corpos é um modelo ideal. Para aplicações reais, b2 está sujeito
à ação de forças externas, as quais perturbam seu movimento ao redor de b1. Se
P : (R3 \∆) −→ R3 é uma aceleração proveniente de uma força perturbativa que
age sobre b2, a equação do movimento relativo perturbado é dada por

r̈ = − µ

‖r‖2
r

‖r‖
+ P (r) , tal que ‖P (r) ‖ �

∥∥∥∥∥− µ

‖r‖2
r

‖r‖

∥∥∥∥∥ , ∀t ∈ I. (3.8)

Através da adição de P , o campo vetorial da Equação (3.8) não é mais central e,
por consequência, as trajetórias do sistema não são mais planares (FIGUEIREDO;

NEVES, 2015). Porém, ainda é conservativo se, e somente se, existe uma função
escalar diferenciável V : (R3 \∆) −→ R, chamada de potencial, tal que

r̈ = − µ

||r||2
r

||r||
+ P (r) = ∇V (r) ⇔ µ

||r||
+R (r) = V (r) . (3.9)

R (r) é chamado de potencial perturbador ou função perturbadora e µ/||r|| é o termo
central. Neste trabalho, em especial, são consideradas apenas perturbações derivadas
de um potencial, Equação (3.9).

3.5 Equações planetárias de Lagrange

Ao se considerar perturbações no movimento de dois corpos, os elementos orbitais
não são constantes, isto é, são funções do tempo. Entretanto, pela hipótese dada
na Equação (3.8), os campos das Equações (3.3) e (3.8) diferem-se suavemente.
Logo, os parâmetros da órbita variam lentamente e, desta maneira, a elipse ainda é
uma representação conveniente para o movimento de b2 ao redor de b1 (BROUWER;

CLEMENCE, 1961; FERRAZ-MELLO, 1972; VILHENA DE MORAES, 1978).

Definição 4 [Elementos Osculadores]. Fixado t, os elementos orbitais neste instante
são chamados de elementos osculadores: [a (t) , e (t) , i (t) , ω (t) ,Ω (t) ,M (t)].

Definição 5 [Órbita Osculadora]. A órbita kepleriana instantânea, formada pelos
elementos osculadores, é chamada de órbita osculadora.

Assim, ao invés de se obter a solução perturbada, posição e velocidade cartesianas,
diretamente das equações diferenciais dadas pela Equação (3.8), aplica-se o método
da variação dos parâmetros às constantes de integração do movimento kepleriano
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(BROUWER; CLEMENCE, 1961; FERRAZ-MELLO, 1972; VILHENA DE MORAES, 1978).
Por fim, com auxílio da definição dos colchetes de Lagrange e suas propriedades
(FASANO; MARMI, 2006; LEMOS, 2013), os quais surgem, inerentemente, durante
este processo, as equações planetárias de Lagrange para o movimento kepleriano
perturbado por forças conservativas são obtidas:

da

dt
= 2
na

∂R

∂M
, (3.10)

de

dt
= (1− e2)

na2e

∂R

∂M
− (1− e2) 1

2

na2e

∂R

∂ω
, (3.11)

di

dt
= cos i
na2(1− e2) 1

2 sin i
∂R

∂ω
− 1
na2(1− e2) 1

2 sin i
∂R

∂Ω , (3.12)

dω

dt
= − cos i

na2(1− e2) 1
2 sin i

∂R

∂i
+ (1− e2) 1

2

na2e

∂R

∂e
, (3.13)

dΩ
dt

= 1
na2(1− e2) 1

2 sin i
∂R

∂i
, (3.14)

dM

dt
= n− (1− e2)

na2e

∂R

∂e
− 2
na

∂R

∂a
. (3.15)

Para dedução completa das Equações (3.10)-(3.15), consultar Brouwer e Clemence
(1961), Ferraz-Mello (1972), Vilhena de Moraes (1978) e Kaula (2000).

3.6 Potencial gravitacional

Supõe-se, neste instante, que b1 possui distribuição não-uniforme de massa. Seja
r = ||r|| a distância entre b2 e b1. Pn e Pnk são os polinômios e polinômios associados
de Legendre, ver Vilhena de Moraes (1973), Butkov (1988), Arfken e Weber (2007)
e Andrade et al. (2012), cujos n e k são, respectivamente, seus graus e ordens. φ
é a latitude e λ′ é a longitude referentes à posição de b2 ao redor de b1. Jn, Cnk e
λnk são características físicas de b1 (MORANDO, 1974). A aceleração que b2 sofre por
causa da distribuição heterogênea de massa de b1 é dada pelo gradiente do potencial
gravitacional V que, expresso em coordenadas esféricas e em termos dos harmônicos
esféricos, é dado em Morando (1974) por
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V
(
r, λ′, φ

)
= µ

r

[
1−

∞∑
n=2

Jnae
n

rn
Pn (sinφ) +

∞∑
n=2

n∑
k=1

Cnkae
n

rn
Pnk(sinφ) cos

[
k
(
λ′ − λnk

)]]
.

(3.16)

Da Equação (3.16), tem-se a seguinte classificação: a) os termos independen-
tes de λ′, Pn (sinφ), são chamados de harmônicos esféricos zonais, pois divi-
dem b1 em seções horizontais, Figura 3.1(a); b) os termos dependentes de λ′,
Pnk (sinφ) cos [k (λ′ − λnk)], são chamados de harmônicos esféricos setoriais, se
n = k, Figura 3.1(b), e de harmônicos esféricos tesserais, se n 6= k, Figura 3.1(c).

Figura 3.1 - Classificação dos harmônicos esféricos.

(a) Zonais. (b) Setoriais. (c) Tesserais.

Fonte: Kuga et al. (2011, ps. 11-12).

3.7 Variáveis e equações de Delaunay

As equações para o movimento kepleriano perturbado são, por sua vez, mais conve-
nientes quando as variáveis de Delaunay,

l = M,

g = ω,

h = Ω,

L = √µa,
G = L

√
1− e2,

H = G cos i,
(3.17)

são introduzidas (BROUWER; CLEMENCE, 1961; FERRAZ-MELLO, 2007). Ao aplicar
esta mudança de variáveis na Equação (3.10), as equações planetárias de Lagrange
transformam-se nas equações de Delaunay,

dl

dt
= ∂H
∂L

,

dg

dt
= ∂H
∂G

,

dh

dt
= ∂H
∂H

,

dL

dt
= −∂H

∂l
,

dG

dt
= −∂H

∂g
,

dH

dt
= −∂H

∂h
,

(3.18)
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as quais são ditas canônicas por preservarem a forma das equações de Hamilton. A
função

H (l, g, h, L,G,H) = H0 +R (l, g, h, L,G,H) = − µ2

2L2 +R (l, g, h, L,G,H) (3.19)

é chamada de hamiltoniana, H0 é a energia da órbita, ou termo central, e R é o
potencial perturbador expresso em variáveis de Delaunay. O sistema hamiltoniano,
Equação (3.18), juntamente com a hamiltoniana, Equação (3.19), é quase-integrável,
constituído de uma parte integrável, sem perturbação, cuja solução é conhecida, e
de outra não-integrável: a perturbação (MORBIDELLI, 2002; FASANO; MARMI, 2006;
FERRAZ-MELLO, 2007).
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4 METODOLOGIA

Neste capítulo, apresentam-se detalhadamente todos os passos necessários para
a construção dos conceitos das inclinações e órbitas quase-críticas e quase-
heliossíncronas, bem como a metodologia essencial para obtê-las.

4.1 Hipóteses

Para o tratamento correto do problema, torna-se inevitável a adoção de novas hi-
póteses, além das já assumidas no Capítulo 3. A esta seção, destina-se, portanto, a
descrição das hipóteses adicionais e das características gerais do modelo dinâmico
considerado, além da definição dos sistemas de coordenadas para posterior obtenção
das equações de movimento. Conforme enunciado anteriormente, a dinâmica de dois
corpos é adotada para todos os sistemas aqui escolhidos, a saber,

• Sistema 1. Satélite artificial ao redor da Lua;
• Sistema 2. Satélite artificial ao redor de Io;
• Sistema 3. Satélite artificial ao redor de Europa;
• Sistema 4. Satélite artificial ao redor de Calisto;
• Sistema 5. Satélite artificial ao redor de Ganimedes;
• Sistema 6. Satélite artificial ao redor de Titã.

A Figura 4.1 mostra os satélites planetários escolhidos como primários. Ressalta-se
que a justificativa de escolha de cada um deles está argumentada no Capítulo 1.

Figura 4.1 - Satélites planetários escolhidos.

(a) Io. (b) Europa. (c) Ganimedes. (d) Calisto. (e) Titã.

Fonte: NATIONAL AERONAUTICS AND SPACE ADMINISTRATION - NASA (1997),
GERMAN AEROSPACE CENTER - DLR (1997), NATIONAL OCEANIC AND
ATMOSPHERIC ADMINISTRATION - NOAA (2016), GERMAN AEROSPACE
CENTER - DLR (2001), NATIONAL AERONAUTICS AND SPACE ADMINIS-
TRATION - NASA (2015).

Para este trabalho, considera-se que o movimento de cada veículo é perturbado ex-
clusivamente pela não-uniformidade do campo gravitacional, proveniente da distri-
buição heterogênea de massa do corpo central, especificamente, de seu achatamento
e de sua elipticidade equatorial. De acordo com De Saedeleer e Henrard (2005),
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se o harmônico setorial associado à elipticidade equatorial (C22) de um corpo tem
a mesma ordem de magnitude, ou próxima, do harmônico zonal associado ao seu
achatamento (J2), os termos perturbativos relativos à elipticidade não devem ser
desconsiderados do potencial gravitacional. Através da Tabela 4.1, verifica-se que a
razão σ entre J2 e C22 é de, aproximadamente, nove para o caso lunar. Para as luas
galileanas e Titã, estas razões são próximas de, respectivamente, 3.3 e 2.5, valores
extremamente pequenos se comparados ao da Terra: σ ≈ 443 (LEMOINE et al., 1998).

Tabela 4.1 - Parâmetro gravitacional µ, raio equatorial ae, coeficientes harmônicos zonal
e setorial (J2, C22), razão σ de cada corpo considerado, respectivamente.

Corpo µ [km3/s2] ae [km] J2 [×10−6] C22 [×10−6] σ , J2/C22

Lua 4902.801 1737.5 203.2337 22.35700 9.0904
Io 5959.916 1821.6 1859.5 558.8 3.3277
Europa 3202.739 1560.8 435.50 131.5 3.3118
Ganimedes 9887.834 2631.2 127.53 38.26 3.3332
Calisto 7179.289 2410.3 32.7 10.2 3.2059
Titã 8978.1382 2574.73 27.221 11.159 2.4394

Fonte: Adaptada de Schubert et al. (2004), Iess et al. (2007), Carvalho et al. (2011),
NATIONAL AERONAUTICS AND SPACE ADMINISTRATION - NASA (2018),
Williams (2018a), Williams (2018b), Williams (2018c).

É pertinente salientar que existem, indiscutivelmente, outros efeitos perturbativos
significativos ao movimento de veículos espaciais ao redor de satélites planetários,
principalmente, àqueles que se encontram em ambientes dinamicamente inóspitos,
ou seja, extremamente perturbados, como é o caso de satélites artificiais orbitando
as luas jovianas e Titã. Entretanto, não é do escopo deste trabalho considerá-los
e sim, do intuito deste, investigar o efeito combinado dos termos que contêm J2 e
C22. Citam-se alguns trabalhos interessantes, os quais levam em consideração outras
perturbações, além das aqui consideradas: Paskowitz e Scheeres (2006), De Saedeleer
(2006), Carvalho et al. (2012), Prado et al. (2016), dos Santos et al. (2017), Nie e
Gurfil (2018), entre muitos outros. A seguir, apresentam-se as hipóteses tomadas
para a correta abordagem do problema estudado.

• Hipótese 1. As perturbações do Sol e de terceiro corpo são negligenciadas.

• Hipótese 2. A órbita do satélite natural ao redor de seu primário é circular.

• Hipótese 3. O movimento do satélite natural é uniforme.

• Hipótese 4. O plano equatorial do satélite natural é coincidente com o plano da
eclíptica.
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A primeira hipótese aparece, naturalmente, pela consideração da irregularidade do
campo gravitacional ser proveniente apenas da distribuição heterogênea de massa
do corpo central. Através da segunda hipótese, ignoram-se as reais excentricidades
das órbitas dos satélites naturais ao redor de seus respectivos primários, e as tomam
iguais a zero, tal como em Giacaglia et al. (1970), De Saedeleer e Henrard (2004), De
Saedeleer e Henrard (2005) e Nie e Gurfil (2018). Segundo Giacaglia et al. (1970),
De Saedeleer e Henrard (2004), De Saedeleer e Henrard (2005), Carvalho et al.
(2009) e Carvalho et al. (2012), a terceira hipótese é assumida com o objetivo de se
negligenciar librações. Mediante a quarta hipótese, também pelos mesmos autores,
as inclinações entre os planos orbitais e equatoriais das luas e as inclinações entre
os planos equatoriais das luas e a eclíptica são desconsideradas (i.e., todos os planos
são coincidentes com a eclíptica). As consequências da não admissão das hipóteses
descritas acima, no movimento de satélites artificiais, são expostas com detalhes no
trabalho de Giacaglia et al. (1970), para o caso lunar, podendo ser aplicadas aos
outros sistemas considerados. Os erros introduzidos por meio das hipóteses 2 e 4
são mostrados na Tabela 4.2. Há, ainda, uma quinta hipótese. No entanto, para
apresentá-la, faz-se necessária uma observação preliminar e a definição do sistema
inercial, ambos introduzidos a seguir.

Tabela 4.2 - Erro introduzido em cada sistema através da adoção das hipóteses 2 e 4.

Sistema Erro 2 (∝ e$) Erro 4
1 ≈ 0.0549 ≈ 6.86◦
2 ≈ 0.004 ≈ 0.01◦
3 ≈ 0.009 ≈ 0.01◦
4 ≈ 0.001 ≈ 0.00◦
5 ≈ 0.007 ≈ 0.00◦
6 ≈ 0.0292 ≈ 0.34◦

Fonte: Produção do autor.

Observação. Sob o contexto de astronomia e astrodinâmica, os símbolos $ e ⊕
são reservados, via de regra, à Lua e à Terra. Posto isto, torna-se indispensável
uma explicação sobre a notação adotada no texto. Em virtude do presente trabalho
explorar o movimento de veículos espaciais ao redor de seis corpos centrais diferen-
tes, entretanto, com o mesmo modelo dinâmico para todos (hipóteses, sistemas de
coordenadas, modelagem matemática e equacionamento), não se viu a imprescin-
dibilidade de se definir uma notação para cada sistema estudado. Logo, sem perda
de generalidade, resolveu-se assumir os símbolos $ e ⊕ para denotarem, respecti-
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vamente, os corpos centrais e seus primários. Assim, sempre que houver o símbolo
$ subscrito em uma variável, esta refere-se ao satélite planetário em questão e, por
sua vez, quando o mesmo ocorrer ao símbolo ⊕, esta é inerente ao primário do corpo
central, isto é, o planeta o qual o satélite natural orbita.

1. Sistema referencial inercial (Oxyz).
• Plano fundamental: plano equatorial do satélite planetário;
• Origem: centro do satélite planetário;
• Eixo x: contido no plano fundamental, apontando para o ponto vernal (γ);
• Eixo y: contido no plano fundamental, tendo direção normal ao eixo x;
• Eixo z: completa o sistema dextrogiro.

Tabela 4.3 - Sistema referencial inercial (Oxyz).

Sistema Plano Fundamental Origem Eixo x

1 Equatorial da Lua Lua ponto vernal (γ)
2 Equatorial de Io Io ponto vernal (γ)
3 Equatorial de Europa Europa ponto vernal (γ)
4 Equatorial de Ganimedes Ganimedes ponto vernal (γ)
5 Equatorial de Calisto Calisto ponto vernal (γ)
6 Equatorial de Titã Titã ponto vernal (γ)

Fonte: Produção do autor.

• Hipótese 5. A longitude do meridiano mais longo do satélite natural λ22, medida
a partir da direção fixa do sistema inercial, é igual à longitude de seu primário λ⊕
(λ22 = λ⊕).

Segundo De Saedeleer e Henrard (2004), De Saedeleer e Henrard (2005), a quinta
hipótese é uma das leis de Cassini, a qual afirma que os satélites naturais aqui
considerados estão travados gravitacionalmente por forças de maré, isto é, estão
em rotação síncrona com seus respectivos primários (HUBBARD; ANDERSON, 1978;
ZHARKOV et al., 1985; SCHUBERT et al., 1994; ANDERSON et al., 1997; ANDERSON et

al., 1998; ANDERSON et al., 2001; KONOPLIV et al., 2001; IESS et al., 2007).

Isso significa que as luas giram em torno de seus eixos a uma velocidade angular
γ$ igual à velocidade angular orbital média n$, i.e., γ$ = n$ = 2π/T$, em que
T$ é o período orbital (e igual, por consequência, ao período de rotação sideral). A
Tabela 4.4 apresenta os períodos orbitais e as velocidades de rotação de cada corpo
central, denotando [S] a sincronicidade de rotação.
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Como evidenciado na Seção 4.2, é conveniente definir, também, um referencial sinó-
dico, ver Tabela 4.5. Tal sistema é girante e possui velocidade de rotação constante
dada, premeditadamente, pela taxa de rotação do corpo central n$. A Figura 4.2
resume todas as hipóteses e mostra a geometria adotada para um veículo espacial
ao redor de um satélite planetário.

Tabela 4.4 - Período orbital T$ e taxa de rotação n$ de cada corpo considerado.

Corpo T$ [dias] n$ [×10−6 rad/s]
Lua 27.3217 [S] 2.66169572780722
Io 1.769138 [S] 41.1059239959971
Europa 3.551181 [S] 20.478272486373
Ganimedes 7.154553 [S] 10.1644438396683
Calisto 16.689017 [S] 4.35747966260867
Titã 15.945421 [S] 4.56068561416035

Fonte: Produção do autor.

2. Sistema referencial sinódico (OXY Z).
• Plano fundamental: plano equatorial do satélite planetário;
• Origem: centro do satélite planetário;
• Eixo X: contido no plano fundamental, apontando para o planeta;
• Eixo Y : contido no plano fundamental, tendo direção normal ao eixo X;
• Eixo Z: coincidente com z, completando o sistema dextrogiro;
• Rotação: taxa de rotação do corpo central n$(velocidade constante).

Tabela 4.5 - Sistema referencial sinódico (OXY Z).

Sistema Plano Fundamental Origem Eixo X

1 Equatorial da Lua Lua Terra
2 Equatorial de Io Io Júpiter
3 Equatorial de Europa Europa Júpiter
4 Equatorial de Ganimedes Ganimedes Júpiter
5 Equatorial de Calisto Calisto Júpiter
6 Equatorial de Titã Titã Saturno

Fonte: Produção do autor.
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Figura 4.2 - Sistema de coordenadas para o orbitador de satélites planetários.
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Fonte: Produção do autor.

4.2 Equações de movimento

Conforme sugere a Seção 3.7 do Capítulo 3, ao invés de usar a formulação new-
toniana, Equação (3.8), ou aplicar as Equações Planetárias de Lagrange, Equação
(3.10), neste trabalho, opta-se por tratar o problema apresentado através da aborda-
gem canônica. Deste modo, obtêm-se, nesta seção, a função hamiltoniana referente
à dinâmica do sistema a ser estudado, como também as equações de movimento.
A energia relativa ao problema kepleriano, ou seja, não-perturbado, é dada pelo
primeiro termo da Equação (3.19):

H0 = − µ2

2L2 . (4.1)

Em seguida, é preciso desenvolver a função perturbadora R da Equação (3.19). Para
isto, toma-se o potencial perturbador devido ao achatamento do corpo central, dado
pelo negativo do termo n = 2 do primeiro somatório da Equação (3.16),

− V20 = HJ2 = µ

r

(
ae
r

)2
J2P2 (sinφ) = ε

µ

r3P2 (sinφ) , (4.2)
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onde ε é definido por J2ae
2, φ é a latitude do veículo espacial (como mostra a Figura

4.2), e P2 é o polinômio de Legendre de grau n = 2, calculado em sinφ:

P2 (sinφ) = 1
2
(
3 sin2 φ− 1

)
. (4.3)

Define-se, também, δ , −C22ae
2. Tomando o negativo do termo n = k = 2 do

segundo somatório da Equação (3.16), o potencial perturbador devido à elipticidade
equatorial do corpo central é dado por

−V22 = HC22 = −µ
r

(
ae
r

)2
C22P22 (sinφ) cos [2 (λ′ − λ22)] =

= δ
µ

r3P22 (sinφ) cos [2 (λ′ − λ22)], (4.4)

em que λ′ e λ22 são, respectivamente, as longitudes do veículo espacial e do meridiano
mais longo do corpo central, medidos em relação ao referencial inercial (vide Figura
4.2), e P22 é o polinômio associado de Legendre de grau n = 2 e ordem k = 2,
calculado em sinφ:

P22 (sinφ) = 3
(
1− sin2 φ

)
. (4.5)

Segundo Giacaglia et al. (1970), De Saedeleer e Henrard (2004), De Saedeleer e Hen-
rard (2005) e De Saedeleer (2006), a perturbação setorial, Equação (4.4), introduz
uma dependência temporal explícita na função hamiltoniana por meio da longitude
do meridiano mais longo λ22, uma vez que λ22 = λ⊕ varia a uma taxa de rotação
síncrona λ̇22 = λ̇⊕ = n$ ⇔ λ22 = λ⊕ = n$t + λ22 (0) (λ22 (0) constante, tomada
arbitrariamente como zero). Entretanto, de acordo com os mesmos autores e, tam-
bém, Palacián (2002) e Nie e Gurfil (2018), tal dependência é eliminada ao se definir
um referencial sinódico, com seu eixo X passando através deste meridiano, como
pode ser visto na Figura 4.2, tal como foi definido na Seção 4.1. Assim, define-se as
novas longitudes com relação ao eixo X: λ = λ′ − λ22 e h = Ω− λ⊕ = Ω− n$t (Fi-
gura 4.2). Devido à introdução do sistema girante, o termo de Coriolis Hn$ aparece
naturalmente na hamiltoniana a fim de se ter

dh

dt
= ∂H
∂H

= −n$, (4.6)
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e manter a consistência das equações. Logo, Hn$ não é um termo perturbativo.
Substituindo a nova longitude λ = λ′ − λ22 na Equação (4.4), obtém-se

HC22 = δ
µ

r3P22 (sinφ) cos (2λ). (4.7)

Expressando P2 (sinφ) e P22 (sinφ) e, consequentemente, as Equações (4.2) e (4.7),
respectivamente, em função da inclinação I, da anomalia verdadeira f e do ar-
gumento do pericentro g, através da relação de trigonometria esférica sinφ =
sin I sin (f + g), obtida pelo triângulo órbita-equador-meridiano (ver também Kaula
(2000, cap. 3, p. 33)), cujos arcos estão em negrito na Figura 4.2, tem-se

P2 (sinφ) = 1
2
[
3 sin2 I sin2 (f + g)− 1

]
, (4.8)

P22 (sinφ) = 3
[
1− sin2 I sin2 (f + g)

]
. (4.9)

h é introduzido, por sua vez, por meio do produto P22 (sinφ) cos (2λ), presente na
Equação (4.7), tal que

P22 (sinφ) cos (2λ) =

= 6
[
ζ2 cos2 f + χ2 sin2 f + 2ζχ sin f cos f

]
− 3

[
1− sin2 I sin2 (f + g)

]
, (4.10)

em que ζ e χ são dados em Carvalho et al. (2009) e Nie e Gurfil (2018) pelas seguintes
relações

ζ = cos g cosh− cos I sin g sin h, (4.11)

χ = − sin g cosh− cos I cos g sin h. (4.12)

Desta forma, a hamiltoniana relativa à dinâmica do problema está sob a forma

H = H0 +Hn$ +HJ2 +HC22︸ ︷︷ ︸
R

, (4.13)

e é dada por

H0 = − µ2

2L2 , (4.14)

Hn$ = −n$H, (4.15)
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HJ2 = ε
µ

r3

[3
2 sin2 I sin2 (f + g)− 1

2

]
, (4.16)

HC22 = δ
µ

r3

{
6
[
ζ2 cos2 f + χ2 sin2 f + 2ζχ sin f cos f

]
− 3

[
1− sin2 I sin2 (f + g)

]}
.

(4.17)

A excentricidade e e a anomalia média l são introduzidas na função hamiltoniana
através das expansões do movimento elíptico em séries de Fourier-Bessel do fator a3

r3 ,
resultante da substituição de µ por n2a3 nas Equações (4.16) e (4.17), e das funções
trigonométricas, cujos argumentos possuem a anomalia verdadeira f : sin f , cos f ,
sin2 f , cos2 f e sin2 (f + g) = [sin g cos f + cos g sin f ]2 (ver Brouwer e Clemence
(1961, cap. II) e Kovalevsky (1967, cap. V)). Neste trabalho, seguindo Tzirti et
al. (2009), utilizam-se as seguintes expansões em 4a ordem, dadas pelas Equações
(4.18)-(4.20), presentes em Murray e Dermott (1999, cap. 2, p. 40):

[
a

r

]3
= 1 + 3e cos l + e2

[3
2 + 9

2 cos 2l
]

+ e3
[27

8 cos l + 53
8 cos 3l

]
(4.18)

+ e4
[15

8 + 7
2 cos 2l + 77

8 cos 4l
]

+O
(
e5
)
,

sin f = sin l + e sin 2l + e2
[9
8 sin 3l − 7

8 sin l
]

+ e3
[4
3 sin 4l − 7

6 sin 2l
]

(4.19)

+ e4
[ 17
192 sin l − 207

128 sin 3l + 625
384 sin 5l

]
+O

(
e5
)
,
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cos f = cos l + e [cos 2l − 1] + e2
[9
8 cos 3l − 9

8 cos l
]

+ e3
[4
3 cos 4l − 4

3 cos 2l
]

(4.20)

+ e4
[ 25
192 cos l − 225

128 cos 3l + 625
384 cos 5l

]
+O

(
e5
)
.

A análise da dinâmica do problema a médio e longo prazo pode ser simplificada
através da aplicação de um método perturbativo para a eliminação dos termos de
curto período. Entretanto, tais termos só podem ser eliminados da função hamil-
toniana caso forem inexpressivos ao movimento se comparados aos seculares e de
longo período, como é o caso ilustrado na Figura 4.3 para uma função genérica. Tal
relevância é inerente ao tipo de perturbação considerada, exigindo ser avaliada caso
a caso.

Figura 4.3 - Ilustração do comportamento de uma solução genérica devido a cada tipo de
termo perturbativo.
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Fonte: Produção do autor.

Em particular, para as perturbações aqui consideradas, De Saedeleer e Henrard
(2005), Tzirti et al. (2009) e Nie e Gurfil (2018) afirmam que o sistema médio
consiste em uma boa aproximação da dinâmica inicial, justamente porque os termos
de curto período são responsáveis por pequenas oscilações nos elementos orbitais
se comparadas aos outros efeitos. Assim, para a aplicação do método perturbativo,
expressa-se a Equação (4.13) sob a forma
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H = H0 + εH1 + δH2 +Hn$ , (4.21)

tal que

εH1 = HJ2 , (4.22)

δH2 = HC22 . (4.23)

Como em Carvalho et al. (2009), escreve-se

H(0)
0 = H0 +Hn$ = − µ2

2L2 − n$H, (4.24)

H(1)
1 = εH1 + δH2, (4.25)

H = H(0)
0 +H(1)

1 . (4.26)

A aplicação do Método de Hori (HORI, 1966) à Equação (4.26) para a eliminação
dos termos de curto período resulta nas seguintes equações

[ordem zero] H̄(0)
0 = H(0)

0 = − µ2

2L̄2
− n$H̄, (4.27)

[ordem um] H̄(1)
1 = H(1)

1 +
{
H(0)

0 ,S1
}
, (4.28)

H̄(1)
1 = 1

2π

∫ 2π

0
H(1)

1 dl, (4.29)

S1 =
∂H(0)

0

∂L̄

−1 ∫ (
H(1)

1 − H̄
(1)
1

)
dl. (4.30)

A Equação (4.27) é a equação de ordem zero do método aplicada à Equação (4.24).
A Equação (4.28) é a Equação Homológica de 1a ordem, cuja solução é dada pelas
Equações (4.29) e (4.30). A Equação (4.29) é a média da Equação (4.25) sobre a ano-
malia média l. A Equação (4.30) é a função geratriz de 1a ordem da transformação
canônica, a qual não é utilizada, pois não há interesse pelo potencial perturbador
de segunda ordem neste trabalho (TZIRTI et al., 2009). Assim, a hamiltoniana média
de 1a ordem,

27



H̄
(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
= H̄(0)

0 +H̄(1)
1 = H̄0

(
L̄
)
+H̄n$

(
H̄
)
+εH̄1

(
L̄, Ḡ, H̄

)
+δH̄2

(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
,

(4.31)

é dada por (TZIRTI et al., 2009)

H̄
(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
= − µ2

2L̄2
− D̄6 Ḡ

2 + Ā

2 cos
(
2h̄
)

+ B̄

2 H̄
2 cos

(
2h̄
)

+ C̄H̄+ D̄

2 H̄
2, (4.32)

sendo Ā, B̄, C̄ e D̄ definidos como segue

Ā = 3µ4δ

Ḡ3L̄3
, B̄ = − 3µ4δ

Ḡ5L̄3
, C̄ = −n$, D̄ = − 3µ4ε

2Ḡ5L̄3
. (4.33)

As equações médias de movimento de 1a ordem são dadas por

˙̄l = F̄1
(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
= µ2

L̄3
+ D̄

2L̄
[
Ḡ2 − 3H̄2

]
− 3

2L̄
[
Ā+ B̄H̄2

]
cos

(
2h̄
)
, (4.34)

˙̄g = F̄2
(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
= D̄

2

[
1− 5H̄

2

Ḡ2

]
Ḡ+ B̄

2

[
3− 5H̄

2

Ḡ2

]
Ḡ cos

(
2h̄
)
, (4.35)

˙̄h = F̄3
(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
= C̄ +

[
D̄ + B̄ cos

(
2h̄
)]
H̄, (4.36)

˙̄L = F̄4
(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
= 0, (4.37)

˙̄G = F̄5
(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
= 0, (4.38)

˙̄H = F̄6
(
h̄, L̄, Ḡ, H̄

)
=
[
Ā+ B̄H̄2

]
sin

(
2h̄
)
. (4.39)

Pretendendo não se sobrecarregar a notação, omitem-se as barras das Equações
(4.32), (4.33) e (4.34)-(4.39) da Seção 4.3 em diante. Entretanto, é importante se ter
em vista que os desenvolvimentos posteriores, ao longo das Seções 4.3-4.6 e, também,
os resultados apresentados no Capítulo 5, são feitos/obtidos em relação às equações
médias.
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4.3 Análise do sistema hamiltoniano médio

Nesta seção, através da análise das Equações (4.34)-(4.39), pretende-se discutir algu-
mas propriedades e características das soluções do sistema hamiltoniano médio com
o objetivo de auxiliar e melhor alicerçar os desenvolvimentos matemáticos realizados
nas Seções 4.4-4.6. Para isto, basta estudarmos o sistema formado pelas Equações
(4.36) e (4.39) juntamente com suas respectivas condições iniciais h (0) = h0 e
H (0) = H0. De fato, das Equações (4.37) e (4.38), segue que L e G são constantes
e, consequentemente, A, B, C e D também são. Logo, as Equações (4.36) e (4.39)
definem completamente as variáveis h e H e estas, por sua vez, são usadas para se
obter a variação de g e l. Desta maneira, para se analisar o sistema hamiltoniano
médio, Equações (4.34)-(4.39), basta estudar a dinâmica do sistema independente
dado por: 

dh

dt
= F3 (h,H) = C + [D +B cos (2h)]H,

dH

dt
= F6 (h,H) =

[
A+BH2

]
sin (2h),

(
h(0), H(0)

)
= (h0, H0) .

(4.40)

(4.41)

(4.42)

O sistema de equações diferenciais ordinárias de dimensão d = 2 dado pelas Equa-
ções (4.40)-(4.42) constituem um sistema hamiltoniano periódico1 de n = d− 1 = 1
grau de liberdade com espaço de fase bidimensional, cuja variável de ação é dada
por H e a de ângulo por h. As possíveis trajetórias H

(
q1(t), p1(t)

)
= E

(
q1(0), p1(0)

)
de sistemas hamiltonianos desta natureza são: i) libração (Figura 4.5(a)) - q1(t) e
p1(t) são limitadas, contínuas e periódicas no tempo, logo a curva

(
q1(t), p1(t)

)
no

espaço de fase é fechada (ver Papastavridis (2014, ps. 1251 e 1252) para discus-
são detalhada); ii) circulação (Figura 4.5(b)) - p1 = p1(q1) é uma função periódica
de q1, entretanto, q1(t) é uma função monótona no tempo. Neste caso, a periodici-
dade de q1(t) é somente devido a sua natureza angular. Em particular, as trajetó-
rias H

(
h(t), H(t)

)
= E

(
h0, H0

)
das Equações (4.40)-(4.42) constituem movimentos

periódicos de circulação (vide retrato de fase do sistema dado pela Figura 4.4), por-
tanto, h(t) é sempre periódica e H(t) monótona (não-crescente/não-decrescente) no
tempo. Esta característica é substancial para o que pretende-se fazer nas Seções 4.5
e 4.6.

1periódico: ver Ferraz-Mello (2007, caps. 1, 2, 3), Lemos (2013, cap. 9) e Papastavridis (2014,
cap. 8).
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Figura 4.4 - Retrato de fase
(
h(t), H(t)

)
do sistema hamiltoniano médio.
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Fonte: Produção do autor.

Figura 4.5 - Comportamento das soluções em regiões de libração e circulação.
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Fig. 2.1. Functions q1(t): (a) circulation; (b) libration

system are centers and saddle points. All bounded curves in this space that
do not start or end in a saddle point correspond to a periodic motion.

2.1.1 Angle–Action Variables1

The equations resulting from the transformation (q1, p1) ⇒ (q∗1 , p
∗
1) are

q∗1 = t+ α1

p∗1 = β1 = E,
(2.2)

where α1 and β1 are constants. The phase space (q∗1 , p
∗
1) is either a plane or a

cylinder as discussed above. The phase trajectories are the lines p∗1 = β1 and
the phase velocity is q̇∗1 = 1 on all trajectories. There are no explicit constraints
imposed on α1, β1, which, however, exist and may be found by the analysis of
S(q1, E). For instance, in the harmonic oscillator (Sect. 1.9.2), the solutions
exist only in the domain formed by the upper half-plane E/m ≥ 0. Another
property not appearing in the functional expression of the Hamiltonian H∗ =
p∗1 is the possible periodicity of the solutions (or of one set of solutions). For
instance, in the harmonic oscillator, all solutions for E/m > 0 are periodic
with period T = 2π/

√
k, that is, q∗1 ∈ R/TZ.

1 Throughout this book, the order coordinate–momentum is adopted. Thus, we
shall refer to these variables as “angle–action” variables, instead of “action–angle”
as usually done everywhere.
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(b) Circulação.

Fonte: Ferraz-Mello (2007, cap. 2, p. 30).

4.4 Desacoplamento das equações de movimento

Para o que é pretendido adiante, faz-se necessário expressar o campo vetorial do
sistema de EDOs dado pelas Equações (4.34)-(4.39) somente em função de h(t).
Para isto, a função hamiltoniana é utilizada. A Equação (4.32) é conservativa porque
não depende explicitamente do tempo. Assim, fixados L0 e G0, pela conservação da
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energia, para uma trajetória arbitrária
(
h(t), H(t)

)
do sistema dado pelas Equações

(4.40)-(4.42) com condições iniciais h(t0) = h(0) = h0 e H(t0) = H(0) = H0 e

3µ4δ

G0
3L0

3 = A0 = A, − 3µ4δ

G0
5L0

3 = B0 = B, −n$ = C0 = C, − 3µ4ε

2G5L3 = D0 = D,

(4.43)

pois L e G são constantes, tem-se

H
(
h(t), H(t)

)
= E (h0, H0) , para todo t ∈ R. (4.44)

Em particular, para o instante inicial t0 ∈ R, segue que

H (h0, H0) = − µ2

2L2
0
−D6 G

2
0+A

2 cos (2h0)+B

2 H
2
0 cos (2h0)+CH0+D

2 H
2
0 = E (h0, H0) .

(4.45)

Portanto, a energia mecânica específica do sistema ao longo desta trajetória é dada
por

E (h0, H0) = − µ2

2L2
0
− D

6 G
2
0 + A

2 cos (2h0) + B

2 H
2
0 cos (2h0) + CH0 + D

2 H
2
0 . (4.46)

Substituindo a Equação (4.32) na Equação (4.44) e somando −E (h0, H0) em ambos
os membros, vem

− µ2

2L2 −
D

6 G
2 + A

2 cos (2h) + B

2 H
2 cos (2h) +CH + D

2 H
2−E (h0, H0) = 0. (4.47)

Expressando a Equação (4.47) como uma equação polinomial de grau dois em termos
de H(t) tais que seus coeficientes são funções de h(t),

A
(
h(t)

)
H2 + B

(
h(t)

)
H + C

(
h(t)

)
= 0, (4.48)

obtém-se

[
D

2 + B

2 cos (2h)
]

︸ ︷︷ ︸
A
(
h(t)
) H2 + C︸︷︷︸

B
(
h(t)
)H +

[
A

2 cos (2h)− µ2

2L2 −
D

6 G
2 − E (h0, H0)

]
︸ ︷︷ ︸

C
(
h(t)
)

= 0.

(4.49)
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O discriminante da Equação (4.49) é dado por

∆
(
h(t)

)
= B2

(
h(t)

)
− 4A

(
h(t)

)
C
(
h(t)

)
= C2 + [β − A cos (2h)] [D +B cos (2h)] ,

(4.50)

em que

β = (−2)
(
− µ2

2L2 −
D

6 G
2 − E (h0, H0)

)
= A cos (2h0)+BH2

0 cos (2h0)+2CH0+DH2
0

(4.51)

é uma função das condições iniciais. ∆
(
h(t)

)
nunca é negativo. Se o discriminante

da Equação (4.49) fosse negativo, não haveria solução real para a Equação (4.49).
Entretanto, isto é um absurdo, pois todo ponto da trajetória

(
h(t), H(t)

)
é solução

da Equação (4.49). Logo, a Equação (4.49) admite somente raízes reais dadas por

H1(t) = ξ1
(
h(t)

)
=
−C +

√
C2 + [β − A cos (2h)] [D +B cos (2h)]

[D +B cos (2h)] (4.52)

ou

H2(t) = ξ2
(
h(t)

)
=
−C −

√
C2 + [β − A cos (2h)] [D +B cos (2h)]

[D +B cos (2h)] . (4.53)

[D +B cos (2h)] é sempre negativo para todo instante de tempo,

[D +B cos (2h)] ∈
[
−B

(
σ

2 + 1
)
,−B

(
σ

2 − 1
)]
, (4.54)

logo os denominadores das Equações (4.52) e (4.53) nunca se anulam (−B < 0, não
esquecer que δ é negativo, e σ2 > 1 para todos os corpos considerados, vide Tabela
4.1).

Dado que
√

∆
(
h(t)

)
> 0, para todo t, e −C é positivo, pois C é uma constante

negativa (Equação (4.33)), então

− C +
√
C2 + [β − A cos (2h)] [D +B cos (2h)] > 0. (4.55)
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Como [D +B cos (2h)] é sempre negativo, H1(t) é, portanto, menor que zero, para
todo instante de tempo. Em vista disso, H1 desacoplaria as Equações (4.34)-(4.39)
apenas se a condição inicial (h0, H0) ∈ [0, 2π]× (−G, 0) (fosse retrógrada). No caso
da Equação (4.53), têm-se os seguintes cenários:

• se
√

∆
(
h(t)

)
< −C, então −C −

√
∆
(
h(t)

)
> 0, implicando em H2(t) < 0 (pois

[D +B cos (2h)] sempre negativo);

• se
√

∆
(
h(t)

)
> −C, então −C −

√
∆
(
h(t)

)
< 0, implicando em H2(t) > 0 (pois

[D +B cos (2h)] sempre negativo).

Logo, H2(t) = ξ2
(
h(t)

)
(Equação (4.53)) desacoplaria as Equações (4.40)-(4.42) e,

consequentemente, as Equações (4.34)-(4.39) se a condição inicial (h0, H0) ∈ [0, 2π]×
(−G, 0) (fosse retrógrada) ou (h0, H0) ∈ [0, 2π] × (0, G) (fosse direta). Portanto,
H
(
h(t), H(t)

)
= E(h0, H0) define H(t) implicitamente como função de h(t) através

de ξ2 (Equação (4.53)). Finalmente, a função que desacopla o sistema é

H(t) = ξ
(
h(t)

)
=
−C −

√
C2 + [β − A cos (2h)] [D +B cos (2h)]

[D +B cos (2h)] . (4.56)

4.5 Inclinações e órbitas quase-críticas

4.5.1 O caso clássico: a inclinação crítica

Definição 6 [Inclinação Crítica]. Uma inclinação i0 é crítica (Ic) se, e somente se,
g (t) = g0, ∀t ∈ R.

No sentido clássico da literatura, a inclinação crítica é um fenômeno intrínseco ao
achatamento do corpo central (COFFEY et al., 1986). Logo, a Definição 6 possui sig-
nificado quando somente os termos seculares devido à perturbação do achatamento
são considerados no potencial gravitacional. Algumas generalizações presentes na
literatura mostram a existência de outras perturbações zonais tais que a aplicação
do potencial nas equações de movimento também resultam em elementos seculares
e variação dos elementos angulares constantes, como é o caso do trabalho de Liu et
al. (2011) para J4. Em particular, tomando-se exclusivamente os termos seculares
da Equação (4.32), referentes ao achatamento do corpo central, tem-se
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H (L,G,H) = H0 (L) + εH1 (L,G,H) = − µ2

2L2 −
D

6
(
G2 − 3H2

)
. (4.57)

Substituindo a Equação (4.57) na Equação (3.18), as equações de movimento são
dadas por l̇ = F1 (L,G,H), ġ = F2 (L,G,H), ḣ = F3 (L,G,H), L̇ = 0, Ġ = 0 e
Ḣ = 0. Igualando-se a variação do argumento do pericentro a zero,

dg

dt
= ∂H
∂G

= F2 (L,G,H) = 0, (4.58)

obtém-se cos2 (i) = 1/5 ⇔ Ic = 63.43◦ e Ic = 116.57◦: as duas únicas inclinações
críticas existentes para os casos direto e retrógrado, respectivamente. Considerando
o efeito combinado do achatamento (J2) e da elipticidade equatorial (C22), verifica-
se a impossibilidade de igualar a Equação (4.35) a zero a fim de se obter inclinações
críticas, pois a derivada de g depende de h e H, os quais também não são constantes.
Segundo Tzirti et al. (2009), a aplicação da Definição 6 nesta situação não faz sentido
algum, pois não existe trajetória em que a derivada de g seja nula, para todo instante
de tempo. Diante disso, é necessário tratar o problema de maneira diferente.

4.5.2 Definição das órbitas quase-críticas

A ideia agora é generalizar o conceito de inclinação crítica, encontrando uma in-
clinação, dada como condição inicial, com a propriedade de manter o argumento
do pericentro, em média, constante. As Equações (4.59) e (4.60) descrevem, nesta
ordem, a condição necessária e suficiente para existência de inclinações críticas e a
variação secular e de longo período do argumento do pericentro (Equação (4.35)):

[curva desejada] dg

dt [d]
= 0, (4.59)

[curva real] dg

dt [r]
= F2 (h,H) = D

2

[
1− 5H

2

G2

]
G+ B

2

[
3− 5H

2

G2

]
G cos (2h).

(4.60)

Em outras palavras, as Equações (4.59) e (4.60) caracterizam, respectivamente, o
comportamento que a variação de g deveria ter a fim de se garantir a existência
de inclinações críticas e como ela, de fato, se comporta diante das perturbações
consideradas pelo modelo dinâmico. Os subscritos [d] e [r] são usados para distinguir
as variações desejada e real de g.
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Definição 7 [Média]. Seja f : [t0,+∞) −→ R uma função contínua. A média da
função f em relação à t é dada por

< f > = lim
T�∞

1
T

∫ t0+T

t0
f (t) dt, (4.61)

em que t0 é um instante arbitrário e T é o intervalo no qual o operador é aplicado.

Deseja-se que a média temporal da diferença entre as curvas que descrevem as va-
riações real e desejada de g seja zero por um certo período finito de tempo T > 0.
Assim, pela Definição 7, tem-se

1
T

∫ t0+T

t0

[
dg

dt [r]
− dg

dt [d]

]
dt = 0 ⇔

∫ t0+T

t0

[
dg

dt [r]

]
dt = < F2 > = 0. (4.62)

A Equação (4.62) possui três inconvenientes. Primeiro, o integrando F2 da Equação
(4.62) é função de h(t) e H(t), logo, depende das Equações (4.36) e (4.39). Se-
gundo, as trajetórias

(
h(t), H(t)

)
satisfazendo a Equação (4.62) são desconhecidas

e, para obtê-las, é necessário dispor das condições iniciais por onde elas passam.
Entretanto, esta é justamente a informação a qual está se tentando buscar pela
Equação (4.62). Terceiro, T não é conhecido, a priori. O primeiro problema a ser
resolvido é o acoplamento da Equação (4.62). Como discutido na Seção 4.4, ao
se substituir a função de desacoplamento dada pela Equação (4.56) nas Equações
(4.34)-(4.39), o sistema hamiltoniano médio está automaticamente desacoplado e,
consequentemente, o campo hamiltoniano está agora expresso apenas em função de
h(t): Fi

(
h(t), ξ(h(t))

)
, i = 1, . . . , 6. A Equação (4.62) fica então

< F2 > =
∫ t0+T

t0
F2
(
h(t), ξ(h(t))

)
dt = 0. (4.63)

Apesar do progresso viabilizado pelo desacoplamento das equações de movimento,
tem-se ainda os outros problemas apontados a serem resolvidos. Com o auxílio das
propriedades descritas na Seção 4.3, é possível solucioná-los. Como visto, as tra-
jetórias

(
h(t), H(t)

)
do sistema independente (Equações (4.40)-(4.42)) constituem

apenas movimentos de circulação, ver Figuras 4.4 e 4.5. Logo, h(t) é sempre uma
função monótona no tempo, sendo sua periodicidade própria de sua natureza angu-
lar, variando a cada volta completada de 2π, ou de −2π, dependendo do sinal de sua
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derivada - quando dh/dt > 0 e dh/dt < 0 para todo t ∈ R, têm-se, respectivamente,
h (t0) = h0 = h (t0 + T ) = h0 + 2π e h (t0) = h0 = h (t0 + T ) = h0 − 2π para todo
t0 ∈ R - repetindo-se novamente o estado do sistema. Isto significa que o plano da
órbita gira no sentido horário ou anti-horário indefinidamente, independente das con-
dições iniciais dadas. Dessa forma, o período associado a este movimento é o tempo
T para uma revolução completa do plano, isto é, T é o período de precessão do plano
orbital. Embora tenha-se estabelecido o significado de T nas Equações (4.62)-(4.63),
seu valor ainda é desconhecido. Em particular, para cada (h0, H0) ∈ [0, 2π]× (0, G)
ou (h0, H0) ∈ [0, 2π]× (−G, 0) dado como condição inicial para as Equações (4.40)-
(4.41), T assume um valor diferente. Ao passo que, em termos da variável h, ele é
sempre o mesmo: h (T ) = 2π ou h (T ) = −2π. Diante disso, uma mudança de va-
riável de t para h seria particularmente interessante, pois solucionaria os problemas
remanescentes através da eliminação da exigência do conhecimento do valor de T e
dos valores de h em cada instante de tempo. Portanto, a Equação (4.63) se torna

∫ t0+T

t0
F2
(
h(t), ξ(h(t))

)
dt = 0 ⇒

∫ h(t0+T )

h(t0)

F2
(
h, ξ(h)

)
F3
(
h, ξ(h)

)
 dh = 0. (4.64)

Assim, a inclinação dada como condição inicial na função β (h0, L0, G0, H0) (Equação
(4.51)), a qual está em ξ(h), satisfazendo a igualdade da Equação (4.64) será definida
como inclinação quase-crítica como segue.

Definição 8 [Inclinação Quase-Crítica]. Dados L0 = √µa0, G0 = L0

√
1− e2

0 e o
par (h0, H0) de condições iniciais, se

∫ h(t0+T )

h(t0)

F2
(
h, ξ(h)

)
F3
(
h, ξ(h)

)
 dh = 0, (4.65)

então Iqc , i0 = arccos
(
H0

G0

)
é dita uma inclinação quase-crítica.

Em outras palavras, se 4-upla de condições iniciais da forma (a0, e0, h0, Iqc (h0)) fizer
com que a variação temporal do argumento do pericentro seja zero, em média, então
i0 é uma inclinação quase-crítica Iqc.

Definição 9 [Órbita Quase-Crítica]. A órbita cuja inclinação é Iqc é chamada de
órbita quase-crítica.
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4.5.3 Uma abordagem de otimização

A Subseção 4.5.1 apresenta a definição clássica de inclinação crítica e explica o
contexto dinâmico no qual ela possui significado. A Subseção 4.5.2 expõe detalhada-
mente como o conceito de inclinação crítica é generalizado para o de quase-crítica,
dentro do contexto dinâmico aqui estudado. Nesta subseção, por sua vez, a partir
da extensão da definição de inclinação crítica, mostra-se, do ponto de vista prático,
como as inclinações que satisfazem a Definição 8 são encontradas. Na prática, obter
inclinações quase-críticas Iqc é encontrar inclinações que, juntamente com as ou-
tras condições iniciais, minimizam o valor absoluto da área entre duas curvas: uma
descrevendo a real variação do argumento do pericentro de acordo com o modelo
dinâmico considerado (Equação (4.60)), e outra representando o comportamento de-
sejado para a variação de g (Equação (4.59)). Esta tarefa é então modelada como um
problema de otimização não-linear, e resolvida através da aplicação de um Método
de Ponto Interior (FRIEDLANDER, 1994; BYRD et al., 1999; BYRD et al., 2000; WALTZ

et al., 2006; LUENBERGER; YE, 2008). Os problemas de otimização a serem resolvidos
para os casos direto e retrógrado, respectivamente, são apresentados a seguir.

Problema de Otimização 1 [Inclinações Quase-Críticas Prógradas]. Dados L0,
G0 e h0 ∈ [0, 2π], e dado um chute inicial i0 ∈

(
0, π2

)
, a função objetivo para o caso

direto é dada por

min

∣∣∣∣∣∣
∫ h0+2π

h0

F2
(
h, ξ(h)

)
F3
(
h, ξ(h)

)
 dh

∣∣∣∣∣∣
 = 0,

sujeito a: 0 < i <
π

2 .

(4.66)

Problema de Otimização 2 [Inclinações Quase-Críticas Retrógradas]. Dados L0,
G0 e h0 ∈ [0, 2π], e dado um chute inicial i0 ∈

(
π

2 , π
)
, a função objetivo para o caso

retrógrado é dada por

min

∣∣∣∣∣∣
∫ h0+2π

h0

F2
(
h, ξ(h)

)
F3
(
h, ξ(h)

)
 dh

∣∣∣∣∣∣
 = 0,

sujeito a: π

2 < i < π.

(4.67)
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Os critérios usados para analisar a validade física das condições iniciais aplicadas
aos Problemas de Otimização 1 e 2 em concordância com as hipóteses adotadas são
expressos pelas Equações (4.68) e (4.69) em termos de rp (raio do pericentro), ra
(raio do apocentro) e de rH (raio de Hill, vide Tabela 4.6) como seguem

rp > ae ⇔ a0 (1− e0) > ae ⇔ a0 >
ae

1− e0
, 0 < e < 1, (4.68)

ra < rH ⇔ a0 (1 + e0) < rH ⇔ a0 <
rH

1 + e0
, 0 < e < 1. (4.69)

Para todo a0 e e0 satisfazendo as restrições dadas pelas Equações (4.68) e (4.69),
garante-se que o veículo espacial não se choca com a superfície do corpo central e
nem sai da esfera de influência gravitacional do satélite planetário considerado.

Tabela 4.6 - Raio de Hill rH de cada satélite natural considerado.

Corpo rH [km]
Lua 58146.5
Io 10516.2
Europa 13534.8
Ganimedes 31688.2
Calisto 49792.8
Titã 50877.4

Fonte: Produção do autor.

As Figuras 4.6(a)-4.6(f) mostram por meio da área hachurada azul todos os possíveis
pares de semieixos maiores e excentricidades satisfazendo as Equações (4.68) e (4.69)
permitidos como condições iniciais para a solução dos Problemas de Otimização 1 e
2 de cada sistema considerado.
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Figura 4.6 - Pares de excentricidades e semieixos maiores satisfazendo as condições rp > ae
e ra < rH e permitidos como condições iniciais para a solução dos problemas
de otimização das inclinações quase-críticas ao redor de cada satélite natural
considerado.
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4.6 Inclinações e órbitas quase-heliossíncronas

4.6.1 O caso clássico: a inclinação heliossíncrona

Definição 10 [Inclinação Heliossíncrona]. Seja N$ o movimento médio do corpo
central em sua órbita ao redor do Sol. Dados a(0) = a0, e(0) = e0 e i (0) = i0,
a inclinação i0 é dita heliossíncrona (Is) se, e somente se, dΩ

dt
(t) = ∆Ωs = N$,

∀t ∈ R.

Definição 11 [Órbita Heliossíncrona]. A órbita cuja inclinação é Is é chamada de
heliossíncrona.

A única forma de se ter ḣ(t) = Ω̇(t) = ∆Ωs em todo instante de tempo é se a(t) = a0,
e(t) = e0, i(t) = i0, ∀t ∈ R, e a variação nodal depender apenas dos elementos métri-
cos (a0, e0, i0). Isto ocorre somente se o potencial gravitacional contiver unicamente
os termos seculares devido à perturbação zonal. Portanto, analogamente à Definição
6, a Definição 10 é inerente exclusivamente à perturbação zonal, exigindo cautela
em sua aplicação como meio de busca por inclinações heliossíncronas.

Figura 4.7 - Esquema de uma órbita heliossíncrona ao redor da Terra.
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of the Defense Meteorological Satellite Program (DMSP) are used for global weather
coverage, while Landsat and the French SPOT series are intended for high-resolution
earth observation.

Example
4.7

A satellite is to be launched into a sun-synchronous circular orbit with period of 100
minutes. Determine the required altitude and inclination of its orbit.

We find the altitude z from the period relation for a circular orbit, Equation 2.54:

T = 2π√
µ

(RE + z)
3
2 ⇒ 100 · 60 = 2π√

398 600
(6378 + z)

3
2 ⇒ z = 758.63 km

For a sun-synchronous orbit, the ascending node must advance at the rate

�̇ = 2πrad

365.26 · 24 · 3600 s
= 1.991 × 10−7 rad/s

Substituting this and the altitude into Equation 4.47, we obtain,

1.991 × 10−7 = −
[

3

2

√
398 600 · 0.00108263 · 63782

(1 − 02)2 (6378 + 758.63)
7
2

]
cos i ⇒ cos i = −0.14658

Thus, the inclination of the orbit is

i = cos−1(−0.14658) = 98.43◦

This illustrates the fact that sun-synchronous orbits are very nearly polar orbits
(i = 90◦).

Fonte: Curtis (2005, p. 181)

Em particular, tomando-se exclusivamente os termos seculares da Equação (4.32)
referentes ao achatamento do corpo central, têm-se as mesmas função hamiltoniana
(Equação (4.57)) e equações de movimento do caso crítico clássico apresentadas na
Subseção 4.5.1. Ressalta-se que h é definido por Ω − n$t apenas quando a pertur-
bação devido à elipticidade equatorial do corpo central é introduzida na dinâmica
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do problema (Seção 4.2). No caso da heliossincronicidade clássica, h = Ω (Equação
(3.17)). Pela Definição 10, tem-se

dh

dt
= ∂H
∂H

= F3 (L,G,H) = ∆Ωs ⇔ cos (Is) = −2a2(1− e2)2

3nε ∆Ωs. (4.70)

Através da Equação (4.70), observa-se somente a existência de inclinações heliossín-
cronas retrógradas, i.e., Is ∈

(
π

2 , π
)
, pois cos (Is) ∈ (−1, 0) em virtude de

2a2(1− e2)2

3nε ∆Ωs (4.71)

ser sempre positivo e diferente de zero para todos os sistemas estudados. Conside-
rando o efeito combinado do achatamento (J2) e da elipticidade equatorial (C22),
verifica-se a impossibilidade de igualar a Equação (4.36) a ∆Ωs a fim de se ob-
ter inclinações heliossíncronas. Primeiro, porque agora ḣ(t) 6= Ω̇(t) = ∆Ωs, pois
h não é mais igual a Ω (h = Ω − n$t, Seção 4.2) e, portanto, a condição de Sol-
sincronicidade deve ser adaptada em relação ao referencial sinódico (Subseção 4.6.2).
Segundo, a derivada de h agora depende da variação de H (a inclinação não é mais
constante e, sim, depende da variação de longo período). Terceiro, não existe tra-
jetória

(
h(t), H(t)

)
do sistema tal que dΩ/dt = cte. Se existir, esta igualdade será

satisfeita apenas em instantes particulares ou mesmo no inicial mas não em todo
instante de tempo. Diante disso, é necessário tratar o problema de maneira diferente
novamente.

4.6.2 Condição de Sol-sincronicidade no sistema girante

Uma órbita heliossíncrona é aquela cujo plano orbital precessiona a uma taxa cons-
tante de ∆Ωs = N$. Como agora h é definido a partir do referencial sinódico,
h = Ω− n$t, a sua derivada em relação ao tempo é

dh

dt
= dΩ

dt
− n$. (4.72)

Por outro lado, pela Definição 10, para se ter uma órbita heliossíncrona é necessário
e suficiente que dΩ

dt
= ∆Ωs. Logo,

dh

dt
= dΩ

dt
− n$ = ∆Ωs − n$. (4.73)
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Assim, também, é necessário e suficiente que h varie a uma taxa constante de ∆Ωs−
n$. Denotando ∆Ωs − n$ por ∆hs, tem-se, finalmente, que

dh

dt
= ∆hs, ∀t ∈ R, (4.74)

é a condição de Sol-sincronicidade descrita no referencial girante. A Tabela 4.7
apresenta os valores de ∆Ωs = N$ e ∆hs, para cada sistema aqui considerado.
∆Ωs é obtido como mostrado em Carvalho et al. (2009) para um satélite artificial ao
redor da Lua. O procedimento para calcular ∆Ωs para os outros satélites planetários
é análogo ao caso lunar.

Tabela 4.7 - Valores de ∆Ωs = N$ e ∆hs para cada sistema considerado.

Corpo ∆Ωs [×10−6 rad/s] ∆hs [×10−6 rad/s]
Lua 0.199098857147947 −2.46259687065927
Io 0.0167848951669384 −41.0891391008302
Europa 0.0167848951669384 −20.461487591206
Ganimedes 0.0167848951669384 −10.1476589445014
Calisto 0.0167848951669384 −4.34069476744173
Titã 0.00675904500200111 −4.55392656915835

Fonte: Produção do autor.

4.6.3 Definição das órbitas quase-heliossíncronas

Analogamente ao caso quase-crítico, a ideia agora é generalizar o conceito de inclina-
ção heliossíncrona e, consequentemente, de órbita heliossíncrona, encontrando uma
inclinação, dada como condição inicial, com a propriedade de manter o plano orbital
precessionando, em média, a taxa de Sol-sincronicidade ∆hs. As Equações (4.75) e
(4.76) descrevem, nesta ordem, a condição necessária e suficiente para a existência
de uma órbita heliossíncrona (condição de Sol-sincronicidade em relação ao sistema
girante) e a variação secular e de longo período de h (Equação (4.36)):

[curva desejada] dh

dt [d]
= ∆hs, (4.75)

[curva real] dh

dt [r]
= F3 (h,H) = C + [D +B cos (2h)]H. (4.76)
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Em outras palavras, as Equações (4.75) e (4.76) caracterizam, respectivamente, o
comportamento que a variação de h deveria ter a fim de se garantir a existência de
inclinações heliossíncronas e como ela, de fato, se comporta diante das perturbações
consideradas pelo modelo dinâmico. Os subscritos [d] e [r] são usados para distinguir
as variações desejada e real de h. Deseja-se que a média temporal da diferença entre
as curvas que descrevem as variações real e desejada de h seja zero durante o período
de precessão T > 0 do plano orbital (vide Subseção (4.5.2)). Assim, pela Definição
7, tem-se

1
T

∫ t0+T

t0

[
dh

dt [r]
− dh

dt [d]

]
dt = 0 ⇔

∫ t0+T

t0

[
dh

dt [r]
−∆hs

]
dt = < F3 −∆hs > = 0.

(4.77)

Os inconvenientes da Equação (4.77) são os mesmos da Equação (4.62). Logo, são
tratados exatamente da mesma forma descrita na Subseção (4.5.2) para o caso quase-
crítico: através do desacoplamento das equações de movimento (Seção 4.4), das
propriedades do sistema hamiltoniano médio (Seção 4.3) e de uma mudança de
variável conveniente que tira vantagem destas mesmas propriedades. Desacoplando
a Equação (4.77) por meio da substituição da Equação (4.56), obtém-se

∫ t0+T

t0

[
F3
(
h(t), H(t)

)
−∆hs

]
dt =

∫ t0+T

t0

[
F3
(
h(t), ξ(h(t))

)
−∆hs

]
dt = 0.

(4.78)

A multiplicação da Equação (4.78) pela unidade ḣ(t)/ḣ(t) resulta em

∫ t0+T

t0

[
F3
(
h(t), ξ(h(t))

)
−∆hs

] ḣ(t)
ḣ(t)

dt = 0

⇔

∫ t0+T

t0

[
F3
(
h(t), ξ(h(t))

)
−∆hs

]
F3
(
h(t), ξ(h(t))

) ḣ(t) dt = 0

⇔

∫ t0+T

t0

1− ∆hs
F3
(
h(t), ξ(h(t))

)
 ḣ(t) dt = 0.

(4.79)
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Mudando de variável, segue que

∫ t0+T

t0

1− ∆hs
F3
(
h(t), ξ(h(t))

)


︸ ︷︷ ︸
γ(h(t))

ḣ(t) dt =
∫ t0+T

t0
γ (h(t)) ḣ(t) dt

(4.80)

⇒
∫ h(t0+T )

h(t0)
γ(h) dh =

∫ h(t0+T )

h(t0)

1− ∆hs
F3
(
h, ξ(h)

)
 dh = 0,

tal que

F3
(
h, ξ(h)

)
= −

√
C2 + [β − A cos (2h)] [D +B cos (2h)]. (4.81)

Assim, definem-se as inclinações e as órbitas quase-heliossíncronas como seguem,
respectivamente.

Definição 12 [Inclinação Quase-Heliossíncrona]. Dados L0 = √
µa0, G0 =

L0

√
1− e2

0 e o par (h0, H0) de condições iniciais, se

∫ h(t0+T )

h(t0)

1− ∆hs
F3
(
h, ξ(h)

)
 dh = 0, (4.82)

então Iqs , i0 = arccos
(
H0

G0

)
é uma inclinação quase-heliossíncrona.

Em outras palavras, se 4-upla de condições iniciais da forma (a0, e0, h0, Iqs (h0)) faz
com que o plano orbital do satélite artificial precesse, em média, a uma taxa que
satisfaça a condição de Sol-sincronicidade ∆hs, então i0 é chamada de inclinação
quase-heliossíncrona Iqs.

Definição 13 [Órbita Quase-Heliossíncrona]. A órbita cuja inclinação é Iqs é cha-
mada de órbita quase-heliossíncrona.

4.6.4 Uma abordagem de otimização

A Subseção 4.6.1 apresenta a definição clássica da inclinação heliossíncrona e explica
o contexto dinâmico no qual ela possui significado. A Subseção 4.6.3 expõe deta-
lhadamente como o conceito de inclinação heliossíncrona é generalizado para o de
quase-heliossíncrona, dentro do contexto dinâmico aqui estudado. Nesta subseção,
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por sua vez, a partir da extensão da definição de inclinação heliossíncrona, mostra-
se, do ponto de vista prático, como as inclinações que satisfazem a Definição 12
são encontradas. Na prática, obter inclinações quase-heliossíncronas Iqs é encontrar
inclinações que, juntamente com as outras condições iniciais, minimizam o valor ab-
soluto da área entre duas curvas: uma descrevendo a real precessão do plano orbital
de acordo com o modelo dinâmico considerado (Equação (4.76)), e outra represen-
tando o comportamento da variação de h que viabilizaria a ocorrência de uma órbita
heliossíncrona (Equação (4.75)). Esta tarefa é então resolvida da maneira análoga à
proposta na Subseção 4.5.3 para o caso quase-crítico. O problema de otimização a
ser resolvido para se obter uma inclinação quase-heliossíncrona Iqs é apresentado a
seguir.

Problema de Otimização 3. Dados L0, G0 e h0 ∈ [0, 2π], e dado um chute inicial
i0 ∈

(
π

2 , π
)
, a função objetivo para o caso retrógrado é dada por

min

∣∣∣∣∣∣
∫ h0+2π

h0

1− ∆hs
F3
(
h, ξ(h)

)
 dh

∣∣∣∣∣∣
 = 0,

sujeito a: π2 < i < π.

(4.83)

Os critérios usados para analisar a validade física das condições iniciais aplicadas
ao Problema de Otimização 3, em concordância com as hipóteses adotadas, são os
mesmos dados pelas Equações (4.68) e (4.69), empregados na Subseção 4.5.3 para
o caso quase-crítico. Em particular, para o caso quase-heliossíncrono, existe ainda
uma outra restrição a qual deve ser satisfeita. No caso clássico (Subseção 4.6.1), para
a Equação (4.70) ser satisfeita, a0 e e0 devem ser tais que 0 6 cos (Is) 6 −1. Para
o caso elíptico (e para os tipos de órbitas consideradas neste trabalho), 0 < e� 1.
Logo, em virtude da Equação (4.71) não se anular, cos (Is) nunca é zero (Subseção
4.6.1). Portanto, como não é possível cos (Is) = 0, não há necessidade de se colocar
uma restrição para este caso. Entretanto, como não é desejado se ter cos (Is) = −1
porque este estudo não considera órbitas equatoriais (as variáveis de Delaunay nem
estariam definidas para este caso), garante-se que a0 e e0 são escolhidos tais que

cos (Is) > −1. (4.84)

As Figuras 4.8(a)-4.8(f) mostram por meio da área hachurada azul todos os possíveis
pares de semieixos maiores e excentricidades satisfazendo as Equações (4.68), (4.69)
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e (4.84), permitidos como condições iniciais para a solução do Problema de Otimi-
zação 3 de cada sistema considerado. Diferentemente das Figuras 4.6(a)-4.6(f), a
região permitida para o caso quase-heliossíncrono é menor, pois quem a limita supe-
riormente é a condição dada pela Equação (4.84) para todos os sistemas estudados,
com exceção de Io, único corpo que possui limitação imposta pelas três condições
(Equações (4.68), (4.69) e (4.84)), ver Figura 4.6(b).
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Figura 4.8 - Pares de excentricidades e semieixos maiores satisfazendo as condições rp >
ae, ra < rH e cos (Is) > −1 e permitidos como condições iniciais para a
solução dos problemas de otimização das inclinações quase-heliossíncronas ao
redor de cada satélite natural considerado.
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5 RESULTADOS

Neste capítulo, são apresentados os resultados obtidos através da aplicação da me-
todologia descrita no Capítulo 4 para o problema proposto. As inclinações e órbitas
quase-críticas e quase-heliossíncronas encontradas por meio da abordagem de oti-
mização, para cada sistema estudado, são exibidas, respectivamente, nas Subseções
5.1.1-5.1.6 e 5.2.1-5.2.6, para posterior discussão e análise nas Subseções 5.1.7 e 5.2.7,
nesta ordem.

5.1 Órbitas quase-críticas

5.1.1 Sistema 1: satélite artificial orbitando a Lua

As Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e) mostram as soluções dos Problemas de Oti-
mização 1 e 2 para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas
pelas Equações (4.68) e (4.69), na Subseção 4.5.3, vide Figura 4.6(a), para o caso
lunar. A título de comparação, a inclinação crítica clássica Ic, que é constante e
independente de a0, e0 e h0, também é mostrada nas Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-
5.2(e), para os casos direto (63.43◦) e retrógrado (116.57◦), respectivamente. Para
cada ponto das curvas mostradas nas Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e), tem-se a
seguinte interpretação: fixado o par (a0, e0), para cada h0 ∈ [0, 2π], existe uma única
inclinação quase-crítica i0 = Iqc (h0), solução ótima de cada problema de otimização
(direto e retrógrado). Assim, uma 4-upla da forma (a0, e0, h0, Iqc (h0)) faz o mínimo
das Equações (4.66) e (4.67) ser, respectivamente, zero.
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Figura 5.1 - Sistema 1. Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retrógradas (Iqc)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo ao
redor da Lua.
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(b) a0 = 1991.50 km, e0 = 0.02.
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(c) a0 = 4235.50 km, e0 = 0.50.
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(d) a0 = 4098.50 km, e0 = 0.54.
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Figura 5.2 - Sistema 1 (continuação). Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retró-
gradas (Iqc) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um
veículo ao redor da Lua.
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Obviamente que, para cada curva, não são resolvidos infinitos problemas de otimi-
zação (um para cada h0 ∈ [0, 2π]) e, sim, uma quantidade finita, correspondente ao
número de elementos da discretização do intervalo [0, 2π]. Portanto, cada curva é pro-
duto da interpolação numérica do conjunto de pontos

{
h0i, Iqci (h0i)

}
, i = 1, . . . , n,

n ∈ N, obtido por meio da solução de n problemas de minimização, para cada para
(a0, e0) fixado.

Visando apresentar todos os resultados ótimos encontrados em apenas uma única
figura, resumidos de forma compacta, para os casos direto e retrógrado, além de
estimar um valor de inclinação quase-crítica, para cada par (a0, e0) satisfazendo as
condições dadas pelas Equações (4.68) e (4.69), e analisar o efeito da escolha do
semieixo maior e da excentricidade nestas inclinações, define-se

< Iqc > = 1
2π

∫ 2π

0
Iqc (h0) dh0. (5.1)

Ou seja, a inclinação quase-crítica média < Iqc > é o valor médio da curva de incli-
nações quase-críticas (Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e)). Deste modo, as Figuras
5.3(a) e 5.3(c) exibem as inclinações quase-críticas médias < Iqc >, diretas e retró-
gradas, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo com a Figura
4.6(a). As Figuras 5.3(b) e 5.3(d) mostram o efeito do semieixo e da excentricidade
na amplitude ∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas, em que ∆Iqc é dada por

∆Iqc , max
h0 ∈ [0,2π]

{Iqc(h0)} − min
h0 ∈ [0,2π]

{Iqc(h0)}. (5.2)

Para verificar se as inclinações ótimas encontradas através das soluções dos Proble-
mas de Otimização 1 e 2, de fato, cumprem o papel para o qual foram construídas,
i.e., de manterem o argumento do pericentro g, em média, constante, as equações
médias de movimento foram integradas numericamente. Assim, as Figuras 5.4-5.23
apresentam as órbitas quase-críticas, soluções dos problemas de valor inicial for-
mados pelas Equações (4.34)-(4.39), juntamente com as condições iniciais ótimas
encontradas. As condições iniciais usadas para integrar as equações são os pares
(a0, e0) das Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua
inclinação quase-crítica Iqc (h0) correspondente, escolhidos a partir da mesma figura
(curva) em que o semieixo e a excentricidade são tomados, para os casos direto e
retrógrado, respectivamente. l0 e g0 são escolhidos arbitrariamente em seu intervalo
[0, 2π] de definição, pois não aparecem na hamitoniana média (l foi eliminado pelo
método perturbativo e g é uma coordenada ignorável). Em particular, l0 = 0◦, para
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todas as simulações mostradas. Vale ressaltar que os efeitos dos termos de curto
período não alteram a natureza dinâmica das soluções, pois são menores do que os
de longo período, como já apontando por Tzirti et al. (2009) e mencionado na Seção
4.2.

Os comentários sobre a interpretação das figuras e as definições inerentes às inclina-
ções quase-críticas feitos nesta subseção são válidos, não apenas, para o caso lunar
(sistema 1), como também para todos os outros sistemas. Logo, nas Subseções 5.1.2-
5.1.6, estes são suprimidos, passando-se diretamente à apresentação dos resultados,
deduzindo a capacidade do leitor de compreendê-los sozinho.
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Figura 5.3 - Sistema 1. (a) e (c) Inclinações quase-críticas médias < Iqc >, prógradas e
retrógradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) e (d) Amplitude
∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas, prógradas e retrógradas, para
cada par (a0, e0) de condições iniciais.
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ġ
=

0
<

F
2
>

t
[d
ia
]

0
10

0
20

0

h[rad]
0π 2π3
π 22
π

Fo
nt
e:

Pr
od

uç
ão

do
au

to
r.

65



Fi
gu

ra
5.
15

-S
ist

em
a
1.

Ó
rb
ita

sq
ua

se
-c
rít

ic
as
,d

ire
ta
se

re
tr
óg

ra
da

s,
ob

tid
as

pe
la

in
te
gr
aç
ão

nu
m
ér
ic
a
do

sp
ro
bl
em

as
de

va
lo
ri
ni
ci
al

fo
rm

ad
os

pe
la
s
eq
ua

çõ
es

m
éd

ia
s
de

m
ov
im

en
to

ju
nt
am

en
te

as
co
nd

iç
õe
s
in
ic
ia
is

ót
im

as
en

co
nt
ra
da

s:
(l 0
,g

0,
h

0,
a

0,
e 0
,i

0
=
I q
c
(h

0)
).
ġ
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5.1.2 Sistema 2: satélite artificial orbitando Io

As Figuras 5.24(a)-5.24(d) e 5.25(a)-5.25(f) mostram as soluções dos Problemas de
Otimização 1 e 2 para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas
pelas Equações (4.68) e (4.69), na Subseção 4.5.3, vide Figura 4.6(b), para o caso
de um veículo espacial ao redor de Io. A título de comparação, a inclinação crítica
clássica Ic, que é constante e independente de a0, e0 e h0, também é mostrada nas
Figuras 5.24(a)-5.24(d) e 5.25(a)-5.25(f), para os casos direto (63.43◦) e retrógrado
(116.57◦), respectivamente.

Figura 5.24 - Sistema 2. Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retrógradas (Iqc)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo ao
redor de Io.
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(a) a0 = 3432.60 km, e0 = 0.04.
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(b) a0 = 5077.60 km, e0 = 0.03.
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(c) a0 = 4565.60 km, e0 = 0.15.
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(d) a0 = 6315.60 km, e0 = 0.54.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.25 - Sistema 2 (continuação). Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retró-
gradas (Iqc) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Io.
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Fonte: Produção do autor.
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As Figuras 5.26(a) e 5.26(c) exibem as inclinações quase-críticas médias < Iqc >,
diretas e retrógradas, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo
com a Figura 4.6(b). As Figuras 5.26(b) e 5.26(d) mostram o efeito do semieixo e
da excentricidade na amplitude ∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas.

As Figuras 5.27-5.46 mostram as soluções obtidas pela integração numérica das
Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas encontradas. As
condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.24(a)-5.24(d) e 5.25(a)-
5.25(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-crítica Iqc (h0) correspon-
dente, para os casos direto e retrógrado, respectivamente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido
arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as simulações.
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Figura 5.26 - Sistema 2. (a) e (c) Inclinações quase-críticas médias < Iqc >, prógradas e
retrógradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) e (d) Amplitude
∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas, prógradas e retrógradas, para
cada par (a0, e0) de condições iniciais.
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ġ[graus/dia]

-0
.1

-0
.0
50

0
.0
5

0
.1

ġ
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,ġ
=
F

2
à
cu

rv
a
re
al

e
<
F

2
>

à
m
éd

ia
da

va
ria

çã
o
do

ar
gu

m
en
to

do
pe

ric
en
tr
o
g
:l

0
=

0◦
,g

0
=

21
0◦
,

h
0

=
31

5◦
,a

0
=

56
01
.6

0
k
m
,e

0
=

0.
05
,i

0
=
I q
c

=
11

6.
57
◦ .

[l
0
=

0
,
g
0
=

7
π 6
,
h
0
=

7
π 4
,
a
0
=

5
6
0
1
.6
0
k
m
,
e
0
=

0
.0
5
,
i 0

=
I q

c
=

1
1
6
.5
7
◦

]

0
5

10
15

g[graus]

20
9
.9
5

20
9
.9
6

20
9
.9
7

20
9
.9
8

20
9
.9
9

21
0

0
5

10
15

i[graus]

11
6.
54

11
6.
56

11
6.
58

11
6
.6

t
[d
ia
]

0
5

10
15
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ġ

=
0

re
fe
re
-s
e
à
cu

rv
a
de

se
ja
da

,ġ
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ġ[graus/dia]

-0
.10

0
.1

ġ
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5.1.3 Sistema 3: satélite artificial orbitando Europa

As Figuras 5.47(a)-5.47(d) e 5.48(a)-5.48(f) mostram as soluções dos Problemas de
Otimização 1 e 2 para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas
pelas Equações (4.68) e (4.69), na Subseção 4.5.3, vide Figura 4.6(c), para o caso de
um veículo espacial ao redor de Europa. A título de comparação, a inclinação crítica
clássica Ic, que é constante e independente de a0, e0 e h0, também é mostrada nas
Figuras 5.47(a)-5.47(d) e 5.48(a)-5.48(f), para os casos direto (63.43◦) e retrógrado
(116.57◦), respectivamente.

Figura 5.47 - Sistema 3. Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retrógradas (Iqc)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo ao
redor de Europa.
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(a) a0 = 4821.80 km, e0 = 0.55.
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(b) a0 = 3714.80 km, e0 = 0.16.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.48 - Sistema 3 (continuação). Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retró-
gradas (Iqc) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Europa.
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(a) a0 = 3732.80 km, e0 = 0.09.
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(b) a0 = 3490.80 km, e0 = 0.39.
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(c) a0 = 4660.80 km, e0 = 0.34.
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(d) a0 = 5162.80 km, e0 = 0.21.
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As Figuras 5.49(a) e 5.49(c) exibem as inclinações quase-críticas médias < Iqc >,
diretas e retrógradas, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo
com a Figura 4.6(c). As Figuras 5.49(b) e 5.49(d) mostram o efeito do semieixo e
da excentricidade na amplitude ∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas.

As Figuras 5.50-5.69 mostram as soluções obtidas pela integração numérica das
Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas encontradas. As
condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.47(a)-5.47(d) e 5.48(a)-
5.48(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-crítica Iqc (h0) correspon-
dente, para os casos direto e retrógrado, respectivamente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido
arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as simulações.
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Figura 5.49 - Sistema 3. (a) e (c) Inclinações quase-críticas médias < Iqc >, prógradas e
retrógradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) e (d) Amplitude
∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas, prógradas e retrógradas, para
cada par (a0, e0) de condições iniciais.
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ġ

=
0

re
fe
re
-s
e
à
cu

rv
a
de

se
ja
da

,ġ
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ġ
=

0
<

F
2
>

t
[d
ia
]

0
10

2
0

3
0

h[rad]
0π 2π3
π 22
π

Fo
nt
e:

Pr
od

uç
ão

do
au

to
r.

110



Fi
gu

ra
5.
58

-S
ist

em
a
3.

Ó
rb
ita

sq
ua

se
-c
rít

ic
as
,d

ire
ta
se

re
tr
óg

ra
da

s,
ob

tid
as

pe
la

in
te
gr
aç
ão

nu
m
ér
ic
a
do

sp
ro
bl
em

as
de

va
lo
ri
ni
ci
al

fo
rm

ad
os

pe
la
s
eq
ua

çõ
es

m
éd

ia
s
de

m
ov
im

en
to

ju
nt
am

en
te

as
co
nd

iç
õe
s
in
ic
ia
is

ót
im

as
en

co
nt
ra
da

s:
(l 0
,g

0,
h

0,
a

0,
e 0
,i

0
=
I q
c
(h

0)
).
ġ
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,ġ
=
F

2
à
cu

rv
a
re
al

e
<
F

2
>

à
m
éd

ia
da

va
ria

çã
o
do

ar
gu

m
en
to

do
pe

ric
en
tr
o
g
:l

0
=

0◦
,g

0
=

90
◦ ,

h
0

=
22

5◦
,a

0
=

46
60
.8

0
k
m
,e

0
=

0.
34
,i

0
=
I q
c

=
63
.4

4◦
.

[l
0
=

0
,
g
0
=

π 2
,
h
0
=

5
π 4
,
a
0
=

4
6
6
0
.8
0
k
m
,
e
0
=

0
.3
4
,
i 0

=
I q

c
=

6
3
.4
4
◦

]

0
10

20
30

g[graus]

9
0

90
.0
1

90
.0
2

90
.0
3

0
10

2
0

3
0

i[graus]

63
.4
2

63
.4
4

63
.4
6

t
[d
ia
]

0
10

20
30
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5.1.4 Sistema 4: satélite artificial orbitando Ganimedes

As Figuras 5.70(a)-5.70(d) e 5.71(a)-5.71(f) mostram as soluções dos Problemas de
Otimização 1 e 2 para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas
pelas Equações (4.68) e (4.69), na Subseção 4.5.3, vide Figura 4.6(d), para o caso
de um veículo espacial ao redor de Ganimedes. A título de comparação, a inclinação
crítica clássica Ic, que é constante e independente de a0, e0 e h0, também é mos-
trada nas Figuras 5.70(a)-5.70(d) e 5.71(a)-5.71(f), para os casos direto (63.43◦) e
retrógrado (116.57◦), respectivamente.

Figura 5.70 - Sistema 4. Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retrógradas (Iqc)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo ao
redor de Ganimedes.
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(a) a0 = 3950.20 km, e0 = 0.19.
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(b) a0 = 9142.20 km, e0 = 0.14.
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(d) a0 = 9127.20 km, e0 = 0.43.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.71 - Sistema 4 (continuação). Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retró-
gradas (Iqc) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Ganimedes.
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(a) a0 = 7141.20 km, e0 = 0.40.
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(b) a0 = 6352.20 km, e0 = 0.24.
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(c) a0 = 3995.20 km, e0 = 0.17.

0
π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

3π

2

7π

4
2π

i 0
[g
r
a
u
s
]

63.42

63.43

63.44

63.45

63.46
[a0 = 6070.20 km, e0 = 0.18, ∆Iqc = 0.0244◦]

Ic (J2)

Iqc (J2 + C22)

h0 [rad]

0
π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

3π

2

7π

4
2π

i 0
[g
r
a
u
s
]

116.55

116.56

116.57

116.58

116.59
[a0 = 6070.20 km, e0 = 0.18, ∆Iqc = 0.0244◦]

(d) a0 = 6070.20 km, e0 = 0.18.
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(e) a0 = 7104.20 km, e0 = 0.23.
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(f) a0 = 6188.20 km, e0 = 0.51.

Fonte: Produção do autor.
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As Figuras 5.72(a) e 5.72(c) exibem as inclinações quase-críticas médias < Iqc >,
diretas e retrógradas, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo
com a Figura 4.6(d). As Figuras 5.72(b) e 5.72(d) mostram o efeito do semieixo e
da excentricidade na amplitude ∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas.

As Figuras 5.73-5.92 mostram as soluções obtidas pela integração numérica das
Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas encontradas. As
condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.70(a)-5.70(d) e 5.71(a)-
5.71(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-crítica Iqc (h0) correspon-
dente, para os casos direto e retrógrado, respectivamente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido
arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as simulações.
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Figura 5.72 - Sistema 4. (a) e (c) Inclinações quase-críticas médias < Iqc >, prógradas e
retrógradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) e (d) Amplitude
∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas, prógradas e retrógradas, para
cada par (a0, e0) de condições iniciais.

e

0 0.2 0.4 0.6 0.8

a
[k
m
]

×104

0.5

1

1.5

2

2.5

3

I q
c
[g
r
a
u
s
]

63.44

63.45

63.46

63.47

63.48

63.49

63.5

63.51

63.52

63.53

(a) < Iqc > (órbitas diretas).

e

0 0.2 0.4 0.6 0.8

a
[k
m
]

×104

0.5

1

1.5

2

2.5

3

∆
I q

c
[g
r
a
u
s
]

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(b) ∆Iqc (órbitas diretas).

e

0 0.2 0.4 0.6 0.8

a
[k
m
]

×104

0.5

1

1.5

2

2.5

3

I q
c
[g
r
a
u
s
]

116.57

116.58

116.59

116.6

116.61

116.62

116.63

116.64

116.65

116.66

(c) < Iqc > (órbitas retrógradas).

e

0 0.2 0.4 0.6 0.8

a
[k
m
]

×104

0.5

1

1.5

2

2.5

3

∆
I q

c
[g
r
a
u
s
]

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(d) ∆Iqc (órbitas retrógradas).

Fonte: Produção do autor.

126



Fi
gu

ra
5.
73

-S
ist

em
a
4.

Ó
rb
ita

sq
ua

se
-c
rít

ic
as
,d

ire
ta
se

re
tr
óg

ra
da

s,
ob

tid
as

pe
la

in
te
gr
aç
ão

nu
m
ér
ic
a
do

sp
ro
bl
em

as
de

va
lo
ri
ni
ci
al

fo
rm

ad
os

pe
la
s
eq
ua

çõ
es

m
éd

ia
s
de

m
ov
im

en
to

ju
nt
am

en
te

as
co
nd

iç
õe
s
in
ic
ia
is

ót
im

as
en

co
nt
ra
da

s:
(l 0
,g

0,
h

0,
a

0,
e 0
,i

0
=
I q
c
(h

0)
).
ġ
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ġ

=
0

re
fe
re
-s
e
à
cu

rv
a
de

se
ja
da

,ġ
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ġ
=

F
2

ġ
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ġ
=

F
2

ġ
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ġ[graus/dia]

-0
.0
2

-0
.0
10

0
.0
1

0
.0
2

ġ
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ġ

=
0

re
fe
re
-s
e
à
cu

rv
a
de

se
ja
da

,ġ
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5.1.5 Sistema 5: satélite artificial orbitando Calisto

As Figuras 5.93(a)-5.93(d) e 5.94(a)-5.94(f) mostram as soluções dos Problemas de
Otimização 1 e 2 para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas
pelas Equações (4.68) e (4.69), na Subseção 4.5.3, vide Figura 4.6(e), para o caso de
um veículo espacial ao redor de Calisto. A título de comparação, a inclinação crítica
clássica Ic, que é constante e independente de a0, e0 e h0, também é mostrada nas
Figuras 5.93(a)-5.93(d) e 5.94(a)-5.94(f), para os casos direto (63.43◦) e retrógrado
(116.57◦), respectivamente.

Figura 5.93 - Sistema 5. Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retrógradas (Iqc)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo ao
redor de Calisto.
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(a) a0 = 5064.30 km, e0 = 0.20.
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(b) a0 = 3312.30 km, e0 = 0.17.
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(c) a0 = 5016.30 km, e0 = 0.35.
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(d) a0 = 7063.30 km, e0 = 0.11.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.94 - Sistema 5 (continuação). Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retró-
gradas (Iqc) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Calisto.
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(a) a0 = 7007.30 km, e0 = 0.53.

0
π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

3π

2

7π

4
2π

i 0
[g
r
a
u
s
]

63.4

63.42

63.44

63.46

63.48

63.5
[a0 = 3368.30 km, e0 = 0.22, ∆Iqc = 0.0881◦]

Ic (J2)

Iqc (J2 + C22)

h0 [rad]

0
π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

3π

2

7π

4
2π

i 0
[g
r
a
u
s
]

116.54

116.56

116.58

116.6

116.62

116.64
[a0 = 3368.30 km, e0 = 0.22, ∆Iqc = 0.0883◦]

(b) a0 = 3368.30 km, e0 = 0.22.
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(d) a0 = 6711.30 km, e0 = 0.51.
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Fonte: Produção do autor.
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As Figuras 5.95(a) e 5.95(c) exibem as inclinações quase-críticas médias < Iqc >,
diretas e retrógradas, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo
com a Figura 4.6(e). As Figuras 5.95(b) e 5.95(d) mostram o efeito do semieixo e
da excentricidade na amplitude ∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas.

As Figuras 5.96-5.115 mostram as soluções obtidas pela integração numérica das
Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas encontradas. As
condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.93(a)-5.93(d) e 5.94(a)-
5.94(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-crítica Iqc (h0) correspon-
dente, para os casos direto e retrógrado, respectivamente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido
arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as simulações.
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Figura 5.95 - Sistema 5. (a) e (c) Inclinações quase-críticas médias < Iqc >, prógradas e
retrógradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) e (d) Amplitude
∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas, prógradas e retrógradas, para
cada par (a0, e0) de condições iniciais.
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,ġ
=
F

2
à
cu

rv
a
re
al

e
<
F

2
>

à
m
éd

ia
da

va
ria

çã
o
do

ar
gu

m
en
to

do
pe

ric
en
tr
o
g
:l

0
=

0◦
,g

0
=

21
0◦
,

h
0

=
22

5◦
,a

0
=

50
16
.3

0
k
m
,e

0
=

0.
35
,i

0
=
I q
c

=
63
.4

4◦
.

[l
0
=

0
,
g
0
=

7
π 6
,
h
0
=

5
π 4
,
a
0
=

5
0
1
6
.3
0
k
m
,
e
0
=

0
.3
5
,
i 0

=
I q

c
=

6
3
.4
4
◦

]

0
50

10
0

15
0

g[graus]

21
0

2
10

.0
1

2
10

.0
2

2
10

.0
3

0
5
0

10
0

15
0

i[graus]

6
3.
42

6
3.
44

6
3.
46

t
[d
ia
]

0
5
0

1
00

15
0
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ġ
=

0
<

F
2
>

t
[d
ia
]

0
50

10
0

1
50

h[rad]
0π 2π3
π 22
π

Fo
nt
e:

Pr
od

uç
ão

do
au

to
r.

158



Fi
gu

ra
5.
10

4
-S

ist
em

a
5.

Ó
rb
ita

sq
ua

se
-c
rít

ic
as
,d

ire
ta
se

re
tr
óg

ra
da

s,
ob

tid
as

pe
la

in
te
gr
aç
ão

nu
m
ér
ic
a
do

sp
ro
bl
em

as
de

va
lo
ri
ni
ci
al

fo
rm

ad
os

pe
la
se

qu
aç
õe
sm

éd
ia
sd

e
m
ov
im

en
to

ju
nt
am

en
te

as
co
nd

iç
õe
si
ni
ci
ai
só

tim
as

en
co
nt
ra
da

s:
(l 0
,g

0,
h

0,
a

0,
e 0
,i

0
=
I q
c
(h

0)
).
ġ
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ġ[graus/dia]

×
1
0
−
3

-505

ġ
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ġ

=
0

re
fe
re
-s
e
à
cu

rv
a
de

se
ja
da

,ġ
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ġ
=

F
2

ġ
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5.1.6 Sistema 6: satélite artificial orbitando Titã

As Figuras 5.116(a)-5.116(d) e 5.117(a)-5.117(f) mostram as soluções dos Proble-
mas de Otimização 1 e 2 para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições
descritas pelas Equações (4.68) e (4.69), na Subseção 4.5.3, vide Figura 4.6(f), para
o caso de um veículo espacial ao redor de Titã. A título de comparação, a inclinação
crítica clássica Ic, que é constante e independente de a0, e0 e h0, também é mostrada
nas Figuras 5.116(a)-5.116(d) e 5.117(a)-5.117(f) , para os casos direto (63.43◦) e
retrógrado (116.57◦), respectivamente.

Figura 5.116 - Sistema 6. Curvas de inclinações quase-críticas diretas e retrógradas (Iqc)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo
ao redor de Titã.
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(a) a0 = 5321.73 km, e0 = 0.49.
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(b) a0 = 4714.73 km, e0 = 0.40.
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(c) a0 = 7578.73 km, e0 = 0.30.
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(d) a0 = 7602.73 km, e0 = 0.02.

Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.117 - Sistema 6 (continuação). Curvas de inclinações quase-críticas diretas e re-
trógradas (Iqc) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais,
para um veículo ao redor de Titã.

0
π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

3π

2

7π

4
2π

i 0
[g
r
a
u
s
]

63.4

63.45

63.5

63.55

63.6
[a0 = 2939.73 km, e0 = 0.12, ∆Iqc = 0.1763◦]

Ic (J2)

Iqc (J2 + C22)

h0 [rad]

0
π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

3π

2

7π

4
2π

i 0
[g
r
a
u
s
]

116.5

116.55

116.6

116.65

116.7

116.75
[a0 = 2939.73 km, e0 = 0.12, ∆Iqc = 0.1768◦]

(a) a0 = 2939.73 km, e0 = 0.12.
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(b) a0 = 4159.73 km, e0 = 0.11.
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(c) a0 = 7398.73 km, e0 = 0.34.
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(d) a0 = 6238.73 km, e0 = 0.09.
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(e) a0 = 7861.73 km, e0 = 0.48.
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(f) a0 = 6573.73 km, e0 = 0.16.

Fonte: Produção do autor.

172



As Figuras 5.118(a) e 5.118(c) exibem as inclinações quase-críticas médias < Iqc >,
diretas e retrógradas, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo
com a Figura 4.6(f). As Figuras 5.118(b) e 5.118(d) mostram o efeito do semieixo e
da excentricidade na amplitude ∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas.

As Figuras 5.119-5.138 mostram as soluções obtidas pela integração numérica das
Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas encontradas.
As condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.116(a)-5.116(d) e
5.117(a)-5.117(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-crítica Iqc (h0)
correspondente, para os casos direto e retrógrado, respectivamente. g0 ∈ [0, 2π] é
escolhido arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as simulações.
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Figura 5.118 - Sistema 6. (a) e (c) Inclinações quase-críticas médias < Iqc >, prógradas e
retrógradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) e (d) Amplitude
∆Iqc das curvas de inclinações quase-críticas, prógradas e retrógradas, para
cada par (a0, e0) de condições iniciais.
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ġ[graus/dia]

×
1
0−

3

-202

ġ
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ġ

=
0

re
fe
re
-s
e
à
cu

rv
a
de

se
ja
da

,ġ
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ġ
=

F
2

ġ
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5.1.7 Discussão

Incontestavelmente, a característica mais perceptível observada em todos os resul-
tados apresentados nas Subseções 5.1.1-5.1.6 é de que as inclinações quase-críticas
estão sempre na vizinhança da inclinação crítica clássica, para ambos os casos, di-
reto e retrógrado (63.43◦, 116.57◦). Isto mostra que, se o acoplamento das Equações
(4.34)-(4.39) é tratado de maneira correta, e o conceito de inclinações críticas de-
vidamente adaptado à dinâmica considerada, o efeito da elipticidade equatorial do
corpo central nestas inclinações é pequeno, mesmo C22 tendo ordem de grandeza se-
melhante a J2, para todos os corpos considerados (ver Tabela 4.1). Tal característica
vai ao encontro dos resultados encontrados por Tzirti et al. (2009), e de encontro
aos apresentados por De Saedeleer e Henrard (2005) e Carvalho et al. (2009), como
será demonstrado ao longo desta subseção. Ressalta-se também que os resultados
aqui expostos, e na Subseção 5.2.7, são discutidos de forma mais qualitativa e com-
parativa à quantitativa, pois desta última maneira as figuras apresentadas ao longo
deste capítulo as fazem por si sós.

A Figura 5.139(c) exibe os resultados de Tzirti et al. (2009) para o efeito combi-
nado do achatamendo (J2) e da elipticidade equatorial (C22) do corpo central no
comportamento das curvas de inclinações quase-críticas prógradas de um satélite
artificial orbitando a Lua. Na imagem, há três curvas. Duas referentes aos modelos
adotados por Tzirti et al. (2009) - respectivamente, J2 + C22 com e sem a taxa de
rotação do satélite planetário - em comparação a uma terceira, relativa ao modelo
de De Saedeleer e Henrard (2005) (a qual é a mesma dada pela de razão σ = 9.07
na Figura 5.139(a)).
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Figura 5.139 - Resultados encontrados na literatura descrevendo o efeito combinado do
achatamendo (J2) e da elipticidade equatorial (C22) do corpo central no
comportamento da inclinação crítica prógrada (63.43◦).

The two formula giving the effect of J2 only on g and h

are well known (Szebehely, 1989, p. 129, Roy, 1968, p.
89, Jupp, 1988, p. 128). The peculiar value of the inclina-
tion which makes _�g to vanish, known as the critical incli-
nation Ic = 63�26 0, is also well known (Szebehely, 1989,
p. 130) and led even to some controversy in the past
(Jupp, 1988). These two formula can also be derived
from the famous Lagrange�s planetary equations (Cook,
1988, p. 56, Kaula, 1966, p. 29).

For the sake of completeness, we give also the first or-
der generator W�

1 ¼ � W1 þ d WB1 with:

W1 ¼
n

8g3
½2ð1� 3c2Þðf � lÞ þ 2eð1� 3c2Þ sinðf Þ

� 3es2 sinðf þ 2gÞ � 3s2 sinð2f þ 2gÞ � es2

� sinð3f þ 2gÞ� ð12Þ
and

WB1 ¼
n

8g3
½12s2ðf � lÞ cosð2hÞ þ 6es2 sinðf þ 2hÞ

þ 6es2 sinðf � 2hÞ þ 3eð1þ cÞ2 sinðf þ 2gþ 2hÞ
þ 3eð1� cÞ2 sinðf þ 2g� 2hÞ þ 3ð1þ cÞ2

� sinð2f þ 2gþ 2hÞ þ 3ð1� cÞ2 sinð2f þ 2g� 2hÞ
þ eð1þ cÞ2 sinð3f þ 2gþ 2hÞ þ eð1� cÞ2

� sinð3f þ 2g� 2hÞ�. ð13Þ
A lot of symmetries between the pairs ðHð0Þ

1 and W1Þ
and ðHB

ð0Þ
1 and WB1Þ give a lot of confidence in the

new first order results in d.
Once more, for the case d = 0, we retrieve of course

the known results of the isolated effect of J2: the expres-
sion of � W1 is the same as the one given by (�S1) de-
fined in (15) of Brouwer (1959).

4.2. New critical inclinations due to the effect of C22

If we now consider both the effect of J2 and C22, the
search for a critical inclination has to be done by solving
Eq. (10) for _�g ¼ 0; which gives as result:

cos2�I
�
c ¼

r� 6�k

5r� 10�k
; ð14Þ

where we use the shortcuts r = J2/C22 = ��/d and
�k ¼ cos 2�h. The new critical inclination I�c is thus defined
by a function of ðr; �kÞ, which is plotted in Fig. 3 for
some values of r (at least those of Table 1) and all the
valid range for cos 2�h. Let�s consider first the following
two limiting cases. For r ! 1, we retrieve of course
the classical critical inclination Ic = 63�26 0 of the zonal
problem (this is already a good assumption for the case
of the Earth, for which r = 689). But if we consider the
isolated effect of C22, that is the limiting case r ! 0, we
find a new critical inclination I�c ¼ 39�140. Note that
rP 0 since J2P 0 and C22P 0 by definition of the
principal axis of inertia (A 6 B 6 C).

The cases in between these two extremes give quite a
big dependence of I�c with respect to cos 2�h. For exam-
ple, for r = 9.07 (lunar satellite), I�c ranges roughly from
58� to 72�. The case r = 10/3 (SSHE, Synchronous Sa-
tellite in Hydrostatic Equilibrium) is quite interesting
also, because some high value of cos 2�h may never give
rise to a critical inclination I�c – what we will call a
non-critical range. This behavior can be checked by
expressing the condition 0 6 cos2�I 6 1, which gives fi-
nally a non-critical range from r/6 to r for cos 2�h which
is visualized in Fig. 4. If rP 6, then any value of cos 2�h
gives rise to a critical inclination I�c ; if 1 6 r 6 6, then
there is an upper non-critical range, while if 0 6 r 6 1,
then there is an intermediate non-critical range. For
example, if r = 1/2, the intermediate non-critical range
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(a) De Saedeleer e Henrard (2005): efeito de C22
na inclinação crítica, em função de cos (2h), para
satélites artificiais ao redor da Terra, da Lua,
de corpos SSHE (satélites naturais síncronos em
equilíbrio hidrostático), do asteroide 433 Eros, e
de corpos com razões σ = 0.5 e σ = 0, respecti-
vamente.
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(b) De Saedeleer e Henrard (2005): re-
gião não-crítica, em função de cos (2h), de
acordo com a razão σ.
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Fig. 4 Quasi-critical inclination as a function of cos 2h0 for the case of the Moon

Fig. 5 The libration amplitude of g and I for the different models (Moon)

the inclination remains constant as time goes by. Actually, it varies, approaching asymptoti-

cally 180◦ (when ho = 45◦) or 0◦ (when ho = −45◦). This behavior has no effect on g, since

the right hand side of Eq. 7 is now equal to zero. When the lunar rotation is included, it clearly

dominates over the perturbations, in such a way that Iqc ≈ 63◦.4 for the ‘J2 + C22 + nM ’

model (i.e. nearly the same as in the simple ‘J2’ model) and Iqc ≈ 26◦.5 for the ‘C22 + nM ’

model (see Fig. 4).

As regards the libration amplitude of the argument of pericenter (	g) and the inclination

(	I ) of a quasi-critical orbit, it is simply defined here as the difference between the minimum

and the maximum value of g, or I , respectively. Again, ignoring the rotation, the libration

amplitude is quite large. Specifically, for the ‘J2 +C22’ model 	g ≈ 33◦.7 and 	I ≈ 29◦.4,

while for the ‘C22’ model 	g ≈ 25◦.7 and 	I ≈ 127◦.1. Taking into account the rotation,

	g and 	I become at least two orders of magnitude smaller (see Fig. 5), i.e. <0◦.1.

The analytic expression of g′(h) reveals that Iqc and 	g depend on the semi major axis

and the eccentricity of the orbit, both of which are constant in the averaged model. The full

expression (17), including all the parameters ǫ, δ and nM , is too long and complicated, thus

the exact dependence on a and e is not so clear. In any case, the variations of Iqc and 	g

caused by changes in the initial value of a and e are limited to the second decimal of their

value expressed in degrees. To get a feeling of this, we present a couple of simplified cases.
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(c) Tzirti et al. (2009): comparação das
inclinações quase-críticas, em função de
cos (2h0), para o caso lunar, para cada mo-
delo considerado (J2 + C22 com e sem ro-
tação, nM = n$, em comparação aos re-
sultados obtidos pelo trabalho de De Sae-
deleer e Henrard (2005) - DSH06).
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Figure 1: Variation of the critical inclination with respect to the longitude of the ascending node where
i-degree and h-rad.

Table 2: Critical inclination for the potential of first order, where: ε = 613.573; δ = 67.496.

Longitude of the ascending
node (h)

Critical inclination for direct
orbits (ic)

Critical inclination for
retrograde orbits (ic)

1 rad 61.10◦ 118.90◦

2 rad 59.98◦ 120.02◦

π/2 58.56◦ 121.45◦

π/3 60.69◦ 119.31◦

π 72.83◦ 107.17◦

this formula was already obtained by De Saedeleer and Henrard [5] and was here derived in
an independent way, observing that in [5] δ = −C22R

2
0. Thus, when we consider the terms due

to the oblateness (J2) and the equatorial ellipticity of the Moon (C22), the critical inclination
depends on the longitude of the ascending node. Figure 1 represents the variation between
the inclination and the longitude of the ascending node. Table 2 represents the values of the
critical inclination for some values of the ascending node.

Now, let us consider the second-order disturbing potential k2 = H∗

2 where is given in
the Appendix A (order of the method of perturbation theory); the potential k2 presents:

(a) coefficients of second order (J22 , C
2
22),

(b) coupling terms between J2 and C22.

Plugging the equations for the potential in the planetary equations of Lagrange and
solving the equation dg/dt = 0, we present a new formula to compute the critical inclination
taking into account the J2 and C22 terms of the second-order disturbing potential. It is a
function of two variables: the argument of the periapsis (g) and the longitude of the ascending
node (h). When the sectorial term C22 is considered, the first order disturbing potential is a
function of the longitude of the ascending node and of both longitude of the ascending node
and argument of the periapsis to the second order potential. The new formula is given in the
Appendix B.
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(d) Carvalho et al. (2009): efeito de C22 na incli-
nação crítica, em função de h, para o caso lunar,
em que i está em graus e h em radianos.

Fonte: De Saedeleer e Henrard (2005), Tzirti et al. (2009), Carvalho et al. (2009)
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As curvas de inclinações diretas quase-críticas obtidas através do Problema de Oti-
mização 1 para o caso lunar (Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e)) são similares à do
modelo J2 + C22 + n$ presente na Figura 5.139(c). Esta semelhança acontece não
somente para o sistema 1, bem como para os outros simulados em comum ao traba-
lho de Tzirti et al. (2009), a saber, sistemas 3 (Europa - Figuras 5.47(a)-5.47(d) e
5.48(a)-5.48(f)) e 5 (Calisto - Figuras 5.70(a)-5.70(d) e 5.71(a)-5.71(f)). Menciona-se
que tal correspondência é sempre em relação ao modelo J2 + C22 + n$. Diferente-
mente de Tzirti et al. (2009), neste trabalho considera-se apenas o modelo J2 + C22

com a taxa de rotação n$, pois não há sentido físico trabalhar exclusivamente com
o achatamento e a elipticidade equatorial, dado que a rotação do corpo central é
intrínseca à perturbação setorial, conforme visto na Seção 4.2.

Quanto às aplicações de De Saedeleer e Henrard (2005) e Carvalho et al. (2009),
suas curvas de inclinações críticas1 diretas dadas pelas Figuras 5.139(a) e 5.139(d),
nesta ordem, são exatamente a mesma para o sistema 1 (chama-se a atenção para as
abcissas das Figuras 5.139(a) e 5.139(d): o eixo x da Figura 5.139(a) está descrito
em relação a cos (2h), tal qual as Figuras 5.139(b) e 5.139(c), e o da Figura 5.139(d)
em relação a h). A coincidência nos valores das inclinações encontradas por De Sae-
deleer e Henrard (2005) e Carvalho et al. (2009) é natural, tendo em vista que, além
do modelo dinâmico considerado, os deslizes cometidos por ambos os autores tam-
bém são os mesmos: desconsideração do acoplamento das equações de movimento
e aplicação equivocada da definição de inclinação crítica. Ao se igualar a Equação
(4.35) a zero, de maneira análoga ao procedimento clássico (Subseção 4.5.1), a ex-
pressão obtida por De Saedeleer e Henrard (2005) e Carvalho et al. (2009) para as
inclinações críticas é dada por

cos2 (Ic) = σ − 6 cos (2h)
5σ − 10 cos (2h) . (5.3)

A Equação (5.3) depende dos termos de longo período (contendo h) e da razão
σ = − ε

δ
= J2

C22
dos corpos centrais (ver Tabela 4.1) e, igualmente ao caso clássico, é

independente do semieixo maior e da excentricidade, existindo portanto uma única
curva de inclinações críticas para cada sistema estudado. Ao contrário desta abor-
dagem, a inclinação quase-crítica depende de a0 e e0 (vide Definição 8). Em função
disso, cada par sob a forma (a0, e0) determina uma curva de inclinações quase-
críticas, na qual Iqc(h0) sempre está na vizinhança da inclinação crítica clássica,

1De Saedeleer e Henrard (2005) e Carvalho et al. (2009) utilizam o termo inclinação crítica
para o conceito generalizado. Logo, no decorrer do texto, respeita-se a terminologia adotada por
cada trabalho, apesar da não concordância de seu uso neste contexto.
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para cada h0 ∈ [0, 2π] fixado e sistema escolhido. Ainda de acordo com a Equa-
ção (5.3), dependendo da escolha de h, como condição inicial, e do corpo central
(e, consequentemente, da razão σ), Ic é claramente um número complexo. Segundo
De Saedeleer e Henrard (2005), isto justificaria a razão da existência de regiões
não-críticas (Figura 5.139(b)) quando, na verdade, sabe-se que as descontinuidades
presentes nas curvas das Figuras 5.139(a) são produto de uma tentativa equivocada
de generalização do conceito de inclinação crítica.

Comparando os resultados de De Saedeleer e Henrard (2005) e Carvalho et al. (2009),
Figuras 5.139(a), 5.139(b) e 5.139(d), com os aqui obtidos, Figuras 5.1(a)-5.1(e)
e 5.2(a)-5.2(e), 5.24(a)-5.24(d) e 5.25(a)-5.25(f), 5.47(a)-5.47(d) e 5.48(a)-5.48(f),
5.70(a)-5.70(d) e 5.71(a)-5.71(f), 5.93(a)-5.93(d) e 5.94(a)-5.94(f) e 5.116(a)-5.116(d)
e 5.117(a)-5.117(f), observa-se que as curvas de inclinações de cada sistema são
completamente díspares. Em particular, em relação ao sistema 1, embora a curva
de inclinações da Figura 5.139(d) esteja definida para todo h ∈ [0, 2π], tal como
nas Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e), sua amplitude é alta, ∆Ic = 14.27◦2, e
seus valores se distanciam significativamente de Ic = 63.43◦. Em contrapartida,
as curvas das Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e) oscilam sempre próximo à Ic,
sendo a maior amplitude delas, ∆Iqc = 0.7524◦, referente a uma órbita baixa:
a0 = 1991.50 km, e0 = 0.02 (Figura 5.1(b)). Por sua vez, para os satélites naturais
síncronos em equilíbrio hidrostático (SSHE - Synchronous Satellite in Hydrostatic
Equilibrium) - i.e., com σ ≈ 3.33: Io, Europa, Ganimedes e Calisto - segundo a
Figura 5.139(b), não existem inclinações críticas para os seguintes intervalos de h:
[0◦, 28.32◦], [151.68◦, 208.32◦] e [331.68◦, 360◦]. Por outro lado, pelas Figuras 5.24(a)-
5.24(d) e 5.25(a)-5.25(f), 5.47(a)-5.47(d) e 5.48(a)-5.48(f), 5.70(a)-5.70(d) e 5.71(a)-
5.71(f) e 5.93(a)-5.93(d) e 5.94(a)-5.94(f), existem inclinações quase-críticas para
todo h0 ∈ [0, 2π], todas próximas de ≈ 63.43◦. Quanto ao sistema 6, apesar do tra-
balho de De Saedeleer e Henrard (2005) não contemplá-lo, é possível comparar seus
resultados com a curva de inclinações críticas do asteroide 433 Eros apresentada na
Figura 5.139(a), em virtude da Equação (5.3) resultar em apenas uma única curva
de inclinações críticas para cada razão σ, como já dito anteriormente, e das razões σ
de ambos os corpos serem extremamente próximas: σEros = 2.20 (Figura 5.139(a)) e
σT itan = 2.4394 (Tabela 4.1). Segundo a Figura 5.139(b), a curva para σ = 2.20 pos-
sui descontinuidades para h pertencente aos intervalos [0◦, 34.45◦], [145.55◦, 214.45◦]
e [325.55◦, 360◦], ao passo que as curvas de inclinações quase-críticas apresentadas
pelas Figuras 5.116(a)-5.116(d) e 5.117(a)-5.117(f) possuem, novamente, valores de-

2Neste caso, ∆Ic possui significado análogo à ∆Iqc (Equação (5.2)).
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finidos para todo o domínio e próximos de ≈ 63.43◦.

Com respeito ao caso retrógrado, não é possível estabelecer comparação entre os
resultados encontrados pela solução do Problema de Otimização 2 e por Tzirti et al.
(2009), pois este não é abordado em seu artigo. Uma visão mais cautelosa e analítica
da função de desacoplamento do sistema, Equação (4.56), viabilizou a obtenção de
inclinações quase-críticas retrógradas, conferindo a este trabalho mais um elemento
de novidade. Quanto aos outros autores, apenas Carvalho et al. (2009) exploram o
caso retrógrado. A curva de inclinações retrógradas de Carvalho et al. (2009), para
o sistema 1, é suplementar à da Figura 5.139(d) e suas amplitudes são iguais (∆Ic =
14.27◦). Assim como no caso direto, seus valores se distanciam consideravelmente da
inclinação crítica retrógrada clássica (116.57◦) enquanto que os das Figuras 5.1(a)-
5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e) são próximos de 116.57◦, para todo h0 ∈ [0, 2π], não somente
para o sistema 1 quanto para todos os outros simulados.

Abandonando por um instante o caráter comparativo da análise, comenta-se acerca
das características particulares às curvas de inclinações quase-críticas Iqc encontra-
das neste trabalho para os sistemas de 1 a 6, não pontuadas por Tzirti et al. (2009)
e nem encontradas na literatura. Através das Figuras 5.1(a)-5.1(e) e 5.2(a)-5.2(e),
5.24(a)-5.24(d) e 5.25(a)-5.25(f), 5.47(a)-5.47(d) e 5.48(a)-5.48(f), 5.70(a)-5.70(d)
e 5.71(a)-5.71(f), 5.93(a)-5.93(d) e 5.94(a)-5.94(f), 5.116(a)-5.116(d) e 5.117(a)-
5.117(f) , observa-se que a distância

d(Iqc, Ic) , sup
h0 ∈ [0,2π]

|Iqc(h0)− Ic(h0)| (5.4)

é sempre pequena, para todo par (a0, e0) escolhido satisfazendo as Equações (4.68)
e (4.69), para cada sistema estudado. Também pelas mesmas, nota-se que quanto
mais baixa ou excêntrica a órbita do satélite artificial for, maior a amplitude ∆Iqc,
e se mais alta ou circular, menor ∆Iqc. Em particular, o comportamento da ampli-
tude ∆Iqc evidencia, pelas Figuras 5.3(b), 5.3(d), 5.26(b), 5.26(d), 5.49(b), 5.49(d),
5.72(b), 5.72(d), 5.95(b), 5.95(d), 5.118(b) e 5.118(d), a acentuação ou atenuação
do efeito de C22 nas curvas de inclinações quase-críticas quando a escolha de a0

resulta em órbitas, respectivamente, mais próximas ou distantes do corpo central.
Além da ratificação de que as inclinações quase-críticas (Iqc) estão sempre na vizi-
nhança da inclinação crítica clássica (Ic), para ambos os casos, direto e retrógrado
(63.43◦, 116.57◦), outro fenômeno interessante pode ser observado por meio das Fi-
guras 5.3(a)-5.3(d), 5.26(a)-5.26(d), 5.49(a)-5.49(d), 5.72(a)-5.72(d), 5.95(a)-5.95(d)
e 5.118(a)-5.118(d): a relação entre o efeito de C22 nas curvas de inclinações quase-
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críticas e a taxa de rotação n$ dos corpos centrais. Basta notar a predominância
da cor roxa nos gráficos referentes aos corpos com rotação mais lenta (Lua, Calisto
e Titã, vide Tabela 4.4), Figuras 5.3(a)-5.3(d), 5.95(a)-5.95(d) e 5.118(a)-5.118(d)
e, portanto, de inclinações médias < Iqc > mais próximas de 63.43◦ (116.57◦) e de
amplitudes ∆Iqc menores, e atentar-se a uma paleta mais diversificada nos de rota-
ção mais rápida (Io, Europa e Ganimedes, vide Tabela 4.4), Figuras 5.26(a)-5.26(d),
5.49(a)-5.49(d) e 5.72(a)-5.72(d), indicando uma maior suscetibilidade das inclina-
ções médias < Iqc > e das amplitudes ∆Iqc à escolha do par (a0, e0) de condições
iniciais. Para explorar com mais detalhes tal fenômeno, as Tabelas 5.1 e 5.2 são
introduzidas. A Tabela 5.1 apresenta as inclinações quase-críticas médias mínima
e máxima (min{< Iqc >} e max{< Iqc >}) das Figuras 5.3(a), 5.26(a), 5.49(a),
5.72(a), 5.95(a) e 5.118(a), e as amplitudes de curva mínima e máxima (min{∆Iqc}
e max{∆Iqc}) das Figuras 5.3(b), 5.26(b), 5.49(b), 5.72(b), 5.95(b) e 5.118(b), para
o caso direto. A Tabela 5.2 mostra min{< Iqc >} e max{< Iqc >} das Figuras 5.3(c),
5.26(c), 5.49(c), 5.72(c), 5.95(c) e 5.118(c), e min{∆Iqc} e max{∆Iqc} das Figuras
5.3(d), 5.26(d), 5.49(d), 5.72(d), 5.95(d) e 5.118(d), para o caso retrógrado.

Tabela 5.1 - Inclinações quase-críticas médias e amplitudes de curva mínimas e máximas
(min{< Iqc >}, max{< Iqc >}, min{∆Iqc} e max{∆Iqc}) encontradas no
domínio simulado de cada sistema para o caso direto.

Sistema min{< Iqc >} max{< Iqc >} min{∆Iqc} max{∆Iqc}
1 63.43◦ 63.54◦ 0.00◦ 1.19◦
2 63.44◦ 63.90◦ 0.00◦ 2.02◦
3 63.44◦ 63.64◦ 0.00◦ 0.90◦
4 63.43◦ 63.53◦ 0.00◦ 0.42◦
5 63.43◦ 63.50◦ 0.00◦ 0.26◦
6 63.43◦ 63.52◦ 0.00◦ 0.27◦

Fonte: Produção do autor.

A partir das Tabelas 4.4, 5.1 e 5.2, percebe-se claramente uma relação de proporci-
onalidade entre a taxa de rotação n$ (Tabela 4.4) de cada satélite natural e o seu
respectivo valor de max{∆Iqc} direto e retrógrado (Tabelas 5.1 e 5.2). Estes dois
conjuntos de valores possuem correlação de 0.8045 e 0.7843 para os casos direto e
retrógrado, respectivamente. Excluindo a Lua da análise, a correlação entre n$ e
max{∆Iqc} é ainda mais alta, 0.9957 para as órbitas diretas e 0.9950 para as re-
trógradas (n$ e max{∆Iqc} são fortemente correlacionados). Esta relação, que é de
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Tabela 5.2 - Inclinações quase-críticas médias e amplitudes de curva mínimas e máximas
(min{< Iqc >}, max{< Iqc >}, min{∆Iqc} e max{∆Iqc}) encontradas no
domínio simulado de cada sistema para o caso retrógrado.

Sistema min{< Iqc >} max{< Iqc >} min{∆Iqc} max{∆Iqc}
1 116.57◦ 116.67◦ 0.00◦ 1.31◦
2 116.57◦ 117.04◦ 0.00◦ 2.13◦
3 116.57◦ 116.77◦ 0.00◦ 0.92◦
4 116.57◦ 116.66◦ 0.00◦ 0.43◦
5 116.57◦ 116.63◦ 0.00◦ 0.26◦
6 116.57◦ 116.65◦ 0.00◦ 0.27◦

Fonte: Produção do autor.

natureza linear, pode ser visualizada nas Figuras 5.140(a) e 5.140(b). O comporta-
mento destoante da Lua (outlier) é devido a sua razão σ ≈ 9 ser a mais distante da
condição de equilíbrio hidrostático (σ = 10/3).

Figura 5.140 - Relação entre a máxima amplitude de curva (max{∆Iqc}) e a taxa de ro-
tação (n$) para os casos direto e retrógrado.

(a) Caso direto. (b) Caso retrógrado.
Fonte: Produção do autor.

Conforme mencionado na Subseção 5.1.1, para verificar se as inclinações ótimas
encontradas através das soluções dos Problemas de Otimização 1 e 2 realmente
cumprem o papel para o qual foram construídas, as Equações (4.34)-(4.39) foram
integradas numericamente: por meio das curvas - - - < F2 > apresentadas nas Figu-
ras 5.4-5.23, 5.27-5.46, 5.50-5.69, 5.73-5.92, 5.96-5.115 e 5.119-5.138, verifica-se que g
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e ġ são sempre, em média, constante e zero, respectivamente. Pelos mesmos gráficos,
observa-se também a periodicidade das soluções g(t) e i(t), com amplitudes de oscila-
ção maiores para órbitas mais baixas e menores para as mais altas, entretanto, ainda
sim, ínfimas, nenhuma delas ultrapassando 1◦ para todos os sistemas estudados.
Ademais, nota-se a monotonicidade não-crescente de h(t), inerente às soluções de
circulação pura de sistemas hamiltonianos de 1-grau de liberdade (FERRAZ-MELLO,
2007; PAPASTAVRIDIS, 2014), segundo discutido na Seção 4.3. Apesar das soluções
das Figuras 5.4-5.23, 5.27-5.46, 5.50-5.69, 5.73-5.92, 5.96-5.115 e 5.119-5.138 serem
exibidas até 10 T$ dias (ver Tabela 4.4) por uma questão estética de visualização,
elas mantêm tal comportamento (mostrado nas imagens e descrito logo acima) para
todo instante de tempo. De fato, é suficiente lembrar-se que a variação de g de-
pende apenas de h e H e, por sua vez, h e H sempre se comportam da maneira
argumentada na Seção 4.3 (Figura 4.5). Por todas as características supradescritas
das órbitas quase-críticas encontradas neste trabalho, está suficientemente claro sua
aplicabilidade a missões ao redor dos satélites planetários considerados.
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5.2 Órbitas quase-heliossíncronas

5.2.1 Sistema 1: satélite artificial orbitando a Lua

As Figuras 5.141(a)-5.141(e) e 5.142(a)-5.142(e) mostram as soluções dos Problemas
de Otimização 3 para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas
nas Subseções 4.5.3 e 4.6.1, vide Figura 4.8(a), para o caso lunar. A título de com-
paração, a inclinação heliossíncrona clássica Is, que é constante, dependente de a0

e e0 (PARK; JUNKINS, 1995) e independente de h0, também é mostrada nas Figu-
ras 5.141(a)-5.141(e) e 5.142(a)-5.142(e), para o caso retrógrado. Para cada ponto
das curvas mostradas nas Figuras 5.141(a)-5.141(e) e 5.142(a)-5.142(e), tem-se a se-
guinte interpretação: fixado o par (a0, e0), para cada h0 ∈ [0, 2π], existe uma única
inclinação quase-heliossíncrona i0 = Iqs (h0) retrógrada, solução ótima de cada pro-
blema de otimização resolvido. Assim, uma 4-upla da forma (a0, e0, h0, Iqs (h0)) faz
o mínimo da Equação (4.83) ser zero.
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Figura 5.141 - Sistema 1. Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas (Iqs)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo
ao redor da Lua.
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(a) a0 = 1868.50 km, e0 = 0.03.
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(b) a0 = 1877.50 km, e0 = 0.04.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.142 - Sistema 1 (continuação). Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retró-
gradas (Iqs) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor da Lua.
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(a) a0 = 1910.50 km, e0 = 0.08.
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(b) a0 = 1925.50 km, e0 = 0.02.
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(c) a0 = 1903.50 km, e0 = 0.06.
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Obviamente que, para cada curva, não são resolvidos infinitos problemas de otimi-
zação (um para cada h0 ∈ [0, 2π]) e, sim, uma quantidade finita, correspondente ao
número de elementos da discretização do intervalo [0, 2π]. Portanto, cada curva é pro-
duto da interpolação numérica do conjunto de pontos

{
h0i, Iqsi (h0i)

}
, i = 1, . . . , n,

n ∈ N, obtido por meio da solução de n problemas de minimização, para cada para
(a0, e0) fixado.

Visando apresentar todos os resultados ótimos encontrados, de maneira compacta,
resumidos em apenas uma única figura para o caso retrógrado, e com o propósito de
estimar um valor de inclinação quase-heliossíncrona para cada par (a0, e0) possível,
que satisfaz as condições dadas pelas Equações (4.68)-(4.69) e (4.84) (Figura 4.8(a)),
além de analisar o efeito da escolha do semieixo maior e da excentricidade nestas
inclinações, define-se

< Iqs > = 1
2π

∫ 2π

0
Iqs (h0) dh0. (5.5)

Ou seja, a inclinação quase-heliossíncrona média < Iqs > é o valor médio da curva
de inclinações quase-heliossíncronas (Figuras 5.141(a)-5.141(e) e 5.142(a)-5.142(e)).
Deste modo, a Figura 5.143(a) exibe as inclinações retrógradas quase-heliossíncronas
médias < Iqs >, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo com
a Figura 4.8(a). A Figura 5.143(b) mostra o efeito do semieixo e da excentricidade
na amplitude ∆Iqs das curvas de inclinações quase-heliossíncronas, em que ∆Iqs é
dada por

∆Iqs , max
h0 ∈ [0,2π]

{Iqs(h0)} − min
h0 ∈ [0,2π]

{Iqs(h0)}. (5.6)

Para verificar se as inclinações ótimas encontradas através da solução dos Problemas
de Otimização 3, de fato, cumprem o papel para o qual foram construídas, i.e., de
manterem o plano orbital precessionando, em média, a uma taxa constante ∆hs, as
equações médias de movimento foram integradas numericamente. Assim, as Figuras
5.144-5.153 apresentam as órbitas quase-heliossíncronas, soluções dos problemas de
valor inicial formados pelas Equações (4.34)-(4.39), juntamente com as condições ini-
ciais ótimas encontradas. As condições iniciais usadas para integrar as equações são
os pares (a0, e0) das Figuras 5.141(a)-5.141(e) e 5.142(a)-5.142(e), com h0 ∈ [0, 2π],
arbitrário, e sua inclinação quase-heliossíncrona Iqs (h0) correspondente, escolhidos
a partir da mesma figura (curva) em que o semieixo e a excentricidade são tomados,
para o caso retrógrado. l0 e g0 são escolhidos arbitrariamente em seu intervalo [0, 2π]
de definição, pois não aparecem na hamitoniana média (l foi eliminado pelo método
perturbativo e g é uma coordenada ignorável). Em particular, l0 = 0◦, para todas
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as simulações mostradas. Vale ressaltar que os efeitos dos termos de curto período
não alteram a natureza dinâmica das soluções, pois são menores do que os de longo
período, como já apontando por Tzirti et al. (2009) e mencionado na Seção 4.2.

Figura 5.143 - Sistema 1. (a) Inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias <
Iqs >, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) Amplitude ∆Iqs
das curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas, para cada par
(a0, e0) de condições iniciais.
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Fonte: Produção do autor.

Os comentários sobre a interpretação das figuras e as definições inerentes às in-
clinações quase-heliossíncronas feitas nesta seção são válidos, não apenas, para o
caso lunar (sistema 1), como também para todos os outros sistemas. Logo, nas Se-
ções 5.2.2-5.2.6, estes são suprimidos, passando-se diretamente à apresentação dos
resultados, deduzindo a capacidade do leitor de compreendê-los sozinho.
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ḣ

=
∆
h
s
re
fe
re
-s
e
à
cu

rv
a
de

se
ja
da

,ḣ
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ḣ[graus/dia]

-1
2
.4

-1
2
.3

-1
2
.2

-1
2
.1

-1
2ḣ
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5.2.2 Sistema 2: satélite artificial orbitando Io

As Figuras 5.154(a)-5.155(f) mostram as soluções dos Problemas de Otimização 3
para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas nas Subseções
4.5.3 e 4.6.1, vide Figura 4.8(b), para o caso de um veículo espacial ao redor de
Io. A título de comparação, a inclinação heliossíncrona clássica Is, que é constante,
dependente de a0 e e0 (PARK; JUNKINS, 1995) e independente de h0, também é
mostrada nas Figuras 5.154(a)-5.155(f), para o caso retrógrado.

Figura 5.154 - Sistema 2. Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas (Iqs)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo
ao redor de Io.
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Figura 5.155 - Sistema 2 (continuação). Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retró-
gradas (Iqs) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Io.
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A Figura 5.156(a) exibe as inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias
< Iqs >, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo com a
Figura 4.8(b). A Figura 5.156(b) mostra o efeito do semieixo e da excentricidade na
amplitude ∆Iqs das curvas de inclinações quase-heliossíncronas.

Figura 5.156 - Sistema 2. (a) Inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias <
Iqs >, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) Amplitude ∆Iqs
das curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas, para cada par
(a0, e0) de condições iniciais.
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Fonte: Produção do autor.

As Figuras 5.157-5.166 mostram h (t), ḣ (t), g (t) e i (t) obtidos pela integração
numérica das Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas
encontradas. As condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.154(a)-
5.155(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-heliossíncrona Iqs (h0)
correspondente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as
simulações.
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ḣ[graus/dia]

-2
03

.4
5

-2
03

.4

-2
03

.3
5ḣ
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,ḣ
=
F

3
à
cu

rv
a
re
al

e
<
F

3
>

=
∆
h
s
à
m
éd

ia
da

va
ria

çã
o
de

h
:l

0
=

0◦
,g

0
=

24
0◦
,h

0
=

13
5◦
,

a
0

=
42

42
.6

0
k
m
,e

0
=

0.
29
,i

0
=
I q
s

=
95
.6

5◦
.

[l
0
=

0
,
g
0
=

4
π 3
,
h
0
=

3
π 4
,
a
0
=

4
2
4
2
.6
0
k
m
,
e
0
=

0
.2
9
,
i 0

=
I q

s
=

9
5
.6
5
◦

]

0
2

4
6

h[rad]

0π 2π3
π 22
π

0
2

4
6

i[graus]

95
.5
5

95
.6

95
.6
5

95
.7

t
[d
ia
]

0
2

4
6
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5.2.3 Sistema 3: satélite artificial orbitando Europa

As Figuras 5.167(a)-5.168(f) mostram as soluções dos Problemas de Otimização 3
para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas nas Subseções
4.5.3 e 4.6.1, vide Figura 4.8(c), para o caso de um veículo espacial ao redor de
Europa. A título de comparação, a inclinação heliossíncrona clássica Is, que é cons-
tante, dependente de a0 e e0 (PARK; JUNKINS, 1995) e independente de h0, também
é mostrada nas Figuras 5.167(a)-5.168(f), para o caso retrógrado.

Figura 5.167 - Sistema 3. Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas (Iqs)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo
ao redor de Europa.
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(a) a0 = 2929.80 km, e0 = 0.16.
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(b) a0 = 2790.80 km, e0 = 0.19.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.168 - Sistema 3 (continuação). Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retró-
gradas (Iqs) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Europa.
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(b) a0 = 2547.80 km, e0 = 0.25.
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A Figura 5.169(a) exibe as inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias
< Iqs >, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo com a
Figura 4.8(c). A Figura 5.169(b) mostra o efeito do semieixo e da excentricidade na
amplitude ∆Iqs das curvas de inclinações quase-heliossíncronas.

Figura 5.169 - Sistema 3. (a) Inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias <
Iqs >, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) Amplitude ∆Iqs
das curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas, para cada par
(a0, e0) de condições iniciais.
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Fonte: Produção do autor.

As Figuras 5.170-5.179 mostram h (t), ḣ (t), g (t) e i (t) obtidos pela integração
numérica das Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas
encontradas. As condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.167(a)-
5.168(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-heliossíncrona Iqs (h0)
correspondente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as
simulações.
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ḣ

=
∆
h
s
re
fe
re
-s
e
à
cu

rv
a
de

se
ja
da

,ḣ
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ḣ[graus/dia]

-1
01

.3
5

-1
0
1
.3

-1
01

.2
5

ḣ
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5.2.4 Sistema 4: satélite artificial orbitando Ganimedes

As Figuras 5.180(a)-5.181(f) mostram as soluções dos Problemas de Otimização 3
para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas nas Subseções
4.5.3 e 4.6.1, vide Figura 4.8(d), para o caso de um veículo espacial ao redor de
Ganimedes. A título de comparação, a inclinação heliossíncrona clássica Is, que é
constante, dependente de a0 e e0 (PARK; JUNKINS, 1995) e independente de h0,
também é mostrada nas Figuras 5.180(a)-5.181(f), para o caso retrógrado.

Figura 5.180 - Sistema 4. Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas (Iqs)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo
ao redor de Ganimedes.
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(b) a0 = 3334.20 km, e0 = 0.21.
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Figura 5.181 - Sistema 4 (continuação). Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retró-
gradas (Iqs) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Ganimedes.
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A Figura 5.182(a) exibe as inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias
< Iqs >, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo com a
Figura 4.8(d). A Figura 5.182(b) mostra o efeito do semieixo e da excentricidade na
amplitude ∆Iqs das curvas de inclinações quase-heliossíncronas.

Figura 5.182 - Sistema 4. (a) Inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias <
Iqs >, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) Amplitude ∆Iqs
das curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas, para cada par
(a0, e0) de condições iniciais.
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Fonte: Produção do autor.

As Figuras 5.183-5.192 mostram h (t), ḣ (t), g (t) e i (t) obtidos pela integração
numérica das Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas
encontradas. As condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.180(a)-
5.181(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-heliossíncrona Iqs (h0)
correspondente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as
simulações.
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,ḣ
=
F

3
à
cu

rv
a
re
al

e
<
F

3
>

=
∆
h
s
à
m
éd

ia
da

va
ria

çã
o
de

h
:l

0
=

0◦
,g

0
=

12
0◦
,h

0
=

13
5◦
,

a
0

=
33

33
.2

0
k
m
,e

0
=

0.
18
,i

0
=
I q
s

=
10

4.
81
◦ .

[l
0
=

0
,
g
0
=

2
π 3
,
h
0
=

3
π 4
,
a
0
=

3
3
3
3
.2
0
k
m
,
e
0
=

0
.1
8
,
i 0

=
I q

s
=

1
0
4
.8
1
◦

]

0
10

20

h[rad]

0π 2π3
π 22
π

0
10

20

i[graus]

10
4
.7

10
4.
75

10
4
.8

10
4.
85

10
4
.9

t
[d
ia
]

0
10

20
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5.2.5 Sistema 5: satélite artificial orbitando Calisto

As Figuras 5.193(a)-5.194(f) mostram as soluções dos Problemas de Otimização 3
para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas nas Subseções
4.5.3 e 4.6.1, vide Figura 4.8(e), para o caso de um veículo espacial ao redor de
Calisto. A título de comparação, a inclinação heliossíncrona clássica Is, que é cons-
tante, dependente de a0 e e0 (PARK; JUNKINS, 1995) e independente de h0, também
é mostrada nas Figuras 5.193(a)-5.194(f), para o caso retrógrado.

Figura 5.193 - Sistema 5. Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas (Iqs)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo
ao redor de Calisto.
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(a) a0 = 2951.30 km, e0 = 0.12.
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(b) a0 = 2742.30 km, e0 = 0.06.
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(c) a0 = 2826.30 km, e0 = 0.09.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.194 - Sistema 5 (continuação). Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retró-
gradas (Iqs) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Calisto.
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(b) a0 = 2898.30 km, e0 = 0.14.
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Fonte: Produção do autor.
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A Figura 5.195(a) exibe as inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias
< Iqs >, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo com a
Figura 4.8(e). A Figura 5.195(b) mostra o efeito do semieixo e da excentricidade na
amplitude ∆Iqs das curvas de inclinações quase-heliossíncronas.

Figura 5.195 - Sistema 5. (a) Inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias <
Iqs >, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) Amplitude ∆Iqs
das curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas, para cada par
(a0, e0) de condições iniciais.
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Fonte: Produção do autor.

As Figuras 5.196-5.205 mostram h (t), ḣ (t), g (t) e i (t) obtidos pela integração
numérica das Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas
encontradas. As condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.193(a)-
5.194(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-heliossíncrona Iqs (h0)
correspondente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as
simulações.
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ḣ
=

∆
h
s

<
F
3
−

∆
h
s
>

t
[d
ia
]

0
20

40
60

g[graus]
303234363840

Fo
nt
e:

Pr
od

uç
ão

do
au

to
r.

267



Fi
gu

ra
5.
20

4
-S

ist
em

a
5.

Ó
rb
ita

s
qu

as
e-
he

lio
ss
ín
cr
on

as
re
tr
óg

ra
da

s
ob

tid
as

pe
la

in
te
gr
aç
ão

nu
m
ér
ic
a
do

s
pr
ob

le
m
as

de
va
lo
r
in
ic
ia
lf
or
m
ad

os
pe

la
s
eq
ua

çõ
es

m
éd

ia
s
de

m
ov
im

en
to

ju
nt
am

en
te

as
co
nd

iç
õe
s
in
ic
ia
is

ót
im

as
en

co
nt
ra
da

s:
(l 0
,g

0,
h

0,
a

0,
e 0
,i

0
=
I q
s

(h
0)

).
ḣ
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ḣ
=

∆
h
s

<
F
3
−

∆
h
s
>

t
[d
ia
]

0
20

40
60

g[graus]

21
0

21
2

21
4

21
6

21
8

22
0

Fo
nt
e:

Pr
od

uç
ão

do
au

to
r.

269



5.2.6 Sistema 6: satélite artificial orbitando Titã

As Figuras 5.206(a)-5.207(f) mostram as soluções dos Problemas de Otimização 3
para cada par (a0, e0) escolhido respeitando as condições descritas nas Subseções
4.5.3 e 4.6.1, vide Figura 4.8(f), para o caso de um veículo espacial ao redor de Titã.
A título de comparação, a inclinação heliossíncrona clássica Is, que é constante,
dependente de a0 e e0 (PARK; JUNKINS, 1995) e independente de h0, também é
mostrada nas Figuras 5.206(a)-5.207(f), para o caso retrógrado.

Figura 5.206 - Sistema 6. Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas (Iqs)
encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para um veículo
ao redor de Titã.
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Fonte: Produção do autor.
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Figura 5.207 - Sistema 6 (continuação). Curvas de inclinações quase-heliossíncronas retró-
gradas (Iqs) encontradas, para cada par (a0, e0) de condições iniciais, para
um veículo ao redor de Titã.
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(b) a0 = 3344.73 km, e0 = 0.20.
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Fonte: Produção do autor.
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A Figura 5.208(a) exibe as inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias
< Iqs >, para todos os semieixos e excentricidades permitidos de acordo com a
Figura 4.8(f). A Figura 5.208(b) mostra o efeito do semieixo e da excentricidade na
amplitude ∆Iqs das curvas de inclinações quase-heliossíncronas.

Figura 5.208 - Sistema 6. (a) Inclinações retrógradas quase-heliossíncronas médias <
Iqs >, para cada par (a0, e0) de condições iniciais. (b) Amplitude ∆Iqs
das curvas de inclinações quase-heliossíncronas retrógradas, para cada par
(a0, e0) de condições iniciais.
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Fonte: Produção do autor.

As Figuras 5.209-5.218 mostram h (t), ḣ (t), g (t) e i (t) obtidos pela integração
numérica das Equações (4.34)-(4.39) juntamente com as condições iniciais ótimas
encontradas. As condições iniciais usadas são os pares (a0, e0) das Figuras 5.206(a)-
5.207(f), com h0 ∈ [0, 2π], arbitrário, e sua inclinação quase-heliossíncrona Iqs (h0)
correspondente. g0 ∈ [0, 2π] é escolhido arbitrariamente e l0 = 0◦ para todas as
simulações.
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ḣ[graus/dia]

-2
2.
5
6

-2
2.
5
4

-2
2.
5
2ḣ
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ḣ
=

F
3

ḣ
=

∆
h
s

<
F
3
−

∆
h
s
>

t
[d
ia
]

0
20

40
6
0

g[graus]
6061626364

Fo
nt
e:

Pr
od

uç
ão

do
au

to
r.

281



Fi
gu

ra
5.
21

8
-S

ist
em

a
6.

Ó
rb
ita

s
qu

as
e-
he

lio
ss
ín
cr
on

as
re
tr
óg

ra
da

s
ob

tid
as

pe
la

in
te
gr
aç
ão

nu
m
ér
ic
a
do

s
pr
ob

le
m
as

de
va
lo
r
in
ic
ia
lf
or
m
ad

os
pe

la
s
eq
ua

çõ
es

m
éd

ia
s
de

m
ov
im

en
to

ju
nt
am

en
te

as
co
nd

iç
õe
s
in
ic
ia
is

ót
im

as
en

co
nt
ra
da

s:
(l 0
,g

0,
h

0,
a

0,
e 0
,i

0
=
I q
s

(h
0)

).
ḣ
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5.2.7 Discussão

Analogamente ao caso quase-crítico (Seção 5.1), a característica mais perceptível
observada em todos os resultados apresentados nas Subseções 5.2.1-5.2.6 é de que
as inclinações quase-heliossíncronas possuem valores sempre próximos aos da incli-
nação heliossíncrona clássica para cada par (a0, e0) fixado, mostrando mais uma vez
que, se o acoplamento das Equações (4.34)-(4.39) for tratado de maneira correta,
e o conceito de inclinações heliossíncronas devidamente adaptado à dinâmica con-
siderada, o efeito da elipticidade equatorial do corpo central nestas inclinações é
pequeno, mesmo C22 tendo ordem de grandeza semelhante a J2, para todos os cor-
pos considerados (ver Tabela 4.1). Tal característica vai de encontro ao resultado
obtido por Carvalho et al. (2009) para o caso lunar, como será mostrado a seguir.
Vale ressaltar novamente o caráter inovador destes resultados, em virtude dos con-
ceitos de inclinação e órbita quase-heliossíncronas serem inexistente na literatura,
logo, introduzidos neste trabalho pela primeira vez.

Figura 5.219 - Efeito combinado do achatamendo (J2) e da elipticidade equatorial (C22)
na curva de inclinações heliossíncronas de um satélite artificial lunar para
uma órbita com a0 = 1838 km e e0 = 0.038 (Is está em graus e h está em
radianos).12 Mathematical Problems in Engineering

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

140

150

160

170

IS

h

Figure 2: Variation of the inclination Sun-synchronous (IS in degree)with longitude of the ascending node
(h-rad), a0 = 1838 km, e0 = 0.038.

In what follows, the variation of the longitude of the ascending node will be analyzed
to obtain polar or near-polar orbits for some special cases. Using (5.2) and (5.3)we get a new
formula to compute the inclination of Sun-synchronous orbits for Moon’s satellites of low
altitude:

is = π − arccos

⎛

⎝

1.32730740910−7a2
(

1 − e2
)(3/2)

n
(

ε + δ
(

−2 − e2 + 3e4
)

cos(2h)
)

⎞

⎠, (5.4)

where n is given in rad/s, δ = 67.496 km2; ε = 613.573 km2. Equation (5.4) gives the
inclination depending on the semi-major axis, the eccentricity and on the longitude of
the ascending node. For Sun-synchronous orbits, considering a = 1837.63 km; e = 0;
h = π/2 the calculated inclination is is = 132.35◦. This inclination is not also ideal for
near-polar orbits. Thus, the obtained results are still distant from a polar Sun-synchronous
orbit, but it is important to consider the term due to the Moon’s equatorial ellipticity to
get more realistic results. Figure 2 represents the variation of Sun-synchronous inclinations
with respect to the longitude of the ascending node where a0 = 1838 km and e0 =

0.038. It can be observed in Figure 2 that, fixing h = π/2, we get an inclination of
about 132◦.

6. Applications for Low Altitude Satellites

The disturbing potential (first order (k1) and second order (k2)) is substituted in the
Lagrange’s planetary equations [26] and numerically integrated. Considering the disturbing
potential due to the nonsphericity of the Moon (J2 and C22), numerical applications (long-
period potential) are performed to analyze the variation of the eccentricity for different initial
conditions of the inclination.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

Fonte: Carvalho et al. (2009)

A Figura 5.219 mostra o efeito combinado do achatamendo (J2) e da elipticidade
equatorial (C22) na curva de inclinações heliossíncronas3 de um satélite artificial
lunar, obtida por Carvalho et al. (2009) para uma órbita com a0 = 1838 km e

3Carvalho et al. (2009) utilizam o termo inclinação heliossíncrona para o conceito generalizado.
Logo, respeita-se a terminologia adotada por este trabalho ao longo desta subseção, apesar da
divergência de seu uso neste contexto.
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e0 = 0.038. Comparando o resultado de Carvalho et al. (2009), Figura 5.219, com os
aqui encontrados para o caso lunar, Figuras 5.141(a)-5.141(e) e 5.142(a)-5.142(e),
observa-se que as curvas de inclinações são completamente díspares. A curva de
inclinações da Figura 5.219 não está definida para todo h ∈ [0, 2π] e seus valores
se distanciam significativamente de Is(a0, e0) = Is(1838.00 km, 0.038) ≈ 145.10◦.
Em contrapartida, as curvas das Figuras 5.141(a)-5.141(e) e 5.142(a)-5.142(e) estão
definidas para todo h ∈ [0, 2π] e oscilam sempre próximas as suas respectivas Is,
sendo a maior amplitude delas a da Figura 5.141(c) (∆Iqs = 0.5844◦), referente a
uma órbita mais baixa: a0 = 1869.50 km, e0 = 0.05. A diferença entre os resultados
é devido novamente ao não tratamento do acoplamento das equações médias de
movimento, a não-adaptação do conceito de inclinações heliossíncronas à dinâmica
considerada e a não-transcrição da condição de Sol-sincronicidade para o sistema
sinódico, conforme feito na Subseção 4.6.2.

Pelas curvas de inclinações quase-heliossíncronas apresentadas nas Figuras 5.141(a)-
5.141(e) e 5.142(a)-5.142(e), 5.154(a)-5.155(f), 5.167(a)-5.168(f), 5.180(a)-5.181(f),
5.193(a)-5.194(f) e 5.206(a)-5.207(f), observa-se que, para todo par (a0, e0) escolhido
satisfazendo as Equações (4.68)-(4.69) e (4.84), a distância

d(Iqs, Is) , sup
h0 ∈ [0,2π]

|Iqs(h0)− Is(h0)| (5.7)

é pequena para os sistemas de 2 a 6. Em particular, para o caso lunar, d(Iqs, Is)
é incrementada à medida que a escolha de (a0, e0) resulta em inclinações helios-
síncronas Is cada vez mais equatoriais, vide Figuras 5.141(d), 5.142(d) e 5.142(e),
nenhuma delas, entretanto, ultrapassando ≈ 1◦ de diferença. Quanto às Figuras
5.143(a)-5.143(b), 5.156(a)-5.156(b), 5.169(a)-5.169(b), 5.182(a)-5.182(b), 5.195(a)-
5.195(b) e 5.208(a)-5.208(b), sua análise revela alguns fenômenos interessantes. As-
sim como no caso quase-crítico (Subseção 5.1.7), mais uma vez, há claramente
uma relação entre o efeito de C22 nas curvas de inclinações e a taxa de rotação
n$ dos corpos centrais. A Tabela 5.3 sumariza os valores importantes das ima-
gens citadas, donde é possível extrair a extensão da faixa de inclinações quase-
heliossíncronas médias (max{< Iqs >} −min{< Iqs >}) possíveis de cada sistema,
e verificar que, para os corpos com rotação mais lenta (Lua, Calisto e Titã), a faixa
max{< Iqs >} −min{< Iqs >} é menor se comparada à dos corpos de rotação mais
rápida (Io, Europa e Ganimedes).
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Tabela 5.3 - Inclinações quase-heliossíncronas retrógradas médias e amplitudes de curva
mínimas e máximas (min{< Iqs >}, max{< Iqs >}, min{∆Iqs} e max{∆Iqs})
encontradas no domínio simulado de cada sistema.

Sistema min{< Iqs >} max{< Iqs >} min{∆Iqs} max{∆Iqs}
1 132.47◦ 176.43◦ 0.06◦ 1.11◦
2 90.77◦ 178.96◦ 0.00◦ 1.85◦
3 91.76◦ 179.01◦ 0.00◦ 1.01◦
4 96.91◦ 178.60◦ 0.00◦ 0.47◦
5 118.57◦ 177.78◦ 0.01◦ 0.25◦
6 103.25◦ 178.19◦ 0.00◦ 0.3◦

Fonte: Produção do autor.

Em ordem crescente de taxa de rotação e de faixa de inclinações, tem-se:

• sistema 1 - max{< Iqs >} −min{< Iqs >}S1
= 43.96◦ (Lua);

• sistema 5 - max{< Iqs >} −min{< Iqs >}S5
= 59.21◦ (Calisto);

• sistema 6 - max{< Iqs >} −min{< Iqs >}S6
= 74.94◦ (Titã);

• sistema 4 - max{< Iqs >} −min{< Iqs >}S4
= 81.69◦ (Ganimedes);

• sistema 3 - max{< Iqs >} −min{< Iqs >}S3
= 87.25◦ (Europa);

• sistema 2 - max{< Iqs >} −min{< Iqs >}S2
= 88.19◦ (Io).

Figura 5.220 - (a) Relação entre a extensão da faixa de possíveis valores de < Iqs >
(max{< Iqs >} − min{< Iqs >}) e a taxa de rotação do corpo central
(n$) para o caso retrógrado. (b) Relação entre a amplitude de curva má-
xima (max{∆Iqs}) e a taxa de rotação (n$) para o caso retrógrado.

Fonte: Produção do autor.
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Tal relacionamento entre a extensão da faixa de possíveis valores de < Iqs > e a
taxa de rotação do corpo central (n$) pode ser visualizada na Figura 5.220(a).
Para os sistemas 1, 5 e 6, os valores de < Iqs > são mais equatoriais conforme
suas respectivas rotações (Figuras 5.143(a), 5.195(a) e 5.208(a)). Ao passo que os
valores de < Iqs > dos sistemas 2, 3 e 4 englobam desde órbitas quase-polares à
quase-equatoriais (Figuras 5.156(a), 5.169(a) e 5.182(a)), vide Tabela 5.3. A beleza
e aplicabilidade dos resultados quase-heliossíncronos estão particularmente neste
ponto, dado a quantidade de inclinações quase-polares encontradas para os sistemas
de Io, Europa e Ganimedes e a importância da característica de polaridade para as
órbitas heliossíncronas. Em especial, dá-se destaque para o sistema 2. Observando a
predominância das cores azul/roxa na paleta da Figura 5.156(a), nota-se a grande
variedade de órbitas polares quase-heliossíncronas ao redor de Io, tanto mais baixas
quanto mais altas e, por consequência, com mais ou menos influência da elipticidade
equatorial C22 do corpo central (Figura 5.156(b)), em oposição ao comportamento
dos outros sistemas, cujas órbitas mais polares são mais baixas e, portanto, mais
suscetíveis à influência de C22 e as equatoriais mais altas e menos suscetíveis à ação
de C22.

Em relação às amplitudes de curva ∆Iqs, Figuras 5.143(b), 5.156(b), 5.169(b),
5.182(b), 5.195(b) e 5.208(b), quanto mais baixa ou excêntrica a órbita do satélite
artificial for, maior ∆Iqs, e se mais alta ou circular, menor ∆Iqs. O comportamento
da amplitude ∆Iqs evidencia a acentuação ou atenuação do efeito de C22 nas cur-
vas de inclinações quase-heliossíncronas quando a escolha de a0 resulta em órbitas,
respectivamente, mais próximas ou distantes do corpo central. Das Tabelas 4.4 e
5.3, nota-se, como nas amplitudes das curvas quase-críticas ∆Iqc, uma relação de
proporcionalidade entre a taxa de rotação n$ (Tabela 4.4) de cada satélite natural
e o seu respectivo valor de max{∆Iqs} (Tabela 5.3). Estes dois conjuntos de valores
possuem correlação de 0.8226 para o caso retrógrado. Excluindo a Lua da análise,
a correlação entre n$ e max{∆Iqs} é ainda mais alta 0.9985 (n$ e max{∆Iqs}
são fortemente correlacionados). Esta relação, que é de natureza linear, pode ser
visualizada na Figura 5.220(b). O comportamento destoante da Lua (outlier) é de-
vido a sua razão σ ≈ 9 ser a mais distante da condição de equilíbrio hidrostático
(σ = 10/3).

Conforme mencionado na Subseção 5.2.1, para verificar se as inclinações ótimas en-
contradas através da solução do Problema de Otimização 3 realmente cumprem o
papel para o qual foram construídas, as Equações (4.34)-(4.39) foram novamente
integradas. Por meio das curvas - - - < F3 − ∆hs > apresentadas pelas Figuras
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5.144-5.153, 5.157-5.166, 5.170-5.179, 5.183-5.192, 5.196-5.205 e 5.209-5.218, verifica-
se que h(t) varia, em média, na taxa de Sol-sincronicidade ∆hs, além de sempre ser
uma solução monótona não-crescente de circulação pura (vide Seção 4.3 e Subse-
ção 5.1.7). Também pelos mesmos gráficos, observa-se a periodicidade de i(t), cujas
amplitudes de oscilação são pequenas - nenhuma delas ultrapassando 1◦ tal qual as
soluções quase-críticas - e inversamente proporcionais aos semieixos maiores esco-
lhidos como condições iniciais, para todos os sistemas estudados. Quanto a g(t), as
Figuras 5.144-5.153, 5.157-5.166, 5.170-5.179, 5.183-5.192, 5.196-5.205 e 5.209-5.218
revelam um comportamento interessante: se i0 = Iqs(h0) for menor que a inclina-
ção quase-crítica Iqc(h0) correspondente à condição inicial (a0, e0, h0) dada, então
< g(t) > é uma função monótona não-crescente; se i0 = Iqs(h0) for igual à incli-
nação quase-crítica Iqc(h0) correspondente à condição inicial (a0, e0, h0) dada, então
< g(t) > é uma função constante e, consequentemente, a trajetória passando por
(a0, e0, h0, Iqs(h0) = Iqc(h0)) é uma órbita simultaneamente quase-heliossíncrona e
quase-crítica; por fim, se i0 = Iqs(h0) for maior que a inclinação quase-crítica Iqc(h0)
correspondente à condição inicial (a0, e0, h0) dada, então < g(t) > é uma função mo-
nótona não-decrescente. Apesar das Figuras 5.144-5.153, 5.157-5.166, 5.170-5.179,
5.183-5.192, 5.196-5.205 e 5.209-5.218 apresentarem as soluções obtidas somente
para os quatro primeiros períodos de precessão do plano orbital (ver Tabela 4.7),
elas mantêm o comportamento mostrado nas imagens, e descrito acima, para todo
instante de tempo, pela mesma razão citada na Subseção 5.1.7 para o caso quase-
crítico. Por todas estas características, fica suficientemente claro a aplicabilidade
de órbitas quase-heliossíncronas a missões espaciais, cujo destino são os satélites
planetários aqui considerados.
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6 CONCLUSÃO

Neste trabalho, o conceito de inclinações quase-críticas foi aprimorado a partir do
trabalho de Tzirti et al. (2009) e o de inclinações quase-heliossíncronas introduzido.
Ambos os conceitos tratam, respectivamente, da generalização das inclinações crítica
e heliossíncrona quando, além do achatamento (J2), considera-se também os efeitos
da elipticidade equatorial (C22) do corpo central no potencial gravitacional.

O formalismo hamiltoniano foi utilizado juntamente com as variáveis de ação-ângulo
de Delaunay (Seção 4.2). Um referencial sinódico foi definido para eliminação da de-
pendência temporal explícita da hamiltoniana correspondente à perturbação setorial
(Seções 4.1 e 4.2). As equações médias de movimento de primeira ordem foram ob-
tidas através da eliminação dos termos de curto período e seu acoplamento tratado
pela própria função hamiltoniana do sistema (Seções 4.2 e 4.4).

Definiu-se como quase-crítica a inclinação que, dada como condição inicial, faz o
argumento do pericentro permanecer constante em média (Subseção 4.5.2). Por sua
vez, como quase-heliossíncrona a que faz o plano orbital precessionar, em média,
com a mesma velocidade angular do corpo central em sua órbita ao redor do Sol
(Subseção 4.6.3).

Uma abordagem de otimização foi então aplicada para buscá-las (Subseções 4.5.3 e
4.6.4). A técnica empregada consistiu em avaliar se uma inclinação arbitrária, dada
como chute inicial, minimiza o valor absoluto da área entre as curvas descrevendo
as variações real e desejada do argumento do pericentro (cuja variação é constante).

Analogamente, para o caso quase-heliossíncrono, após a expressão de h e da con-
dição de Sol-sincronicidade ∆hs no sistema sinódico (Seção 4.2 e Subseção 4.6.2),
avaliou-se se o chute inicial dado minimiza o valor absoluto da área entre as cur-
vas descrevendo as variações real e desejada de h (cuja variação é igual à taxa de
precessão necessária para se ter uma órbita heliossíncrona: ∆hs). Os limites de inte-
gração convenientes para a minimização destas integrais foram escolhidos baseados
nas propriedades do sistema hamiltoniano médio (Seção 4.3).

As soluções dos problemas de valor inicial formados pelas equações de movimento
juntamente com as condições iniciais ótimas encontradas foram denominadas de
órbitas quase-críticas e quase-heliossíncronas, respectivamente.

As inclinações quase-críticas estão sempre na vizinhança da inclinação crítica clássica
Ic, para ambos os casos, direto e retrógrado (63.43◦ e 116.57◦). E, para cada par
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(a0, e0) fixado, as quase-heliossíncronas sempre próximas a sua respectiva inclinação
heliossíncrona clássica Is(a0, e0).

Isto mostrou que, se o acoplamento das equações for tratado corretamente, e os
conceitos de inclinações crítica e heliossíncrona devidamente generalizados à dinâ-
mica considerada, o efeito combinado do achatamento e da elipticidade equatorial é
pequeno nas inclinações, mesmo C22 tendo ordem de grandeza semelhante a J2 para
todos os corpos centrais considerados.

Para o caso quase-crítico direto, os resultados apresentados nesta dissertação são
corroborados pelos de Tzirti et al. (2009) para os sistemas comuns a ambos os
trabalhos: sistemas 1, 3 e 5. E vão na contramão dos encontrados por De Saedeleer
e Henrard (2005) e Carvalho et al. (2009) para todos os sistemas considerados. Para
o caso quase-crítico retrógrado, os resultados obtidos são inéditos (não-existentes na
literatura).

Para todos os sistemas estudados, a distância d(Iqc, Ic) é sempre pequena para todo
par (a0, e0) escolhido satisfazendo as Equações (4.68) e (4.69).

Para os sistemas de 1 a 6, os valores de < Iqc > são sempre próximos a 63.43◦ para
o caso direto e a 116.57◦ para o retrógrado, sendo a extensão da faixa dos valores
médios possíveis para as inclinações quase-críticas (max{< Iqc >} −min{< Iqc >})
menor para os corpos com rotação mais lenta (Lua, Calisto e Titã) e maior para
os de rotação mais rápida (Io, Europa e Ganimedes) para ambos os casos, direto e
retrógrado.

O comportamento das amplitudes ∆Iqc evidencia a acentuação ou atenuação do
efeito de C22 nas curvas de inclinações quase-críticas quando a escolha de a0 resulta
em órbitas, respectivamente, mais próximas ou distantes do corpo central.

Para os corpos cuja razão σ ≈ 3, i.e., Io, Europa, Ganimedes, Calisto e Titã, a
máxima amplitude de curva (max{∆Iqc}) encontrada é menor para os corpos com
rotação mais lenta (Calisto e Titã) e maior para os de rotação mais rápida (Io,
Europa e Ganimedes), indicando que rotações maiores acentuam a influência de C22

nas curvas de inclinações quase-críticas.

As inclinações ótimas encontradas através das soluções dos Problemas de Otimização
1 e 2 realmente cumprem o papel para o qual foram construídas: de fato, mantêm o
argumento do pericentro g, em média, constante em todo instante de tempo.
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Para o caso quase-heliossíncrono, os resultados alcançados também são inexistentes
na literatura, para todos os sistemas estudados, e completamente díspares ao obtido
pela tentativa de generalização feita por Carvalho et al. (2009) para o caso lunar.

Para todo par (a0, e0) escolhido satisfazendo as Equações (4.68)-(4.69) e (4.84), a
distância d(Iqs, Is) é pequena para os sistemas de 2 a 6. Para o caso lunar, d(Iqs, Is)
é incrementada à medida que a escolha de (a0, e0) resulta em inclinações heliossín-
cronas Is cada vez mais equatoriais, nenhuma delas, entretanto, ultrapassando ≈ 1◦

de diferença.

O tamanho da faixa dos possíveis valores médios de inclinações quase-heliossíncronas
(max{< Iqs >}−min{< Iqs >}) é menor para os corpos com rotação mais lenta (Lua,
Calisto e Titã) e maior para os de rotação mais rápida (Io, Europa e Ganimedes).

Para os sistemas 1, 5 e 6, os valores de < Iqs > são mais equatoriais, ao passo
que, para os sistemas 2, 3 e 4, os valores de < Iqs > englobam desde órbitas quase-
polares à quase-equatoriais. Destaca-se, principalmente, a grande quantidade de ór-
bitas quase-heliossíncronas quase-polares encontradas para os sistemas de Io, Europa
e Ganimedes.

Em particular, ao redor de Io existem órbitas polares quase-heliossíncronas tanto
mais baixas quanto mais altas e, por consequência, com mais ou menos influência
da elipticidade equatorial C22 do corpo central.

Ao redor dos outros corpos considerados, as órbitas mais polares são mais baixas e,
portanto, mais suscetíveis à influência de C22 e as equatoriais mais altas e menos
suscetíveis à ação de C22.

O comportamento das amplitudes ∆Iqs evidencia a acentuação ou atenuação do
efeito de C22 nas curvas de inclinações quase-heliossíncronas quando a escolha de a0

resulta em órbitas, respectivamente, mais próximas ou distantes do corpo central.

Para os corpos cuja razão σ ≈ 3, i.e., Io, Europa, Ganimedes, Calisto e Titã, a
máxima amplitude de curva (max{∆Iqs}) encontrada é menor para os corpos com
rotação mais lenta (Calisto e Titã) e maior para os de rotação mais rápida (Io,
Europa e Ganimedes), indicando que rotações maiores acentuam a influência de C22

nas curvas de inclinações quase-heliossíncronas.

As inclinações ótimas encontradas através da solução do Problema de Otimização
3 realmente cumprem o papel para o qual foram construídas: de fato, mantêm o
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plano orbital precessionando, em média, a taxa constante de ∆hs em todo instante
de tempo.

Por fim, as principais contribuições deixadas pela presente dissertação foram: (i) o
esclarecimento definitivo de que as inclinações crítica e heliossíncrona (e, consequen-
temente, as órbitas crítica e heliossíncrona) são fenômenos inerentes à perturbação
do achatamento ou intrínsecas às perturbações gravitacionais, cuja aplicação do
potencial nas equações de movimento resulte em apenas variação secular dos ele-
mentos angulares. Logo, qualquer tentativa de generalização destes conceitos fora
do contexto dinâmico acima descrito deve ser adequada ao modelo considerado;
(ii) o aperfeiçoamento da generalização das inclinações críticas, inicialmente pro-
posta por Tzirti et al. (2009), e a generalização das inclinações heliossíncronas para
quando o achatamento (J2) e a elipticidade equatorial (C22) do corpo central são
considerados no potencial gravitacional, dando origem às definições das inclinações
quase-críticas e quase-heliossíncronas e, consequentemente, das órbitas quase-críticas
e quase-heliossíncronas; (iii) a utilização de ferramentas de otimização, usualmente
não aplicadas em astrodinâmica para problemas de teoria de perturbações; (iv)
a obtenção de inúmeras condições iniciais interessantes para missões espaciais ao
redor de satélites planetários de razão σ pequena, as quais cumprem, por constru-
ção, seus respectivos papéis de manterem o argumento do pericentro g, em média,
constante e o plano orbital precessionando, também em média, a taxa constante
de Sol-sincronicidade ∆hs para todo instante de tempo; (v) e, finalmente, a des-
mistificação da alta influência da elipticidade equatorial nas inclinações críticas e
heliossíncronas de veículos espaciais orbitando satélites planetários de razão σ pe-
quena, noção principalmente apontada pelo trabalho de De Saedeleer e Henrard
(2005).
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