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RESUMO

Neste trabalho apresentamos alguns resultados do
modelo de acumulagEO de Capital desenvolvido por Dorfman, Sa

muelson e Solow (1958), aqui chamado DOSSO.

Discutimos a taxa de crescimento otimo, o raiode
Von Neumann, problema de estabilidade e o "Turnpike". Ha muitas
provas da existéncia do Teorema de Convergéncia do "Turnpike"
na literatura economica. Contudo, parece que nenhuma delas e

suficientemente relacionada com a formulagao original do modelo.

A nossa prova e suficientemente relacionada ao
modelo original e em muitos aspectos lembra Radner (1961). En
tretanto, adicionamos novos elementos e fizemos certas modifi

cagoes para adapta-las ao modelo DOSSO.
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1. INTRODUGAO

CNPq

Neste trabalho mostramos o modelo de acumulagao

de capital, desenvolvido por Dorfman,Samuelson e Solow (1958),

aqui chamado de DOSSO. Eles estao interessados nas proprieda-

des de trajetorias que,partindo de condigoes especificadas,

sao eficientes em relagao a um intervalo de tempo finito e es

pecificado. Essas trajetorias geraram a celebrada conjetura

do "turnpike", primeiro indicada por DOSSO. Afirma-se que,

se

o horizonte de planejamento e suficientemente longo, a tecno-

logia constante, a trajetoria de consumo e o estoque inicial

de capital especificados e se o objetivo € maximizar alguma

fungao do estoque terminal de capital, entao a trajetoria

que

leva a este objetivo estara situada perto da trajetoriade mais

rapido crescimento balanceado na maior parte do horizonte

de planejamento.

0 autor agradece ao Professor John Craven da Universidade

de

Kent por criticas e sugestoes. Tambem agradece ao Professor
Michio Morishima da "The London School of Economics" por co-
mentarios. O texto foi lido pelo Dr. Derli C. Machado da Sil-
va, o qual apresentou uteis sugestoes. E claro que apenas o

autor e responsavel por possiveis falhas existentes,



Discutimos a taxa otima de crescimento, o
raio de von Neumann,a estabilidade e o "turnpike'".Existem mui
tas provas da existencia do "turnpike",na literatura, mas pare
ce que nenhuma delas e exatamente relacionada com a formula -
950 original do modelo de D0SSO; assim fornecemos uma prova
do teorema do turnpike" bastante relacionada com o modelo ori
ginal. A prova lembra a de Radner (1961) em muitos aspec
tos,mas & necessario fazer algumas modificagoes e adigoes pa-

ra adapta-la ao modelo de D0SSO.

2., 0 MODELO BASICO DE DOSSO

Seja x(t) o vetor n-dimensional do produto doméi
tico bruto produzido durante o periodo t. A(t) € amatriz (nxn),
semipositiva e indecomponivel, onde os coeficientes tecnologi-
cos aij(t) mostram a quantidade do bem i necessaria para pro-
duzir uma unidade do bem j no periodo t. A(t) reflete tecnolo
gia, pregos relativos, grau de integragao das plantas e compo
sigao interna dos setores. Admite-se que existe retorno cons-
tante de escala mas nao ha produgao conjunta. Supoe-se que
A(t) satisfaga a condigao de Hawkins-Simon (1949).

B(t) e uma matriz n-dimensional e semipositiva
dos coeficientes de capital. Um elemento tipico bij(t) indica
a quantidade do bem i,necessaria como capital por unidade de
produto do setor j,no periodo t. O indice t indica que os coe
ficientes podem mudar no tempo mas,durante o horizonte de
planejamento, supoe-se estabilidade dos coeficientes das matri
zes A(t) e B(t) sendo portanto negligenciado o indicador do

tempo.

s(t) € um vetor n-dimensional que indica os esto



ques de capital, sendo si(t) o estoque total de capital, do ti
po i,disponivel no fim do periodo t para proporcionar o produ
to bruto do proximo periodo. y(t) e o vetor n-dimensional que
indica a demanda final e incorpora consumo c(t) e investimen-
to As(t), admitindo que nao haja depreciacao.

Se e permitida capacidade ociosa de estoque de
capital tem-se a formulagao de DOSSO das restrigoes impostas

(1)

a economia.

Bx(t) S s(t-1) (2.1)

E importante notar que o modelo supSe heteroge -
neidade em relagao aos estoques de capital e completa mobili-
dade dps estoques de ecapital entre diferentes setores. A ﬁlti
ma hipotese e obviamente forte ja que transferencia de capi-
tal de um setor para outro e frequentemente impraticavel.

Do modelo de insumo-produto sabemos que:

=il

x(t) = (I-A) y(t) (2.2)
onde por definigao:

y(t) = c(t) + As(t) (2.3)
(1) Por conveniencia definimos s(t) como vetor dos estoques

de capital no fim do periodo t, mas DOSSO nao deixa claro
o tempo de medlgao. Na formulagao de DOSSO em vez de(2 1)
temos Bx(t) £ s(t). A dlferenga e apenas de notagao entre
fim de um periodo e inicio do proximo. Isto nao constitui
uma defasagem.



Segue das relagoes acima que:

B*c(t) + B*As(t) = s(t-1) (2.4)

onde l?»(I-A)-1 = B* & a matriz de requerimento bruto de capi-

tal e (2.4) e chamada aqui de "restrigao fundamental". A rela

gao recursiva:
s(t) = s(t-1) + As(t) (2.5)

fornece a ligagﬁo entre estoques em pef{odos subsequentes.
Suponha que planejamos para t periodos e que o
objetivo e acumular tanto capital quanto possivel durante o
periodo de planejamento. Dada a estrutura recursiva do proces
so de produgao,no qual os estoques de bens de capital no perfg
do t, ajudam a determinar os estoques de capital no periodo
(t+1), para qualquer t necessitamos encontrar a'condi;Eo’ que
deve ser satisfeita pela trajetoria dos estoques e capital no
tempo, tal que seja intertemporalmente eficiente.(l)
DOSSO mostrou que, numa estrutura recursiva se u-
ma trajetoria & eficiente existe um vetor de pregos p(t) (com

(2)

t = 1,2,...,T) tal que o processo de produgao satisfaz:

p(t-1)s(t-1)-p(t)s(t)=0 e p(t)s(t)-p(t+l)s(t+1)=0 (2.6)

(1) Uma trajetoria intertemporalmente eficiente para um hori-
zonte T pode ser definida como uma trajetoria s(t) (com
t=] ,2,.:.,T) tal que para uma dada estrutura s(0) do esto
que de capital e uma trajetoria de consumo no tempo c(t),
nao existe qualquer outra traJetorla s'(t) satisfazendo a
mesma restrigao que exibiria s'(T)Zs(T).

(2) Em DOSSO, p. 322, temos uma formulagao mais elaborada.Para
nosso proposito (2.6) e suficiente. Chakravarty (1969) mos
tra porque essa condigao se realiza. Ele usa o teorema de
hiperplanos suportantes a todo ponto limite de um conjun-
to convexo fechado com estrutura recursiva de processo de
producao no qual os estoques de capital em qualquer perlo
do ajudam a determinar os estoques de capital do periodo
seguinte (p. 175).



0 modelo DOSSO de programagao linear que busca a

acumulagao de capital, @ apresentado na forma:

Max Z = ks(T)
sujeito a: B*As(t) S s(t-1) - B¥*c(t) (2.7)

As(t) 2 0 pars el 2 . .0q,T

onde s(0) e ec(t) sao dados e Asi(t) & o produto de bens do se
tor i usados como investimento, i.e., aumento do estoque de
bens de eapital do tipo ij; k & um vetor (lxn) nao negativo ,que
caracteriza a preferencia em relacao aos tipos de capital. Es
te @ um programa "bloco-triangular'" e nao permite descapitali
zacao. As variaveis duais do modelo sao interpretadas como
"shadow prices" ou precos sombza dos estoques de capital nos

diferentes periodos.

3. TAXA OTIMA DE CRESCIMENTO, ESTABILIDADE E "TURNPIKE"

Se substituirmos a igualdade por desigualdade na
restrigao fundamental (2.4) e admitirmos o caso Malthus-von
Neumann no qual todo consumo acima da subsistencia e zero ,
i.e., o fluxo de servigos do trabalhador e produzido por um
insumo de bens e pode ser tratado como qualquer outro estoque
de capital, existe uma e apenas uma configuragao do estoque i
nicial que permitira crescimento em todos os setores a uma
taxa constante, sem capacidade ociosa. Esta taxa positiva de
crescimento equilibrado € a maior que o sistema e capaz de a-
tingir e € fornecida a partir do maior autovalor de B* (auto-
valor predominante). Esse autovalor 2 chamado "raiz de Frobenius"

e o inverso fornece a taxa maxima de crescimento equilibrado

(taxa de von Neumann).0 autovetor associado a raiz de Frobenius



tem todos os .elementos’ positivos e ~ fornece o'raio
de von Neumann".(l) Qualquer configuragao inicial da estrutura
de capital, que seja proporcional ao autovetor mencionado, con-
tinuara a crescer na mesma proporgzo,a taxa de von Neumann, e
nenhuma outra configuracao inicial podera ser perpetuada ata
xa acima. Isto & mostrado por DOSSO (p. 297, rodape) e, mesmo
antes, por von Neumann (1937).(2) E claro que essa estrutura
particular do estoque de inicial de capital ¢ improvavel de o
correr. Contudo o conceito de "turnpike" assegura que mesmo
se a configuracao inicial nao é adequada, dada uma tecnologia
constante, trajetoria especificada do consumo e o objetivo de
maximizar o tamanho do estoque de capital tendo uma estrutura
final especificada, entao a trajetoria de crescimento eficien
te estara perto da trajetoria de von Neumann durante a maior
parte do periodo de planejamento. Deve ser enfatizado que o
teorema do "turnpike" diz respeito a programas de crescimento
a longo prazo (mas finitos) e a proporcao do tempo gasto na
vizinhanga do raio de von Neumann aumenta com 0 tamanho do pla

nol

(1) Se B* & uma matriz, nao negativa e indecomponivel o autove
tor x* associado 3 raiz de Frobenius, §% & unico (exceto
por um escalar multiplo); isto é,se y* e um autovetor as-
sociado a 6% entao y*=0x* para algum escalar positivo © .
Para prova, ver Takayama (1974) p. 374.

(2) 0 artigo original de von Neumann foi publicado em 1937 e
sua versao em ingles foi publicada em 1946. A prova esta
baseada no teorema do ponto fixo de Brower e assim requer
tratamento topologico. Provas mais simples foram apresen-
tadas por Gale (1956) e Karlin (1959). As condigoes origi
nais do modelo foram primeiramente relaxadas por Kemeny ,
Morgenstern e Tompson (1956).



Para clarificar o conceito de "turnpike" & qtil
comentar as duas maiores caracterIsticas do resultado:

a) Existe um movimento da trajetoria otima da es
trutura inicial dos estoques de capital, em diregao a taxa mé
xima de crescimento equilibrado ou frajetSria de von Neumann;

b) Existe uma tendéncia da trajetdria otima dis
pender uma crescente proporcao do tempo na vizinhanga da traje
toria de von Neumann, quando o tamanho do horizonte de planeja
mento aumenta.

DOSSO apresenta tres modelos de acumulagao de ca
pital formulados em termos de programagao linear, equacgoes de
diferencas finitas e calculo variacional. DOSSO ainda indica
que os tres apresentariam o "turnpike". Contudo, como Morishi
ma (1964) mostra: "Exceto para o modelo de programacao linear,
os autores linearizaram os sistemas expandindo-os pela serie
de Taylor em redor do raio de von Neumann, mantendo apenas 08
termos lineares ... Se os autores tivessem linearizado de for
ma correta, eles apenas teriam obtido o teorema do "turnpike"
em casos especiais ..." (pp. 154-156, traducao nossa).

Morishima tambem indica que mesmo a abordagem
usando programagao linear nao e livre de excessoes. Essas sao
chamadas de "casos ciclicos". E interessante notar que DOSSO
na verdade nao produziram uma prova completa do "turnpike".
Eles apenas fornmeceram um esbogo da prova e, mesmo assim, o es
bogo envolvendo programagao linear diz respeito apenas ao con
ceito de que, a longo prazo, todas as trajetorias eficientes
se aproximam da trajetoria de maximo crescimento equilibrado.

Apbos a publicagao do livro de DOSSO alguns teore

mas do "turnpike" foram determinados por autores como Radner

(1961), Furuya e Inada (1962), Morishima (1964), Inada (1964),



Winter (1967). Koopmans (1964) tambem forneceu uma engenhosa
prova geometrica do teorema de von Neumann e um sumario da 1i
teratura do "turnpike'". Nenhuma dessas provas esta suficiente
mente ligada a formulagao original de DOSSO, o que justifica

nosso trabalho de procurar tal prova.

4. ALGUMAS DEFINICOES PRELIMINARES

Para expor nossa prova do "turnpike" @ necessa-
rio definir uma medida de distancia entre dois vetores. Devi-
do aos retornos constantes de escala,a distancia Euclidiana
nao serve para nosso proposito,uma vez que essa medida nao re
flete diferencas qualitativas ou composicionais, e pretendemos
medir a distancia entre um dado vetor e o vetor das propor -~
coes de von Neumann. Radner (1961) usou a "distancia angu -
lar"(l) mas essa medida nao apresenta interpretagao economi-
ca. Nesse trabalho usaremos uma medida que satisfaz, entre ou

(2)

tras coisas,ao requerimento da interpretagcao economica .An
tes de introduzir essa medida, € util notar que quando c=0=pro

duto 1iquido igual a investimento, i.e., y=As. Usando essa no

tagao simplificada podemos expor a medida utilizada.

(1) A d15tanc1a angular entre dois vetores nao- -nulos e dada
pela distancia Euclldlana, entre suas pro;egoes radiais
sobre a esfera unitaria.

(2) Agradego ao Prof. John Craven pela idéia. Essa abordagem
& discutida mais exaustivamente em Teixeira (1975).



Para qualquer vetor do produto y, seja g(y) a ma
xima taxa possivel de crescimento equilibrado, i rie

g(y) = max [g/y gly = gB*y] (4.1)

Chamemos S(g) o conjunto de vetores do produto

-

que podem crescer no minimo 4 taxa g, l.8.,:

s(g) = [ylv > 0, gly) > g ] (4.2)

Por conveniséncia, vamos descrever a trajetoriada
solugao otima (os valores das variaveis) com um superescrito
(o) e, com o superescrito (+), os valores das variaveis sobre
a trajetoria de von Neumann. Algumas proposigoes sobre os con
juntos S(g) podem ser expostos:

<+
=8

b) s(g) C_ s(g') para g > g'

a) S(g) e convexa para g

c) S(g+) sao vetores nas proporgaes de von
Neumann.
Portanto, quando g aborda g+, os conjuntos S(g) "se fecham" so
bre a trajetoria de von Neumann. PoderTamos analisar o"turnpike"
usando a formulagﬁo apresentada em (2.8); contudo parece ser
interessante formular um modelo ligeiramente diferente e mo s
trar que qualquer propriedade geral da trajetoria de solucao,

na nova formulacao, se aplicara a trajetoria da solugao do mo

delo D0SSO, assim, tambeém, como a outros modelos, cuja fungao

objetivo pertence 3 classe das funcoes mais gerais, na forma
f[s(T)], assegurado que f ¢ uma funcao monotonicamente cres
cente.

0 método, que pretendemos usar, como plano geral

procura a maior possivel das acumulagoes e leva em conside



= i0r=

ragao o estoque inicial de capital, s(0), dado historicamen -
te. A meta pode ser colocada da seguinte forma: dado o hori -
zonte de T periodos iguais, a economia necessita acumular esto
ques de capital ao fim do periodo terminal s(T), que sejam tan-
tos mUltiplos auanto possiveis de um dado vetor u, atraves de u-

ma sequencia de atividades viaveis. 0 modelo pode ser indica-

do na forma:

Max A
sujeito a: s(T) Z Au
B*As(t) S s(t-1) (4.3)

s(0) e dado e As(t)Z0, t=1,2,...,

Vamos examinar as propriedades da trajetoria, que
soluciona o problema da acumulagao otima, em relagao com a tra
jetoria de von Neumann e procura estudar,particularmente, o
que ocorre com a solugao otima quando o numero de periodos au

menta. O modelo (4.3) pode ser escrito na forma:

Max A \

s(T) 2 )u

s(t) 2 B*as(t), t =20, 1, 2, ..., T-1 } (4.4)
s(t) = s(t-1) + As(t-1), t =2, 3, ..., T

As(t) 2z O e s(t) 2 0 para todo t.

Provaremos que o modelo (4.4) mostra uma trajeto
ria otima, que atende as propriedades do "turnpike". Para fa-
zer isso analisamos o desenvolvimento, periodo por periodo,da

solucao otima. A estrategia para a prova fica facilitada quan



- 11 -

do notamos que o valor presente dos estoques g avaliado ao© pre
+ * :

go p e taxa de desconto r , fornecida pela taxa de lucro (ou

. . . +

juros) associada com a taxa de crescilmento de von Neumann, g

(como Radner, 1961). Uma vez que admitimos que a trajetoria de

von Neumann e unica (1) e irredut{vel,segue—sequer+= g+. Esse
resultado foi provado por Kemeny, Morgenstern e Thompson
(1956), Karlin (1959) e Gale (1960), entre outros. Uma vez

estabelecido esse resultado, podemos garantir que, para qual

quer trajetoria possivel:

wit) = pra(e) ey 7" (4.5)

Essa expressao e o valor descontado dos estoques de capital

no tempo t. Assim:

w(0) = p+s(0) (4.6)

Como precisamos permitir diferengas entre s(T) e

Au no periodo terminal, definimos:

w(T) = pts(T)(1+rh) 7T (4.7)

=T

w(T) kp+u (1+r+)

(4.8)

(1) Admltlndo que B* e uma matrlz p051t1va o autovalor predo
minante & unico e, por decorrenc1a também o & a trajetoria
de von Neumann. Como B* & matriz p031t1va fica claro que
e, tambem, irredutivel ou indecomponivel, uma vez que 0 prgo
blema da reducibilidade apenas aparece em matrizes nao ne
gativas.
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onde (4.7) esta associada com s(T) e (4.8) com Au.
+ + . -T -

Sabemos que p u(l+r ) e o mesmo para toda tra-
jetoria viavel; assim, fica claro que o problema de otimizagao,
que precisamos resolver consiste na maximiZagao de w(t), sujei
to ao conjunto de restrigoes (4.4). Vamos considerar a traje-
toria "straight-down the turnpike", que & viavel a partir de um
estoque inicial de bens, dados pelo vetor s(0), onde todas as

(1)

componentes sao positivas, i.e., s(0) > 0. A partir desse
estoque, apenas & deixado ocioso o suficiente para permitir a
economia crescer nas proporgoes de von Neumann. Para caracte-

rizar melhor nosso "straight-down the turnpike" mostramos )

diagrama

Sz(t)ﬂ g

77 5(0)

5 Sl(t)
fig. I

Como estamos interessados em crescimento equili-
brado podemos desprezar a data de As e, entao, investigar o se-
guinte problema de crescimento economico:

Encontrar um o positivo que e o escalar maximo

?

sujeito as restrigoes:

g+czB*s+ < 810 (4.9)
(1) Note que embora Radner (1961) nao utilize a expressao
"straight-down the turnpike" o conceito esta explicito

em sua prova do teorema (p. 283).



- 13 -

i~ . + - 3

Por conveniencia s & '"normalizado" de forma que
+ + + + - .
g p B*s =1, Como g e a taxa de von Neumann de crescimento e-

. - - . - -

quilibrado, fica claro que a economla crescera dquela taxa,
durante T periodos, e o valor final de A e dado pelo nimero ma
ximo de cestas em proporgao com o que pode ser obtido,a par-
tir do estoque de bens dado pelo vetor s(T), no periodo termi=

nal. Assim temos:
+ I + +
s(T) = g (1+g') as +(s(0)-ag B*s ) (4.10)
+ - . )
0 termo (s(0) - ag B*s') & o excedente de bens deixado ocioso
no periodo inicial.
- = -y 3 < + +
Se B &6 o escalar maximo satisfazendo Bu=g s , po~
de ser provado que o valor de X sobre a trajetoria viavel se-
ra, no mfnimo,a8(1+g+)T. Assim, o estoque final sera, no minimo,
+
aB(l+g )Tu e portanto:
w(T) Z afp u (4.11)
Como ag+s+is(0), Buig+s+ e p+>0, temos:
+ +
aBp u < p s(0) (4.12)

w(T) - w(0) < 0 (4.13)

5. PROVA DO TEOREMA DO "TURNPIKE"

A trajetoria otima de qualquer modelo, & otima mo
sentido de que ela tem um desempenho TNO minimo tao bom quan
to qualquer trajetoria viavel. Dado um horizonte de planeja -

mento de T periodos parece obvio que dividamos uma trajetoria



_1[‘_

viavel em duas partes,no tipo de modelo que estamos tratando:
a) existe capacidade ociosa,
b) nao existe capacidade ociosa.

Dado um periodo do tipo (a), a mudangca do valor

presente dos estoques e dado por:
p (1er ) T [(1ar)s%(6) -6 % (4 1)] (5.1)
Por definigao s(t+1) = s(t) + As(t+1l), assim
s®(t+1) = s%(t) + As®(t+1) (5.2)

Substituindo (5.2) em (5.1) e cancelando as com-

ponentes apropriadas temos:
- +,.-(t+1l) + o o
p (l+r ) [t s%(t)-as°(t+1)] (5.3)

como:

B*As®(t+1) £ s°(t) (5.4)
Portanto a mudanga no valor dos estoques e no minimo:
ot (Lar) ") (Ppaa1)as®(e1) (5.5)

Como sabemos, nenhuma atividade tem luero super-
+ + .
normal aos pregos p e taxa de lucro r , assim
+ + [s] > - -
p (r B¥*-I)As (t+1)=0, Portanto concluimos que, num periodo on-
de existe capacidade ociosa, wo(t)—wo(t+1)>0, i.e., ha uma que

da do valor presente dos estoques no periodo.
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. * = -
Consideremos, agora,um periodo no qual nao ha ca-

pacidade ociosa., Se isto ocorre em vez de (5.4) temos:
B*as®(t) = s°(t) (5.6 )

Nesse caso aos pregos p+ e lucro r  temos p+(r+B*—I)As°(t) =0,
o que significa que o valor presente dos estoques permanece
constante.

Consideremos,agora, 0S periodos onde existe capa-
cidade ociosa, que estao "distantes" do raio de von Neumann.Po
demos fixar um significado matematico rigoroso a esse concei-

to, que fornecera uma base precisa a nossa prova, i.e.,
o +
glas (t)] # g - € para algum ¢ > 0

Para todos os periodos desse tipo podemos definir a expressao:

wo(t) - wo(t+l) ; £ 5 ¢

(5.7)
wo(t)

Isto e verdade porque tanto o numerador quanto © denominador
sao estritamente positivos; assim existe um limite inferior
para o valor de (5.7). Portanto, em cada desses periodos onde

exista capacidade ociosa temos:
wo(t+1)/w’(t) 51 - & (5.8)

Suponhamos, agora, que existian T'<T periodos desse

(1)

tipo. Como

W©(T) /w®(0) § (1-8)T (5.9)

(1) A expressao (5.9), sera uma desigualdade estrita somente
em dois casos:

a) se tambem ha perda de valor em qualquer outro periodo,

b) se para alguns periodos a redugcao do valor presente de
(5.7) e maior que 6.



segue—-se que:

“D(T o )
v (@ vt (5.10)
w®(0) w (0)

Como vimos, no argumento apresentado na segEo anterior, para

"straight-down the turnpike", o limitante inferior para a ra-

zao w(T)/w(0) e dado por:

W(T) _ aBp'u
w(0) p s(0)

(5.11)

De (5.9) e (5.10) temos:

' 0 —Q L <
(1-6)T . w (T) | w (T) > aEp U _ oo (5.12)
w®(0) wC (0) p s(0)

Aplicando logaritmos temos:
T'log(l-8) > log © (5.13)

De (5.7) temos 0<&<l e portanto 0<(1-8) < 1, assim log(1-68)<0

g segue—se que:

' log ©
T < 'rog_%_l-—ﬂ_ (5.1&)

Assim, fica provado que o numero de periodos, que
apresentam capacidade ociosa e sao'distantes" da trajetoria de
von Neumann, tem um limitante superior, que &€ independente de T.

-~ + -
Como sabemos que os parametros o, B, §, u, s(0) e p mnao va-
- 38} - - -
riam com T, segue-se¢ que quanto maior for o numero de periodos T,

uma proporgao maior v dos periodos estarao "perto" da trajetd
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L
ria de von Neumann e v = 1- %? .

Agora discutimos a segunda possibilidade, i.&. ,
0 comportamento da trajetdria otima,nos perfodos onde nao e-
xiste capacidade ociosa. Nesse caso podemos,ter diferentes ti
pos de comportamento,

Caso (a): O modelo & relativamente instavel,i,e.,

——
a solugao tendera a se afastar da trajetoria de von Neumann
nos periodos onde nao exista capacidade ociosa, mas, para pre-
servar a viabilidade, deve entao existir um periodo no qual
nao haja capacidade ociosa. Assim, podemos garantir que exis-
tem, no maximo T' periodos sucessivos em que a trajetoria sem

. . . +

capacidade ociosa pode deslocar-se pPara o exterior de S(g -e).
Existe, também,um limitante superior para o nimero de periodos
" . -, . +
T, tal que a trajetoria pode permanecer no exterior de S(g -¢e)
e ainda assim reter a viabilidade. Seguem-se que a trajetoria oti

" fora " de

ma completa de acumulagao de capital permanecera
s(gh-¢) Para,no maximo,T'(T"+1) periodos e,alem disso, T'(T"+1)
€ independente de T.

Caso (b): O modelo & relativamente instavel. Se
olharmos o plano ao longo da trajetoria otima, no sentido con-
trario (da frente para tras), o argumento do caso (a) podera
ser tambeéem aplicado neste caso.

Caso (c): Este constitui a chamada "excecao ci -
clica", ja mencionada na secao 3, Nesse caso, o modelo, sem ca-
pacidade ociosa, oscilara ao redor da trajetoria de von Neumann
e as oscilagoes podem continuar indefinidamente sem violar as
restrigoes de nao negatividade. Nao existe portanto limite pa
ra o numero de periodos gastos no exterior de S(g+—e). Contu-

do, as possiveis excegoes ciclicas nao parecem ser plausiveis

no mundo real. No modelo de DOSSO essa excegao apenas ocorre-
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. 1 :
ra se a "raiz de von Neumann", (1+—), for o maior autovalor da
1 5"
matriz [I+(B*) "] e existir um outro autovalor igual em modu-
lo; o fenomeno também ocorrera se a 'raiz de von Neumann",
1 oy -1 .
(1 + —), for o menor autovalor de [1+(B*) ] e existir algum
5%
outro autovalor igual em modulo.

Tendo em vista a discussao apresentada podemos a

gora enunciar o teorema do "turnpike":

A trajetoria otima para (4.3) ou, na forma mais
geral (4.4), se comportara de tal modo que, exceto para um nu
mero de periodos independente de T, mas dependente de € > 0,
g[Aso(t)] 2 g+—e e As®(t) estara na vizinhanga das propor-
goes dadas pelo raio de von Neumann As+, com excegao do caso

- .
ciclico.

Para completar esta segao indicamos, novamente,
que podemos ter fungoes objetivas mais gerais,na forma f[s(T)].
Uma condigEo para usar o argumento, apresentado na prova do teo
rema do "turnpike", & que essas fungoes objetivas necessitam
ser monotonicamente crescentes em relagao a alguma componente
de s(T). Como ks(T) satisfaz essa condigao, fica claro que o
modelo de DOSSO apresenta o "turnpike" e que a estrategia usa

da para prova-lo & adequada.

6. CONCLUSOES

0 propasito deste trabalho foi mostrar uma prova
alternativa do teorema de convergencia do "turnpike'" como con

jeturado por DOSSO.
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Nossa prova e suficientemente relacionada com o
trabalho original, o que a torna interessante, e tambem & com
pleta,no sentido de que consideramos qualquer configuragao i-
nicial da estrutura de capital (tanto o caso em que o vetor e
proporcional ao raio de von Neumann, como 0 caso em que tal
nao ocorre). Consideramos a trajetoria viavel de acumulagao
de capital,nos casos em queexistee em gue nao existe. capacidade o
ciosa,e mostramos nao sO que a trajetoria otima estara na vi-
zinhanga do raio de von Neumann (exceto no caso ciclico) como,
tambem, que existe uma tendencia da trajetoria otima para per-
manecer uma proporgao crescente do tempo de planejamento na
vizinhanga da trajetoria de von Neumann, quando expandimos o
horizonte de planejamento. £ claro que existem outras provas
da convergencia mas, nenhuma delas, pelo que pesquisamos,& tao
relacionada com a formulagao original de DOSSO. Alem disso, a
prova é elegante,do ponto de vista formal, e, tambem valida pa-
ra fungoes objetivo mais gerais, desde que sejam monotonica -
mente crescentes.

Acreditamos que a procura do "turnpike" tem rele
vancia uma vez que, se a trajetoria otima da acumulagao de ca
pital for do tipo "turnpike", podemos estar razoavelmente se-
guros da existéncia de uma estratégia de crescimento equili-
brado,satisfatoria numa variedade de situagoes. Uma tarefa in
teressante consiste em testar empiricamente o modelo de DOSSO
e extensoes. 1Isso foi parcialmente feito em Teixeira (1970)
e (1975). Contudo, essa e uma pesquisa,de certa forma, diferen
te e nao necessariamente relacionada com os aspectos teoricos

que foram discutidos nesse trabalho.



- D0 =

BIBLIOFRAPHY

Chakravarty, S., "Capital and Development Planning",

M.I.T. Press, Cambridge, Massachusetts,

1969.
Dorfman, R., "Linear Programming and Economic
Samuelson, P.A., Analysis, McGraw-Hill, 1958.
and Solow, R.M.,
Furuya, H., "Balanced Growth in Intertemporal
and Inada, K., Efficiency in Capital Accumulation",

International Economic Review, 1962,

Gale, D., "The Closed Linear Model of Production"
in "Linear Inequalities and Related
Systems", ed. by Kuhn, H.W. and Tucker,

A.W., Princeton University Press, 1956,

Hawkins, D., "Note: Some Conditions of Macro-Economic
and Simon, H.A., Stability", Econometrica, 1949.
Inada, K., "Some Structural Characteristics of

Turnpike Theorems", Review of Economic

Studies, 1964.

Karlin, S., "Mathematical Methods and Theory in

Games, Programming, and Economics",

Addison-Wesley, 1959.



Kemeny, J.

G,

Morgenstermn, O.,

and Thompson, J.L.,

Koopmans,

McKensie,

Morishima,

T.C.

T 5s 5

M.,

Von Neumann, J.,

Radner, R.

Teixeira,

]

J.R.,

T e

"A Generalization of the von Neumann
Model of an Expanding Economy", Econo

metrica, 1956.

"Economic Growth at a Maximal Rate",

Quartely Journal of Economics, 1964.

"The Dorfman - Samuelson and Solow
Turnpike Theorem'", International

Economics Review, 1963.

"Equilibrium, Stability and Growth",

Oxford University Press, 1964,

"A Model of General Economics
Equilibrium", Review of Economics
Studies, 1945-6.

(Translated from German 1937).

"Paths of Economic Growth that are
Optimal with Regard only to Final

States", Review of Economic Studies,

1961.

"Uma aplicacao de Programagao Linear

a Determinagao de Trajetorias de Acu

mulacao de Capital: Aplicacao ao caso

Brasileiro." Tese de Mestrado, ITA;

Julho = 1970.



Teixeira,

Takayama, A.,

Winter,

S.E.

J.R.,

JT,

- 22 -

"Optimization Problem of Capital
Accumulation: An Extended DOSS0O Model
and its Application to Brasil". Tese
de Doutoramento, University of Kent,

Inglaterra; Setembro - 1975,

"Mathematical Economics", The Dryden

Press, 1974,

"Some Properties of the Closed
Technology and the Straight-Down-The
Turnpike Theorem", Review of Economic

Studies, 1967.



