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1 - INTRODUGAO

Em diversos tipos de problemas praticos tem-se a situa
cao em que e necessario estimar uma dada matriz a partir de outra le
vando em consideracao algumas formas de restricoes. Esse assunto & de
grande relevancia no caso da chamada "atualizagao" ou "modernizacao"
de matrizes dos coeficientes tecnologicos de produgdao, que caracteri
zam relagoes teécnicas entre setores de uma economia. Contudo, o proble
ma de atualizacao de dados, exigindo certa relacao entre matrizes, €
mais geral e tem aplicacao em estudos de trafico, modelos demograficos
e, de modo geral, em problemas de alocacao, onde existe dificuldade de
informagao atualizada e confiavel.

Assim, fica claro que o problema de "atualizar" ou "mo
dernizar" uma matriz de coeficientes tecnologicos e um caso  importan
te, mas particular, do problema eni que, dada uma matriz quadrada, nao-
negativa, de ordem n, deseja-se estimar uma outra, tambem nao-negativa
e de mesma ordem, sujeita a um conjunto de restricoes lineares. Essa
forma de apresentar o problema e mais geral e, no caso de utilizar-se
uma funcao objetivo, tem-se claramente um problema de otimizacgao.

Em essencia, necessita-se estimar uma matriz onde os to
tais das linhas e colunas sao prescritos, o que levou Bacharach (1970)
a adotar o "constrained matrix problem" para esse tipo de problema. Se
a formulagao tambem exige a nao-negatividade das estimativas e a  fun
cao objetivo e trocada por certa proporcionalidade a uma dada matriz
nao-negativa, tem-se o chamado "biproportional constrained matrix
problem" que corresponde, no caso da atualizagao de matrizes de  insu
mo-produto, ao que Stone (1962) chamou de "Metodo RAS".

Esse metodo de atualizagao, no qual nao se necessita de
uma funcao objetivo, teve grande aceitacao na decada de 60 por ofere
cer resultados pragmaticamente aceitaveis e exigir, menos elaboracao,
em termos de programagao em computador, do que uma abordagem otimiza
dora. Alem disso deve-se levar em consideracao que os problemas de



atualizacao de matrizes de grande porte (nimero de setores > 15) exigem

técnicas especiais de computacdo, para contornar a Timitagcao de memoria
dos computadores existentes e ter-se um tempo de computacao aceitavel.

A situacao moderna & claramente mais animadora, paraaque
les preocupados com metodos de otimizacao. Experiencias de Nijkamp e
Pealinck (1974), Teixeira e Silva (1977) mostram que e dificil distin
guir vantagem comparativa confrontando os resultados utilizando "Me
todo RAS" e "Programacao Quadratica". Também € citado, nos mesmos tra
balhos que o uso de Programacao Linear para resolver o problema, quan
do a norma retilinea € utilizada como fungdo objetivo, e leva a resul
tados menos aceitaveis do que os decorrentes da "Programagao Quadrati

ca". Contudo essa conclusao necessita de uma justificativa analitica
mais adequada, dai a motivacao inicial deste trabalho. Diversos tipos
alternativos de funcao objetivo sdao utilizados sujeitos ao mesmo con
Junto de restricoes lineares, e um estudo comparativo & realizado en
tre estes tipos.Fungoes objetivos onde os desvios estao na forma das
Normas Retilinea e Tchebycheff e do quadrado da Norma Euclidiana sao
utilizadas. Transformacoes e particularidades de alguns dos problemas,
alem de técnicas computacionais e rotinas para sua solucao em computa
dor sao analisados. Lemas sao introduzidos tendo em vista fortalecer
pontos do argumento, assim como corolarios relevantes. Um dos aspectos
mais interessantes do trabalho parece ser o estudo do "pacote" rela
cionando aspectos teoricos com pragmaticos, para contribuir na delimi
tacao e solucao de um problema de interesse imediato.

2 - DESCRIGAO DO PROBLEMA

Dada a matriz quadrada B, cujos elementos bij 0, 1 =
T,..05n3 3 = 1,...,n, deseja-se estimar uma natriz quadrada = A(n x n)
sujeita a um conjuntos de restricoes de certo tipo, segundo certas fun

coes objetivo.

O problema geral pode ser descrito formalmente como



Note que se yj < xj, g =1

(P1.3), 0 = a%. = 1.

1

»N entao por (P1.2) e

Duas especies de fungao objetivo (soma e max) e dois ti

pos de desvios serao discutidos.

A Tabela 1 descreve as funcoes objetivo a serem

minimi

zadas. Todas as fungOes sao (estritamente) convexas.

TABELA 1

TIPOS DE FUNCOES OBJETIVO CONSIDERADOS: f(A,B)

IPO DE DESVIO

QUADRATICO EM VALOR ABSOLUTO
ESPECIE DEf(A,B)
(.) 7o 2
a.. - b..) Y lasi - bl
iy WU i,y WH
Quadrado da Norma
Euclidiana Norma Retilinea (2,)
-z- r b 2
1,5J o d.. = -JE -
(%) .Z. ij ij ; aij bij
R S F i3 1]
Quadrado da Norma B
Euclidiana Norma Retilinea (1)
- 2 -
(.) ??; (aij bij} T?; |ajj b1j|
Norma Tchebycheff (1)
ma x r
Tsd a:. = b, . a.. - b..
(%) max | —J1J ma.x 1J 1J
1, i 1,] bij

Norma Tchebycheff (z_)




Serao descritas aqui } (%) e max (%) para os dois tipos
de desvios. As outras 4 situacOes serdo omitidas por sequirem racioc
nios semelhantes. As restrigoes do problema P1, S', podem ser reescri

tas fazendo-se as seguintes mudancas de variaveis, s, = eij/xj " ¥iJ

J
obtendo-se

onde @' = (@;1,..-3 eln,...,ezl,...,@2n,...,@n1,...,9nn).

A Tabela 2, abaixo, & gerada da Tabela 1, substituindo-se
o valor de aij em

a.. - b.. . 1)
1J J e chamando-se C.. = ___l____ , ¥ 1. {
ij 1 2, by .
J 1]
TABELA 2
TIPOS DE FUNCOES OBJETIVO ANALISADAS: f(A,B).
TIPO DE DESVIO ’
QUADRATICO EM VALOR ABSOLUTO
ESPECIE DE f(A,B)
} (%) Y (C.. 0. -1)2 yo|Ci. 0., - 1]
iy WY S
A i .. D.. = 2 .. 0., =]
max (%) %§(QJ@U 1) lﬁ§|%J@U |

(1) Quando bij = 0, considera-se bij = € > 0, suficientemente pequeno.



Note que o conjunto S e um conjunto viavel de um proble
ma de transporte, onde eij representa a quantidade "remetida" da origem
i para o destino j. Os u% s sao as quantidades "produzidas" nas ori
gens i e os yj‘s sao as quantidades "requeridas" nos destinos j.

3 - DESENVOLVIMENTO E COMENTARIOS

3.1 - FUNGCAO OBJETIVO

U i 935 = 1 (Norma Retilinea)
T1,]
0 problema pode ser escrito como:
P2: min )} |C..oe.. - 1|
06S i, 3 W
Para resolver-se P2 por programacac linear, sua funcao
objetivo pode ser transformada em uma funcao objetivo 1inear, acom

panhada de um conjunto adicional de restrigoes de igualdade (Francis e
White (1974)).

Tome-se, para um certo (ij) o elemento no somatorio em
P2, isto e,

1C.i 05 = 1] =p,. 20

i) 1] 1J
Isto significa que se Cij eij > 1 deseja-se que P;; con
tenha o valor de Cij eij - 1 e, em caso contrario, Cij eij % g que
pij =1 - Cij eij' Em outras palavras sempre pij z 0.
Uma maneira de se contornar este problema e substituir-se
pij - rij + Sij na funcao objetivo (Sij’ rij 2z 0) onde sij = Cij Oij -1
e rij =1 = Cij eij'

Obviamente, a condicao de Sty B Tas

i serem excludentes,



i.e, pelo menos um deles, Sij i
pij 1]

Cij Gij - Sij + rij =]

Sij’ rij z 0

Desde que os vetores colunas de S5

ou r.., e nulo de modo que
= {Cij 0.. = 1] significa adicionar-se as seguintes restrigoes

¥ ij

. € r.. nao sao linear
J 1] -

mente independentes, eles nao podem fazer parte da mesma base ao mesmo

tempo. Entao, na solucao otima,

ou Sij > 0 e rij =0 - Cij eij >
ou Sij =0e rij >0 = Cij Oij <]
ou sij = rij =0 - Cij Oij =]

0 que reflete o desejado.

0 problema P2 € transformado no problema:

1.d 1 1
t.q.3 Ciy 055 = S35 * M5 = 1 ¥
§ %5 " =
; %3 7Y
Oij 0 ¥ 1]
qu’ rij 20, ¥1j

(P3.1)

(P3.2)

(P3.3)

(P3.4)

(P3.5)

A solucao do problema P2 & obtida ao resolver-se o pro



blema P3. Note-se que, ao se remover as restricoes P3.2-P3.4, a solu
oy - * - . . % = * o

cao otima passa a ser eij I/Cij’ ¥ 1,31 sij rij 0, vij’ e conse
quentemente, o valor da funcao objetivo & nulo, como esperado, desde

que o problema original e entdo irrestrito.

Uma critica feita ao uso da norma retilinea @& que existem
grandes chances de se obter uma matriz estimada A com alguns elementos
nulos, quando a matriz original B era positiva. Sob o ponto de vista
matematico, nao existe qualquer problema. Mas, quando as matrizes A
e B sao matrizes, por exemplo, de Coeficientes Tecnolﬁgicos(lnsumo-Prg
duto) e altamente indesejavel que isto ocorra

0O Lema 1, abaixo, vem a reforcar o argumento que sera
descrito adiante.

LEMA 1: Seja S um conjunto convexo e compacto em N,
Seja f(X) uma funcao continua e concava em S.
Entao, min f(X) se da num ponto extremo de S
XES
PROVA: Se S e compacto e f € contTnua entdo, por consequéncia do
Teorema de Weierstrass, existe um X* € S tal que f(X*) < f(X), ¥ X €S.
Se S € convexo, entao qualquer ponto X € S pode ser re
presentado pela combinacao Tinear convexa de todos pontos extremos deS.

Seja X1, i € E, 0os pontos extremos, onde E € o conjunto
dos Tndices de todos os pontos extremos de S.

Entao, qualquer X € S, pode ser escrito como:

(2) A menos que reflita realmente um fato economico, como por exemplo,
a completa substituigao de um certo produto por outro, no interva
Lo de tempo considerado (Teixeira e Silva (1977)).



Pl1: min f(A, B)

)
t.g.: Ax = u
RS L 6
X Ae=y
aij 0 i=1, , N
)
2
onde f : E2n + R
X' = (% » X_)s & um vetor conhecido de elementos positivos;
e' = (1,...,1);
,Xl a ]
X-= X2
0 X
n

uey sao dgis vetorﬁs conhecidos tal que (para que o problema P1 se

ja viavel) 1§ u; =}
i=1 3=1

yj, onde Uss yj >0, i, J =1,...,n.

Equivalentemente, P1 pode ser reescrito como:

P1: min f(A, B)

n

tq:JZ] 1j XJ=U1:1=13 s N (P]'])
n

1§] :;11.j xJ = yJ, R P (P1.2)

a.. 20, i=1,...,n (P1.3)

(4]
]
-—
-
=]



X = 1EE o X (1)
onde

¥ ui='| oz_iaU,V'iEE. (2)

iEE

No maximo (n+1) dos ui'S serao maiores do que zero, ou seja, no maximo

(n+1) pontos extremos de S serdao necessarios para representar um pon
to S, onde n e a dimensdao do espaco (En).

Desde que f e concava em S e usando (2) tem-se:

fF(X2), ¥ X €S,

—h
Camn )
><
~—
i
-+
—_——
~1
Q
-
><
—ta
—— S
1\
o~
j=]
.
—
><
-
—
W

onde

Fd) < f(X'), ¥i€kea, = 1,0 =0, ¥ifi 6E.

Em particular, desde que X* € S entao f(X*) 2 f(Xl).

 Mas f(X¥) < f(X) ¥ X € S. Em particular para X!  tem-se
f(X*¥) ¢ f(*), o que implica que f(X*) = f(XI). Em adigdo a¥ = a; = 0,
i # i. Entao, de (1), tem-se que X* = xX.  cQD. -
Prova alternativa do Lema 1 pode ser encontrada em
Luenberger (1973).

Corolario 1: Se f(X) e convexa e continua num conjunto
compacto S =E" entdo min f(X) nao necessariamente esti num ponto ex
tremo de S. 463

A razao porque existem grandes chances de obtencao de
elementos nulos em A e que a funcao objetivo de P3 & linear e, como
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qualquer funcao concava, pelo Lema 1, tem o minimo num ponto  extremo
do conjunto formado por P3.1-P3.5. Isto e tambem conhecido por "corner
solutions".

A cada ponto extremo deste conjunto est3d associada uma
base viavel. Uma base para o problema P3 tem dimensdes n(n + 2), o nu
mero de variaveis € 3n? o que implica que pelo menos 2n(n - 1) varia
veis do problema sao nulas em cada ponto extremo e na solucio otima,
como consequencia.

Pode-se mostrar, e e intuitivo, que a probabilidade de
se obter pelo menos um zero na matriz A, dado que a matriz original B
nao possuia qualquer zero, tende para I rapidamente, para valores de n
superiores a tres quando o problema P3 & resolvido pelo metodo Simplex.
Portanto, a critica, sob o ponto de vista economico, & procedente e
langa duvidas sobre a validade de se usar, na pratica, estas tecnicas
de estimativa.

3.2 - FUNCAO OBJETIVO

.- 1)2 (Quadrado da Norma Euclidiana)
0 problema pode ser escrito como:

P4 min ) (C.. 0.,
e€S i, WU

Como a fungao objetivo de P4 & (estritamente) convexa,
nao existe qualquer razao para que o minimo dela em S esteja num ponto
extremo (Colorario 1). Portanto, a possibilidade de se obter elementos
nulos em A, e esperada ser menor do que usando-se a norma retilinea.
Por isso esta funcao objetivo tem sido mais usada na estimativa da Ma
triz de Coeficientes Tecnologicos (Insumo-Produto).

Sob o aspecto computacional, trata-se de um problema con
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vexo de programacao quadratica. Portanto, desde que as condigoes neces
sarias de Kuhn-Tucker, para um minimo local, sao necessarias e sufi
cientes para um minimo global, pode-se obter este minimo utilizando
metodo de solugcao de problemas de Programacao Quadratica, como os de
Dantzig (1961), Van de Panne (1962), Barankin-Dorfman (1968), Frank-
Wolfe (1956) e Wolfe (1959)(5), que sao baseados diretamente nestas
condicoes de Kuhn-Tucker e usam técnicas Computacionais do Simplex. 0
algoritmo de Beale (1959) mostra-se, em geral, superior ao de Wolfe
particularmente quando a fungao objetivo & (proxima da) linear, ou se
ja, o metodo Simplex € executado duas vezes no metodo do Wolfe enquanto
no de Beale, somente uma vez em cada passo.

Lemke (1965) elaborou um algoritmo, baseado na teoria do
pivot complementar, para resolver o problema complementar da forma:
Achar w, z > 0, tal que w = Mz + g, ETE = 0, onde M e uma matriz qua
drada (N x N); w, z e g sao (N x 1) vetores colunas. 0 algoritmo resol
ve o0 sistema somente se M e totalmente positiva, ou se M e uma matriz
positiva semi-definida, ou se M tem seus menores principais positivos.

Cottle e Dantzig (1968) mostram uma aplicacao do algo
ritmo de Lemke ao problema de Programacao Linear e Quadratica.
Ravindran (1972) apresenta uma rotina para solugao em computador.

Para problemas de grande porte (n z 15) a experiencia
tem recomendado o uso de algoritmos de minimizagao restrita ou de mini
mizacao irrestrita, como de Fletcher-Reeves, aplicado a Funcao de Pena
lidade para o problema. Este ultimo se mostrou bem superior aos espe
cificos para programacao quadratica, principalmente sobre o aspecto tem
po de computacao. Costa e Ramos (1977) mostram uma aplicacao deste me
todo na estimativa de uma matriz de Coeficientes Tecnologicos (Insumo-
Produto). Uma comparacao com o metodo de Beale (1959) e feita.

(8) Kunzi e Keller (1962) e Boot (1964) apresentam wma discussao  so
bre os métodos acima.
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Gill e Murray (1974 a,b,c) apresentam metodos Tipo Newto
nianos, Quasi Newtonianos e uma discussao sobre metodos para problemas
de grande porte, respectivamente, para solucao de problemas com conjun
to de restrigoes lineares.

Murray (1969) fornece um algoritmo, que relaciona a
ideia de uma Funcao Penalidade, dquela de tentar resolver problemas 1i
nearmente restritos, que se aproximam, de certa forma, do problema ori
ginal.

3.3 - FUNGAO OBJETIVO

max |C

0:: = 1| (Norma de Tchebycheff-z_)
1,J

ij 7iJ
0 problema pode ser escrito como:

P5: min  max |[C,. 8., - 1]

065  1.j i

Como o problema P3, o problema P5 pode ser transformado
num problema de programagao linear.

Seja t = max |C,. 05 - 1]. Equivalentemente,
% ’
tz lcij Oij - 1| ¥ 1i,J, por conseguencia, t Cij eij -1z -1t, onde

¥ i,j, t = 0, onde t vai ser minimizado.

0 problema P5 pode ser reescrito cono:

P6: min t
t.q.: C.. 0..+t 21
17 1] ¥ i,j
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Resolvendo-se o problema P6 resolve-se o problema P5.

Quando t & minimizado, o intervalo dado por
-ts Cij 05 - 1 £ t encolhera até o ponto em que as restricoes do
conjunto S o limitem.

Se a restricao @ € S fosse excluida, a solugao t* = 0 e

9$j = C? » ¥ i,j seria obtida, que e esperado, pois o problema P5 se
1

torna irr%strito.

0 problema P6 pode ser resolvido diretamente aplicando-se
o metodo Simplex, onde uma das restrigoes de igualdade de S (uma € re
dundante) € removida, ou da maneira que se segue.

Tomando-se as restricoes:

=t & (Cz: @

i 93 - D st Vi,

Obtem-se,

"N
A
—
-—
+
+
~—
>
-

(1= t) x; by ¥ i,j (3)

0, .
1] 1]
Usando o conjunto S tem-se:

(1-1t) T x:b,.cV0,.=u,
g3

A

(1 +t) § xj bij , ¥ i,i  (4)

A

(1 +t) ; X; bij’ ¥ i,j (

o
~—

e (1 -t) ; Xy by s Y 0., =Y.

Tirando-se o valor de t em (4) e (b) tem-se que:
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[ u; u.
t* = max max | 1 - 5 . : L =11,
i x.b. . X.b. .
j J 1J ] J 1]
A Y
max | 1 - J , J -1
j ; ijij ; ijij

onde t* e o minimo valor de t procurado.

u. u.
Claramente, t* z 0 desde que max | 1 - . s L -1
i ) x,bi. Z X'bi'
j J 1 3 31
Y. Y
e max 1 - J s J -1 z 0.
j X.b.. b
. Lxbag b xgby

Achado t*, os limites inferior e superior para @13 ¥ ij sao:

- % o %
max { ijij (1 - t*), 0} ¢ Jij < ijij (1 + t*).

Observe que se 0 < t* < 1 entao

- t% * {3
0 < ijij (1 - £*} = Bz € ijij (1 + t*), ¥ij

ou seja, a matriz estimada A sera toda positiva; se t* z 1, entao

& Tk oA
0 < eij < ijij (1 +t*), ¥i,]

Ou seja zeros poderao ocorrer na matriz A.

e
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No calculo de t*, entre os indices i=1,...,n e
g =1,...,n, existe pelo menos um Tndice que em (6) fornece o valor
de t*. Seja este indice i = 7, por exemplo. Entdo:

(
U.T u_lf
t*=max | (1 = ——— | , | ———M——— -1 (10)
J J
o
Desde que > 0 tem-se:
xj bij
J
5
a) t* estara entre 0 e 1 se 0 < <1, o que implica que
=D
ng i]
na solucao otima
* 1 *) b =] 11
9¥j" (1 - t*) S 8 3 = s .nsh (171)
e X;bj (1 - t*) < e?j € X3y (T+t*), 1=1,...5n;1#7 8
h IR PP ;
u- — -
b) t* 21 & —1— 1, ¢ que implica que na solucao otima:
.b. .
L X3by
J
a bz, (1 + t%), j =1 (12)
T. = X.D=T. + ’ = lyasashl
613 J 1] ( ) .

e 0s G?i restantes serao tais que

x:b:. (1 - t*) < a¥.

g ®.B.. (1 + ©*].
J 1] 1]

J k]
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0 tableau de tipo transporte pode ser usado no preenchi
mento de cada eij’ como se seque:

911 012 Uy
951 U,
u
n
n n
y y y Youo =)y
' ’ S = =

Dependendo de se estar em presenca do caso (a) ou  caso
(b), preenche-se primeiramente o tableau satisfazendo(11) ou(12) ,respec
tivamente. 0 restante do tableau pode ser preenchido usando-se qual
quer critério conhecido sem necessariamente se lTevar em conta os limi
tes de cada eij' Para volocar-se 0s Oij dentro dos limites usa-se um
processo de ciclos ("loops") para manter-se 0s requisitos de
ui,i = lyessn & s j =1,...,n sempre satisfeito. O numero de solugoes
possiveis e ilimitado. O exemplo 1, ilustra este processo de calculo
como, tambem, 2 solugoes possiveis entre um numero infinito delas.

Exemplo 1:
Seja a matriz B dada por:
0.4 0.2 0.3
B = 0.2 0.4 0.3

L-D.3 0.2 0.3

e x, = 4927650, x, = 19446020, x; = 55321480;
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y1 = 2544740, y, = 6628080, y,

e
—
I

= 2007640, u, = 7189860, u

25825390
25800710.

1971060 3889204 16596444
BX = 985530 7778408 16596444
1478295 3889204 16596444

1
G
-
[}

~

|

Usando-se (6) tem-se:

x.b.. = [22456708, 25360382, 21963943 J, para i

) x;b.. = |4434885, 15556616, 49789332] » para J

1, 2, 3, e

Ts 25 3.

t* = max {0.91067, 0.727, 0.17%, 0.437, 0.577, 0.48" } = 0.9106

i=] i=2 =3

d=1 J=2

j=3

que corresponde a 1 = 1 e esta no limite inferior (-).

Os Timites gerados sao entao:

176213.67 < 0,, < 3765906.33; 347696.62

1483729.71 < 0,3 £31709158.29; 88106.83

695393.24 < 0,, <14861422.75; 1483729.71
132160.25 < 03, s 2824429.75; 347696.62

1483729.71 £31709158.29.

A

@
w
w

A

<

A

-

A

A

s} A A

A

7430711.38;
1882953.17;
31709158.29;
7430711.38;
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0 tableau abaixo, mostra uma possivel maneira de preen

chimento,
TABLEAU I
U

5 =1 5| 176213.67 347696.62 1483729.71 2007640
88106.83 6280383.3?_1?’_ 821369.79 7189860

L
2280419.50 0 ¥~ 23520290.50 25800710

y 2544740 6628080 25825390

Os Timites nao estao satisfeitos para 6,; e ©;,.

Fazendo um ciclo involvendo 6,5, 0,3, 83, € O3 Obtem-se
0 Tableau abaixo:

TABLEAU II
176213.67 347696.62 1483729.71
88106.83 5618023.46 1483729.71
g
&
I
2280419.50 662359.92 22857930.58

Este Tableau satisfaz os limites e e tal que t* = 0.9106.

Usando-se o processo de ciclo, aplicado as duas ultimas
linhas do Tableau acima, obtem-se um numero infinito de solugoes Oti
mas. Uma outra solucao otima e:
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TABLEAU III

176213.67 347696.62 1483729.71
1882953.17 3823177.12 1483729.71
485573.16 2457206 .26 228577930.58

Para obter-se A, divide-se cada coluna do Tableau II
(ou Tableau III) por xj, J=1,2,3, respectivamente.

3.4 - FUNGCAO OBJETIVO

= 2 Ma X = i
?Ex (C_ij Oij 1)2. (Max-quad Desvio)

0 problema pode ser escrito como:

P7: min max (C.,. 0.. - 1)2.
e6S i,j M

Parece claro (ver 4.e), que a solugao do problema com es
ta funcao objetivo € exatamente a mesma que a da secao 3.3. Isto e, os

@ij seriam os mesmos e o valor da atual funcao objetivo seria o quadra

do do valor da funcao objetivo 3.3. Senao, observe gue (Cijaij -1)? =
- 2 i . . = 2: s 2 0. . = 2=
|Cij91j 112, ¥ ij. Portanto, T?x (CiJ 85 1) T?X|C1JO1J 1]
{max [C.. 0,. - 1|}? e min max (C.. ©.. - 1)2 = {min max |C,.0,.-1]}2
i,y WU 06 i,y 9 1 06s i, W
desde que se tem valores absolutos de (Cijeij -1).

Sob o ponto de vista pratico nao haveria qualquer duvida
em utilizar-se o problema P6, de programacao linear, para solucionar
este problema. Sob o ponto de vista teorico, um possivel desenvolvimen
to e apresentado no Apendice, onde & evidente o grau de dificuldade da
atual funcao objetivo, comparada com a de 3.3.
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4 - CONCLUSOES E OBSERVACOES

a) Dentre as fungoes objetivo apresentadas, a possibilidade de ob
tencdo de zeros, na matriz estimada A, & menor quando se utiliza o qua
drado da norma Euclidiana (QNE). Portanto, esta funcdo parece ser a
mais recomendada, dentre as discutidas, para uso da estimativa de uma
matriz de Coeficientes Tecnologicos (Insumo-Produto). Entretanto, nes
te assunto, em particular, existe o metodo RAS, que & discutido em Tei
xeira e Silva (1977), que tem sido muito utilizado na pratica, por exi
gir menos esforco para sua programacao em computador, e tem oferecido
resultados julgados, de alguma forma, competitivos com os da QNE, quan
do as respectivas matrizes estimadas sao confrontadas com a real;

b) Pela experiencia dos autores, a ocorréncia de zeros na matriz
estimada A partindo-se de uma matriz B > 0 @ menor (indiferegte) quan
do nas funcoes chjetivo da especie ")" ("max") utiliza-se (——lQE—li— )

; .13
ao inves de (a.. - bij) (ver Tabela 1). Alem do mais, a ocorrencia de

1]
pelo menos um zero na matriz estimada A e certa para valores n > 3, se

a F.0. (3.1) ou F.0. (3.3), com t* > 1, e o metodo Simplex for utilizado.

c) 0 tipo de "desvio quadratico" parece fornecer, em geral, menos
zeros em A do que o correspondente "em valor absoluto";

d) A abordagem utilizada para a Norma Tchebycheff parece  promis
sora. Devido ao fato de possuir infinitas solucoes, um estudo para se
lecionamento de uma "melhor" & de interesse, principalmente se O<t*< ]
no problema P6, que garante a nao ocorrencia de zeros em A. Neste caso
a aplicacao do metodo simples a P6 pode ser usada. No caso de t* z 1,
a aplicacao do metodo simplex a P6 conduziria a zeros em A. Entretanto
estes zeros podem ser eliminados fazendo-se uso dos "ciclos" menciona
dos em (3.3).

e) A Figura 1 mostra as solucoes otimas, utilizando-se como fun
coes objetivo a norma retilinea (X;), o quadrado da norma euclidiana
(Xo) e a norma de Tchebycheff (X _), para um exemplo hipotetico plano.
0 conjunto viavel & dado por: T = {x;,X,)/x1,x,30,2x,+x,<8} e K'=(8,7).
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As funcoes objetivo sao: Norma Retilinea:

dy (X,K) = |x; = ky| + |x2 - ko|; Quadrado da Norma Euclidiana:
d2 (X,K) = (x; - k;)2 + (x,- kp)2; Norma Tchebycheff:
d, (X,k) = max {[x; - ki|, [x, - kp|}, para todo X € T. As solugoes

otimas estao, respectivamente, X = (0.5,7); X; = (2,4) e X' = (3,2),

cujos valores das funcoes objetivo sao d (X,.K) = 7.5, d (X,, K) = 45

Lo
(ou d,(X,, K) =37V5 )e d_ (X_, K) =5, respectivamente.

Observe-se que, se a fungao objetivo de (3.4) fosse uti
lizada, a solucao otima tambem estaria em X _ .

XZJ
Norma. Retilinea A\ Horma Euclidiana
| 2\
\;:_“ e Norma Tchebycheff
' ~
\\. ~ /
\_\ \\
X \-
ey \
: \
N \
Y
NN
. \
8.7 i
K = £l
“’T ol )
| 7
5 r'/ /
A /
rd /
7 Y
/ 7
r/)‘ /
£ et
S - -
e — .
LY ]
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f) Se Yj < Xy J=1,...5 n, pela equagao (P1.2) do problema P1,
0 < aij <1, i, =1,..., n. Esta e, exatamente, a situacao do problema
de estimar a matriz de Coeficientes Tecnologicos (por consequéencia, a
matriz Insumo-Produto). Portanto, qualquer que seja a funcao objetivo
definida em S', T € [0,1), 1, = 1,..., n. Todo cuidado deve ser to
mado na escolha desta funcao objetivo, pois os resultados obtidos po

dem nao ter qualquer significado pratico.

g) Baseado em (f), talvez fosse de interesse fazer-se um estudo
de qual o tipo de funcao objetivo, alem das apresentadas aqui, forne
ceria melhor estimativa da matriz A utilizando-se matrizes reais conhe
cidas.
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APENDICE A

FUNGCAO OBJETIVO: max (Cij 0., - 1)2 (Max-quad DEsvio)

ij 1
P7: min max (C.. 0., - 1)
06S 1,J d
Seja s = max (Cij ©i5 - 1)2. Equivalentemente,
LEW!

0 objetivo e achar o minimo valor de s, sujeito as res
tricoes de © € S.

Entao o problema P7 pode ser reescrito como:

I: mins
t.q.: s 2 (Cij 95 - 1)< (I.1)
0OES (I.2)

Este problema pode ser resolvido por qualquer metodo de
otimizacao restrita (GRG, por exemplo, Lasdon, Fox e Ratner (1973)) ou
irrestrita, aplicado a uma funcao de penalidades. Entretanto o desen
volvimento a sequir parece recomendavel especialmente em casos de pro
blemas de grande porte.

0 problema & um problema convexo.

Pode-se resolver este problema incorporando-se as restri
coes I.1 na funcao objetivo, formando o problema de Lagrange que se

segue:
(

(C.

= 2 .
44 01y~ '~ 8

min | s + ) M3
0€S 1sJ



onde Aij > 0, ¥i,j (Everett (1963)).

Seja X' = | Ayyse..s Aln’kZI""’AZn""’Anl""’Ann e defina

G(A) = min | (1 - ¥ )s + ) (C. - 1)?
S iy i
- *
0 lema 2 mostra que na solugdo otima, [ Ajj = e

1J
Aij > 0, ¥ ij. Isto indica que e suficiente fazer-se uma procura do
otimo para A;j s satisfazendo estas restricoes.

Lema 2: ) A¥. =1, Az 0
ij -

Prova:

a) Aﬁj > 0, porque cada Aij esta associado a uma restricao de de
sigualdade;

b) Se 1 > ) A$j implica que na solugao otima do problema, para

iJ
este conjunto de Aij‘s, ter-se-a s* = 0 desde que s* = max (Cijeﬁj-lﬁao
e s* nao se tem mais nenhuma restrigao adicional. Desde que neste tra
balho & admitido que a solugao trivial 6$j - é ¥ ij nao esta conti
N
da em S (caso contrario nao haveria estimativa alguma),
max (Cij G?j - 1)2 > 0, o que contrariaria o fato que s* = 0. Entao
1J
) A?J nao pode ser inferior a 1.
iJ o
c) Sel < 7§ l?j implica que, na solucao otima do problema, pa
1J

ra este conjunto de Aij's, ter-se-a s* = + » desde que s* > 0 e s* nao
tem qualquer restricao adicional. Isto implicaria que

s* = max (Cijeij'1)2 =+, ou seja algum O?j ++« 0 que € um absurdo



T

desde que uss ¥i e Yis ¥j, sao finites e S @ um conjunto de restricoes
de um problema de transporte, como mencionado anteriormente.

d) Conclusao: ) qu =1, cQD.

Entao, G(A) pode ser reescrito como

G(A) =min } .. (C..o..-1)2.
ees i v W W
Este problema tem n(n+2) restricoes, ao contrario do pro
blema original, que tinha 2n(n+1), incluindo as de nao negatividade
de o...
1]
0 objetivo, entao, € resolvar o problema de achar A* tal
que:

G(A*) = max 4 G(A)/e'r =1, 220 (IT)

Os e$j's correspondentes a este A* sao os desejados, pois
o problema original e convexo. 0 s* pode ser calculado fazendo-se

s* = max (C,. o%, - 1)2.

i3 ij i
Os Lemas 3 e 4, a seguir, serao de utilidade.
Lema 3:
- = = (n#) s
G(A) e uma fungao concava em E

Prova: Sera fornecida adiante
Lema 4: Seja G(A) = Gy(A) + Gy(r). Entao

min G(2) z min G, (1) + min G,(A).
A A A
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Prova Trivial. Seja A* tal que

G(A*) = G(1), ¥ 2, (i.6., G(A*) = min G(1)).

Seja iy tal que: G, (af) < G, (1), ¥ 1, e 2¥ tal que

G, (A7) s G,(A), ¥ 2, (i.e., G, (_g) = r:in G, (A)s 1 =1,2).

Somando, G (AY) + G, (A%) = Gy(A) + G,(a), ¥ A.

Em particular, para A* tem-se:

G (AT) + 6,(A%) < G (%) + G (a%) = G(2¥).

Portanto:

min G, (1) + min G, (1) s min G (A).
A A A

CQD.
Prova Lema 3:

Seja a tal que 0 < a ¢ 1. Entao,

Gar, + (1 - ) 2,) = min J I (o

+ (1-0)A%.)(C, .0, ;-1)2
06s |1] J E

1j71J
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Entao, pelo Lema 3,

"
G(ol_ll+(1—a)_7«_2 2z min J a Aij (C. .o, -])2 + min (1-a) } A

. (C, .0, .-1)?
06S l ij 1 06S i3 13137
donde
1 )
G(ar,+(T-a)A, ) 2 o min J 1 haa(Ci.e..~-1)2 + (1-a)min |} i (C. .O..-])zl
' ’ ogs 1ij 1 W1 oS 133 91U
= o 6(2,) + (1 - a) 6(2,) cqQD.

Se um procedimento eficiente de procura dos A%j s no hi
perplano definido por e'x = 1(x 2 0) & dispcnivel, a solucao pode ser
rapidamente encontrada. 0 fato adicional de que G(A) e concava em A
(Lema 3) tambem pode ser utilizado.

0 metodo da projecao do gradiente aplicado ao  problema
(II) pode ser utilizado. Desde que, em geral, G(A) nao tem a primeira
derivada continua, uma estimativa do gradiente e usada (Luenberger
(1973), pg. 163). Processo semelhante aplicado a um problema de Toca
lizagao, sera discutido em outro trabalho.

Segundo Everett (1963), uma forma de se resolver o  pro
blema acima € determinar A* simplesmente avaliado G(A), atraves da so
lucao de um problema de programacao quadratica com igualdade (Gill e
Murray (1974 a,b), Fletcher (1971), (1972), Miele et al. (1972)), em
cada ponto de uma malha fina de pontos no espaco A. Desde que o espaco
de » & E(nz) e admitindo-se que para cada .. tem-se N abcissas na ma
1hé: isto corresponderia a N(nz) pontos em ;ﬂe algum tipo de avaliagao
existiria. Primeiramente, se E}l = Az 9 e, a seguir, o calculo do
G(A) correspondente. Esta abordagem parece inapropriada aqui devido a
grande dimensﬁo(nz)do espaco de Ai.
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Outra forma de resolver o problema € aplicar algoritmos
de programacao generalizada ao problema (I) pois € um problema convexo.

Entretanto, resolver um problema nao-linear convexo, por
programacao linear generalizada, e, usualmente, um procedimento infini
to mas convergente. Isto acarreta, em geral, um tempo muito longo para
convergir (Fisher (1973)).

Sob o0 aspecto teorico, parece interessante um maior apro
fundamento no assunto referente a esta funcao objetivo.



