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RESUMO

Este trabalho aborda o problema da selecdo de proje
tos avallados por muitlplos craterios sujeitos 4 restricoes llnea
res, onde as variaveis de decisdo sdo do tipo zero-um Laceita ou
reje 1ta] As avalliagbes dos Jprojetos em cadu um dos Lriterzos sao
feitas usando valores linguisticos ao invés de valores numéricos,
tom seu significado representado por conjuntes nebuleosos. A deter
minagdo do grau em que uma dada alternativa de selecda de nro;etos
pertence ao conjunto nebulosec das sulucoes nao-dominadas ¢ feita
per um algoritmo de rdpida convergéncia e baixo tempo de processa
mente em computador. -

ABSTRACT

This paper deals with the multi-criteria project
selection problem subject to linear constraints, with tero-one
Jecision variables (accept or reject kind). The project appraisals
in each c¢riterium are dene using limguistic instead of numeric
values, with their meaning represented by fuziy sets. The
computation of the grade of membership of a given alternative, n
the fuzzy set of all nondominated alternatives, is mnade bv an
algorithm that converges rapidly on the finai solutioa taking verv
little computer processing time.

1. [NTROBUCAQ

0 problema da selegdo de projetos (PSPi, com malti
plos eritdries ponderados e restrigdes lineares, pude ser Jdefinido
como: '

max A TXx

{PsP)
suwj. a x€X,

onde:

x» @ o vetor m-dimensional, {ki}, dos pesos relativos des crl
térios de avaliacio;
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Cé& amatrix mxn, {cij:, dos valores dos projetos, segundo
cada critério de avaliacao:

x € o vetor de decisdo n-dimensional, {xj}; X; =0,1;

X é o conjunto {x | Ax § b; x5 =0,1};

A ¢ a matriz pxn, {akj}, dos coeficientes das restrigoes 11
neares; e

b ¢ o vetor p-dimensional, (bk}, Jas constantes das restri
¢oes lineares.

0 problema PSP, come descrito acima, pede ser resol
vide por um algoritmo qualquer de programacdo inteira zero-um. En
tretante, quande nio se conhece o vetor A, o problema da selegao
de projetos pode ser transformade num problema com miltiplas fun
gdes-objetivo (uma para cada critérioc), agora com a finalidade de
encontrar todas as sclugoes eficientes (ndo-dominadas) de unm pro
blema descrito por:

max Cx

(PSP?)
suj. a x€X.

Para a solugio de PSP' ja foram desenvolvidos alguns
algoritmos -~ como, por exemplo, aquele apresentado em Bitran (1979) —
que, todavia, requerem grande tempo de processamento em computador
quande o valor de n se terna alte. Como ilustragao desse fato, os
dados mostrados em Bitran (1979), acerca do Jesempenho do algorit
me ld apresentade, indicam tempos de processamento acima de 100 se
gundes de CPU, de um computador Burroughs B-67C0, na solucdo de
preblemas com n=18, m=3 e p=d,

Ainda em Bitran (1979) & utilizada uma variagaoe do
algoritmo citado para sclucionar um problema origindrio de PSP,
considerando-se o5 valores da matriz C como intervales numéricos
ac invés de nimeros. Esse algoritmo, como o anterior, apresenta a
limitacdo de ndo ser adequade para a solucdo de problemas com valo
res de n elevados.

Uma variacde do problema PSP, que pode ser entendida
¢ome um problema intermedidrio entre PSP ¢ PSP', é aquela que Te
sulta quando se adota a mesma formulacdo de PSP, mas admite-ze nque
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0s valores de Cij sejam considerados valores lingiiisticos ao invés
de numéricos. Por exemplo, as avaliacoes dos projetos podem ser fei
tas utilizando conceitos lingifsticos tais como: muito batzo, oat
xo, médic, aeima de médio, alte etc., tirades de um vocabuldrio de
finido convenientemente. Esta abordagem, em geral, representa mais
fielmente a situagdo que envoive a selecdo de projetos de pesquisa
e desenvolvimento.

Entretanto, o problema assim colocado ainda esta mal
definido; uma melhor definicdo desse problema, bem como um algorit
mo para a sua soluc¢do, sdo os tépicos que se verdo a Seguir.

2. O PROBLEMA DA SELECAO DE PROJETOS COM RETORNOS WA FORMA LINGUIS
TICA

Uma vez tendo-se os conceitos linglisticos resultan
tes da avaliacdo dos projetos em cada um dos critérios, eles podem
ser representados pOr conjuntos nebulosos para permitir um trata
mento quantitativo do problema. Esta operacao consiste em associar
0 conceito lingiiistico a uma escala numérica através de uma funcio
(funciao de pertinencia do conjunto nebuloso correspondente) que faz
corresponder a cada valor da escala um grau entre zero € um, 0 qual
traduz a compatibilidade daquele valoer numérico com o conceito lin
piiistico que ele pretende representar. Por exemplo, 0 conceite «l
to pode ser representado, numa escala de 0 a 10, por um conjunto

nebuloso com fungdo de pertinéncia w dada por:

alto

Yaito (u) = exp { - (u-10)* /10 ; 0 ¢ u s 10.

Considere-se, entdo, para o problema em questdo a se
guinte notacdo:

Us=s{u€R|0susa;2>0]) & o conjunto universo sobre o qual
"estdo definidos os conjuntos nebulosos associados aos va
lores lingiiisticos dos projetos, em cada um dos critg

rios de avaliagcde;

hij(cij) § a fungdo de pertinéncia de conjunto nebuloso, definido
em U, que representa o valor lingliistico do projeto j em

relagao ao critério i; i=21, 2,..., m; 3=1, 2,..., nj

TIJ a1
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¢ a matriz {cij} que se¢ obtém tomando um particuiar con

junte Je vaiores para cij

s L=, 2,eae, m; j=1,2,...,m,

Por outro ladeo, o problema definido como PSP tem como
objetivo encontrar uma solugdo Stima para a situacio que eie descre
ve, Este objetivo, entretante, nac pode mais ser mantide no proble
ma em questdo, a menos que se estabeleca uma gelacio de  preferén
cia muito rigida entre conjuntos nebulesos, o que ndo faz parte
dos propdsites deste trabalho, Todavia, ainda que de uma forma nio-
rigida, deve-se estabelecer algums relagdo de preferéncia entre os
conjuntos nebulosos para permitir uma comparagdo entre alternati
vas de ag¢do.

Com este propésito, serdo adotados os conceites de
oraferdnoia nebuloea e dominagde nebulosa, apresentades emCrlovsky
(1980}, em tazdo de seu apelo intuirive. As definicdes que se se
guem foram extraidas daquele trabalho.

DEFINICAQ: Dados dois conjuntos nebuloses ngo-interatives, defini
dos em Y, com funcdes de pertinéncia v, e v,, entdo

“ tuy vy} = sup min {vi{y), valz}, uiz,y}} 2.1)
¥a.2, €Y

define o grau de preferéncia do conjunto nebuloso v; sobre v;, on
de:

X € o conjunte das alternativas viiveis (como definido ante
riormente);

Y é o conjunto universo das estimativas (valores numéricos} as
sociadas @s alternativas em X; o

w(z,y) € o grau em que z é preferivel a y.

DEFINICAO: Para um dado conjunto de alternativas X e uma relacao
de preferéncia n a ele associada, Jefine-se como subsonjunto de al
<ernativas ndo-dominadas o conjunto nebuloso com fungao de  perti
néncia o 0 da forma:

AND (x) = 1 « sup {n{y,x) -ni{x,y¥)I, (2.2)
X

y €
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onde 0 valor de HND {x} & entendido como o grau em que 3 alternati
va x (x €3%) ndc € dominada per qualquer cutro elemento do conjunte

B

%{. Para sumplificar a notagdo, n (x) sera denominado grau de nrdo-

dominapae de x.

Estas definigdes Eoram estendidas em Dias Jr. (1983)
para o caso em queé 0s conjuntes nebulosos vy e v, sdo interatives,

e, quando aplicadas ac problema em questio, tomando-se Y jgual a

U, resultam nas seguintes expressdes para n(x}, x?) e n"D (x0y):
n {x', x*) = max £ max min ¢(h, ., (¢..}}7 , (2.3}
z,y, €U “CEAlZ,y) i,j 1
zxy
onde:
n (x', x?)} = relagdo de preferencia induzida no conjunto ¥ pe
la relagao de preferéncia n (vi,vz) em U;
x!, k?€X;
C e a matriz (cij;;
1 2 . .
A LzZ,y) = {C|§§*‘1‘1j‘j =z B Eg)\lcijszy, c.leU} ;
nin {hi'(ci')} = notacdo adotada para representar a operagdo
L) min (hyiCens), hizlerz), ..., hmn(can};
e
ND 0 . :
A (x°) = min [max min {hy(c; )}] (2.4)
XEX ey i, 1L

wj.aATCﬂ-ATngO

ey €U ¥ i,
x° (dado}) € X.

As expressdes (2.3} e (2.4) sdo vialidas somente quando 05  conjun
tos nebulosos hi' forem normais, isto &, sup h,.(c..) = 1,
j e LitTL)
i3

Desse modo o problema denominade PSP evoluiu para
2 seguinte problema, duandg se tomam os valores dos projetos expres
s0s por conceitos linghisticos e se mantém viiidas as demais carag
*eristicas do PSP:
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*"dada uma alternativa de escolha Jde projetos (x®), Jeterminar
A
o seu grau de nio-dominacao 0 ey,

Matematicamente, isto corresponde a resolver o problema descrito em
12.4).

ND

3. ALGORITMQ PARA O CALCULO DE n (x?)

Em Dias Jr. (1983) encontram-se as »rovas das seguin
tes proposicoes:

PROPOSICAQ 3.1: Os problemas (a) e (b) gue se seguem tem o  mesmo
valor otimo.

. f . .
ral min {2(x) = max min lhi'(cij”f

L i J
x€eX Cij i,j
suj. a 3Text - 2lcx a0

<j; €U v o1,j

x? (dada) € X;

(b) max lpii} {hij (cij]}
€35 1.3

suj.aJ\TCx"-ATCan ¥ x€X

x? (dado) ¢ X.
PROPOSICAO 3.2: Sejam os problemas P,, P; e Py descritaos abalxa:

Pr: max [y = min {hi.(c,j]}]

J 1
€43 i,j
‘Suj. aaTcx® - aText 50
AText - ATgxt 3 @
AText - aTexP 5 0

x*, xt, x%,..., =F @ X (dados)

€5 eu ¥ oi,i;
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Pr: max [y = min {h; . (c; .11 ]

¢ij i,] n
suj.aATCx“-ATCx';O
yiext o aText s p

aText - aTexP o

aTexe - aTes® s 0

, x? ¢ X (dados?

c..€u vi,j;

Py : rgax [y = min [h-l.(c-l}.J} 3
1]
Te

suj. a i x°-ATCxq>.G

x?, x1 ¢ X (dados)
¢jj €V vV oi,j.

Seja c;j (i=1,..., m; j=1, 2,..., n) uma solugdo de
lor otimo y' > 0, construfda como se segue:

A1 1 =
€ij = max cij’ com hij(cij) *y', se x. =1

! i B . PR ' .= M
cij = min ciJ, com hlj(clj) 2 v', se x 0

Se existir x% € X tal que aTorx? - aTonxd < 1, onde

entdo existird uma solucio de P, que tambem é solucdoe

PROPOSICAD 3.3: Seja o problema:

R .
determinar z* = rgax [1}311_1 {hij(cijl} ]
i »J
]
suj. a Jext - aTex z 0
x%, x € X {dados): x® = x

Cij gy ¥ oi,j.
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Supondo que hij & continua em U, ¥ i,]. entde dados 0 5 2" g 1 e
oL . ! ie .
C' = (Lij} tals que:

' _ ' 4

€jj = wax ¢, tal que hij(cij) 22!, se x; A 1 e

Cij = min ij tal que hij(cij) » z', se x; e Uy ¥ 1,3
tém-se:

T

aTerxs -t

C'x <« 0 = z* < 2',

ATergt caTerx >0 = 2732, @

ATC'x" - lTC'x=0=n z* = 2'.

As Proposicdes 3.1, 3.2 e 3.3 justificam os algerit
mos que Se seguem para a determinagdo de o0 (xy.
ALGORITMO 1%:
t

-

1. Iniciatize fazendo x°* = 0 (vetor nule) e z* 2 1,

2. Resolva, utilizando o algoritmo 2, o problema:

2% = max[min {hi.(cij)}]

P j
cl.] 1,]
suj. a 3Text - aTex® 50
Cij e u ¥ i,i.

(]

. Utilize os valores de cij obtidos no passo I e resolva:

¥* o max ATCx
suj. a x € X N
{(C & a matril (cij}):

ot

seja x = a solucdo otima.

4. Se AT Cx*a y* entdo pare e nND‘ (x") = z*; em caso contra

rio, volte ac passo 2.

‘Observe neste algoritmo que ao final do passo 3, na primeira ite
ragio, th corresponde a uma solucdo com nNn - 1.



ALCORITMO 2:

Inicialize com u = ¥, b = 0; e = erro permitido,

Calcule C;j’ ¥1i,j de modo que

0
o, = : : cale. * ] -

“lj = max Ci]’ com hlJLLL]J 2z z7, se xJ =1 e
3 3 . . » e

c.Lj = min cij' com hij{LijJ 3 27, se xj = 0,

Calcule & = A0 C"x® - aT¢® x°%, onde C* - {c{j}.

Se 4o = 0 entio pare;
se 4 ¢+ 0 entdo faga a = 2”7 e vd para o passo 3
se o » 0 entdo faga b = z* e vd para o passo 5.

Faga zaux = {asb}/2; se |z" -zaux| ¢ e entdc pare; em caso
contrario, fa¢s z* = zaux e volte ag passe 2.

4. EXEMPLO DE APLICACAQ

ta que

A utilizacdo efetiva do método aqui proposto necessi
estejam disponiveis:

um vocabulario nom todos os termos lingliistices possiveis,
cu uma regra de construcao desses termos, para representar
as avaliagdes dos projetos candidatos em cada um dos crité
rios;

as funcgoes de pertinéncia correspondentes aos termos lin
giisticos, determinadas por um consenso de opinides entre
pesseas participantes do processo; e

um “tradutor” que, uma vez dados os conceitog lingiisticos,
associe 2 eles as funcdes de pertinéncia correspondentes.

Quanto aos dois primeiros itens, foge zos objetivos

deste trabalho apresenti-los em sua forma definitiva. Todavia, pa
ra um maior esclarecimento, pode-se encontrar em Dias Jr. {1983) um
vocabulario com as caracteristicas mencionadas acima.
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Quanto ap terceiro item, deve-se ressaltar gue 0 pro
grama de computador gue executa oS algoritmos | e 2, ¢ enContri-se
em Dias Jr. (1983}, ndo faz a traducio automdtica dos concejtos
lingiisticos em Ffungdes de pertinéncia correspondentes, necessitap
do, portanto, que tais funcdes Lhe sejam fornecidas diretamente cg

mo dados de entrada.

Tendo em vista esta limitagdo operacional, no exem
pio apresentado a seguir associar-se-do funcdes de pertinéncia qua
draticas hipotéticas aos conceitos lingiiisvicos, com o Onico obje
tivo de ilustratr o mérodo e sem qualquer intencdo de que tals wur
vas representem efetivamente 05 cConceitos correspondentes.

Para facilitar essa associagdo, optou-se pela repre
sentacio de uma curva do tipo azx? + a\x + ao através de seus pard
Metros u;, 42 € hm que rTepresentam, respectivamente, a menor raiz,
a maior raiz e p valor miximo, como ilustrado na Figura 4.1.

Bij 4

h e -

N
e
0 u Uz 1 c

ij
Fig. 4.1 - Representacdo de uma fungio
de pertinencia.

Como exemplv, considerar-se-do, entdo, os seguintes
dados:

a2} n = 5 (nimero de projetos);
b) m = 3 (nimerc de critérios);

¢} uma Unica restricio linear, que pode ser uma restricio de
custos, dada per:

50x1+100x=¢20x,+mx«.‘b0xg:l:ﬂ;



d} as avaliacdes dos projetos mostradas na Tabela 4.1;

e} as funcdes de pertinéncia, definidas no intervaio [0,1]

(Tabela 4.2), representando os conceitos da Tabela 4.1 fa
rigor as funcdes hij sdo truncadas superiormente no valor
1.

TABELA 4.1

AVALIACOES LINGUISTICAS DOS PROJETOS

PRAOJETO
CRITERID | PEST
1 H 3 4 5
acima abaixa de
1 .2 alta atta de meédio mas medio
méd io nao-baixo
z .5 baixe aédio aito uite néd ie
acima de ad:
3 .3 | médio mas sfn:d‘.‘fﬂ baino atte addic
nao-aito

TABELA 4.2

PARAMETROS DAS FUNCOES DE PERTINENCIA

hij Ly Mz hm ‘nij uy JUg hm hi_‘i uy g "m
Ria 0,7 1,3 1,8 ] har -G,3 4,3 1,0 LTY 0,5 2,9 1.0
hiz 0, 1,3 3,0 | hey €,3 9,7 1,86 hy; 0,5 0,75 1,0
Ry, 0,5 §,5 1,3 | haa Q,7 1,3 1,0 Byy -0,3 0,3 1,0
hie 0.1 0.5 1,0 { hxe -G,1 g,1 1,0 hay 9,7 1,3 1,0
hes 0,5 0,7 1,0 | hyy 0,3 8,7 1,0 | hai 8,3 0,7 1,0

A listagem que se segue mostra os valores de nND(x°}
para varios valores de x° considerados e o nimero de itera¢des na
execucdo do algoritmo 1 até a obtencde do valor final de nND, para
cada caso. O valor de nND estd representado por NETA, e x® € o ve
tor de zeros e uns, onde um valor aero ou wm na i-@simaposicio sig
nifica, respectivamente, que o projeto i nao faz parte ou faz par

te da solugao x°.
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5. ASPECTOS COMPUTACIONALS

Os Algoritmos 1 e 2 foram pregramados em FORTRAN pa
ra um computador Burroughs B-6300 ¢ foram feitos alguns testes pa
ra verificar a sua sensibilidade a mudancas nas formas de hij‘ Fa
ram testadas trés formas diferentes para aquela funcio: triangu
lar, quadratica e normal. Dos resultados obtidos com cerca de 80
testes, onde cada teste correspondeu ao calculo de nND para cada um
dos trés tipos de curva utilizados, observou-se que os algoritmos
sdo pouco sensiveis i forma das fungdes hij gg sentido de diferen
ciat entre '"boas'" solucdes (por exempla, n acims de 0,7) e
"mis" solugGes (por exemplo, n ~ abaixe de 0,3}, que € 0 seu prin
cipal objetivo.

DU

A velocidade de convergéncia pavra & solucao final,nos
testes realizados, foi axtremamente alta, ndo tendo side necess§
rias mais de trés iteracdSes (trés passageus pele passo I do  Alge
ritmo 1)} para chegar i solucde final de problemes com o nimero de
projetos variande entre 3 e 50, com O nimeroc de critérios entre 1
e 10, e com hij quadrdticas. O tempo de procassamente ebservado, no
caso extreme em que n foi considerade igual a 50, ficou em torno
de | segundo.
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0 algoritmo apresentado tem como principal objetive
forneceT uma avaliacio (grau Je nio-dominacao) de uma dada alterna
tiva de selegio de projetos. A partir deste objetivo, sua utiliza
Ao mais adequada seria complementar € nao substituir qualquer dos
metodos de otimizagdo ja existentes. Neste sentido, o algoritmo po
deria ser utilizado:

. para testar uma solugaoc otima fornecida por um outro modelo
gque utilize dados de natureza diversa daquela aqui tratada;
ou

- como parte de um algoritmo mais geral de busca da  solucido
otima (ou solucdes eficientes).

Claramente, trata-.se de um resultado ainda bastante
limitado se comparade com os dos modelos de otimizag3e apliciveis
a situacBes onde as varjaveis e parametros sdo definidos de forma
precisa e numérica. A razdo disto estd na complexidade computacio
nal apresentada.pelos modelos que tratam de varidveis lingiiisti
cas. Todavia, os haixos tempos de processamente obtidos nos testes
do algoritmo apresentado pode ser uma indicacdo de yue trabalhos
futuros nesta direcdo poder2o levar a novos modelos que substituam
com vantagem os modelos atuais, no contexto da Pesquisa ¢ Desenvol
vimento, onde as informagfes disponiveis apresentam-se, na melhor
das hipoteses, de forma imprecisa.
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