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RESUMO 

Este trabalho considera uma fila M/G/I com duas 	ta 
xas de serviço disnoníveis e com entrada controlada. Em qualquer inã 
tante de tempo, uma ecisão deve ser tomada sopre a taxa de servi 
ÇO a ser empregada e sobre o fechamento ou não do sistema a novaã 
chegadas. Esta decisão é baseada na comparação do trabalho acumula 
do 'tempo de espera virtual), nesse instante, com valores críticos": 
Existem custos de espera de clientes, de ociosidade do servidor,de 
troca de taxas de serviço, de perdas de clientes e uma recompensa 
dependente da taxa de serviço empregada. E obtida a distribuição 
estacionária da quantidade de serviço acumulado, bem como a expres 
são do retorno mediei por unidade de tempo. Resultados numericoi 
são apresentados para a fila M/M/1, onde são determinados os valo 
res críticos ótimos que maximizam o retorno médio por unidade di 
tempo. 

ABSTRACT 

This paper is concerned with an M/C/1 nueue with two 
available service rates and a controlled input. A decision lias to 
be made, at each instant of time, about which service rate to use 
and whether the entrance to the system should be closed or not for 
new arrivals. ThiS decision is based on abe residual workload 
.virtual waitimg time), at Chis time, compared with criticai 
numbers. There are customer's waiting costes server's iddleness 
costs, service rate switching costa, penalty costs due to lost 
customers, and a reward dependent upon the service rate being 
used. The stationary distribution of cite residual workload and 
the average return per unit tine are obtained. Numerical resulta 
are given for the M/M/I queue, where the optimal criticai values 
are determined so as to maximize the average return per unit time. 



1. INTRODUÇÃO  

O problema de controle de filas já foi abordado por 

diversos autores 1Crabill et alii, 1977). Em geral, o controle atua 

somente no processo de chegadas (Doshi, 1977) ou somente no proces 

so de atendimentos (Thatcher, 1968; Cohen, 1976b; Tijms, 	1977; 

Doshi, 1978) ou ainda em ambos (Tijms and van der Duyn 	Schouten, 

1977; Marins, 19811. 

O controle em todos esses trabalhos atua continuamen 

te no tempo, baseado na quantidade de serviço acumulado no sistema 

(tempo virtual de espera), o qual deve ser processado pelo servi 
dor, e não no comprimento da fila. 

Este trabalho baseia-se principalmente em 	Cohen 

(19766). Este autor considera O controle do processo de atendimen 
tos de uma fila M/G/1 com duas taxas de serviço disponíveis atra 

vês de uma política de controle que atua sobre a estação de servi 
ços, aumentando a taxa de atendimento sempre que a quantidade de ,  

serviço acumulado no sistema no instante t, X t , exceder a um nível 

crítico k. Isto visa a uma redução no tempo de espera e, conseqüente 

mente, nos seus custos. 

Outra maneira de diminuir as custos de espera 4 	fe 

citar o sistema para novas entradas sempre que X t  exceder a um cer 

to nível crítico. 

. Assim sendo, aqui se estende o trabalho 	de 	Cohen 

(19761,), considerando-se agora uma política de controle de dois ní 

veis críticos k l  e k2, com kl < 1t2, que atua sobre a estação de ser 

viços aumentando a taxa de atendimento sempre que X t  exceder ao nf 

vel crítico kl, bem como sobre o acesso à estação de serviços fe 

chando-o sempre que Xt  exceder ao nível crítico kl. 

Associados ao funcionamento do sistema existem pré 

mios relacionados com o processo de atendimentos e quatro custos 
distintos: custo de espera de clientes, custo de ociosidade do ser 

vidor, custo de troca de taxa de atendimento e custo de perda de 

clientes devido ao fechamento do sistema. 



Na Seção 2 formula-se o modelo de controle. Na Seção 

3 determina-se a distribuição estacionária da quantidade de servi 

Ça acumulado no sistema. Na Seção 4 determina-se a expressão do re 
torno médio por unidade de tempo. Para o caso particular emqwsk i  

k 2  = k, na Seção 5 determina-se o valor ótimo de k que maximiza 

o retorno médio por unidade de tempo. Finalmente, na Seção 6 faz-
se uma aplicação numérica ó fila M/M/1, considerando très casos 

particulares de controles e comparando os resultados obtidos. 

2. DESCRICAO DO MODELO DE CONTROLE 

Considera-se uma fila ti/Gil onde as chegadas ocorrem 
de acordo com um processo de Poisson a uma taxa a > O. Se o siste 
ma está aberto, os clientes juntam-se à fila; em caso 	contrário 
eles são perdidos. Denota-se por CY n 1 a seguincia formada 	pelas 
quantidades de trabalho demandadas por chegadas sucessivas e admi 
te-se que {Y n } é formada por variiveis aleatórias independentes, 

com função de distribuição de probabilidades B(.) comum a todas, a 

qual satisfaz: 

a) By (.1 e.  contínua em (0,.), com By (0) 	O; 

b) E(Y) = 01 

c) 0(y 2 ) 	0 2  < . e E(Y 3 ) 	112 < .1 

onde Y é uma variável aleatória com função de distribuição de pro 

babilidades B(.). 

A disciplina de atendimento será de acordo com "Pri 
meiro a Entrar, Primeiro a Sair (PEPS)". O trabalho existente no 
sistema será processado de acordo com uma taxa o C (o i , 02), a 2 >a l . 

Definem-se: 

	

ÀS 	 >O al --- e az . --- 

	

ol 	 oa 

e supõe-se que a 2  < 1. 

Associado a este modelo de filas, existe o processo 

estatístico fI t ; t >. 01, onde X t  é o nível de trabalho 	acumulado 
no sistema no instante t. Se X < k, 	controlador deve manter o t 
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sistema aberto e usar o l . Se k l 	Xt  s k 2 , o controlador deve man 

	

ter o sistema aberto e usar .42. Finalmente, se X t  > k 2 , deve 	fe 
char o sistema para novas entradas e usar 02. 

Admite-se a seguinte estrutura de prêmios e custos: 

a) retornos a taxa h t  . O enquanto estiver em uso a taxa de 
atendimento cr i  (i 	1, 2); 

b) custos de espera avaliados por ci X t  se X t 	kl, por c: X t  
se k, cx t  ; k 2 , e por cl X t  se X t  > 

c) custo de ociosidade hs > O por unidade de tempo, 	cobrado 
enquanto o servidor permanecer ocioso; 

d) custo de perda de clientes P > O por unidade de tempo, co 

	

brado enquanto o acesso ã estação de serviços estiver 	fe 
chad0; 

e) custo de troca de taxa de atendimento avaliado por f l  > O 
se a troca for de ol para ot e por f2 > 0 se for de zo pa 
ra o l . 

3. DETERMINAM DA DISTRIBUIU() ESTACIONÁRIA V(•) DA QUANTIDADE DE 
SERVIÇO ACUMULADO NO SISTEMA 

A partir das Equações 3.2 e 4.2 de Gaver and killer 
(1962), determina-se que a função de distribuição V(x,t) mPrIX t Exi 
da variável aieatOria X t  satisfaz as equações integro-diferenciais: 

a _ _ V(x,t) =e i 	V(x,t) - 	V(x,t) 	3fx-y1d V(y,t) 
it 	 ax 	 o 

, • 

para 0 s x < kt; 

tx 21_ v(x,t) • o o 	vtx,t) —a V(x,t) 	B(x-y)d 
3t 	 ax 	 i o  

para kl s x < ko; 

r k, 
2_ wx,t) .0, 2.- v(c,t) —À v(x,t) 1. xi 	11(x-yid 	(y,t) + 
)t 	 ax 	 J o  

kx 
. k E 	L1 V(y,t) 	para 	x : k?; 



onde todas as derivadas que aparecem são derivadas ou à direita pa 

ia x 	Ou ü esquerda para x > O. 

Trabalhando com estas equações, determinam-se duas ex 

pressões para a transformada de Laplace-Stieltjes da distribuição 

estacionária da quantidade de serviço acumulado no sistema: 

r - 	- o s(p) . I 	e x dV(x), ou seja: 

aL 	rk2 
V(0) 11-2 1 

a z 	k 

r at X dV(x) 11— -dl ( I-B(d I -( 	e-x dv(x) 
L a2 	80 	-•1(2 

1 - al( 1-efo) ) 
So 

Vf0) a2( 1-88 (: ) ) f kk : e - " x  dV(x) 

a 2 	 , 
11 	a2( 1-31P ') 1 	e 	dV í X ) 

a l 	thr) 	_ajo L. 

onde: 

B(o) 	f" e -0x  (18(x) 	e 
o_ 

V(0) - lio V(0,t) =9v {X 	0 ). isto é, V(0) é a 	porcentagem 

de tempo em que o servidor permanece ocio 

$O. 

Uma vez conhecida a distribuição de probabilidades 

Mi), pode-se determinar a distribuição estacionária V(.) usando a 

metodologia desenvolvida por Cohen (1969), obtendo-se o seguinte 

resultado (Costa, 1983): 

V(x) • V(0) • WI(x) para x 	kt, com: 

re.  O-PX  dIVI(X) 	11 ad i-B(12) 11 -i  
90 



Viti = VIOI • W2(x) para k i 	x 5 k2, COM: 

f' 	- x e 	dW2(x) - 	  
)0- 	

1  _  
BP 

r a 2 	 a 2 	 - 2 
V(0) 	I-- 4- a2(W2(k2)) + (1 - --) 	 . 

Lai 	 ai 

4. DETERMINAÇÃO DA EXPRESSÃO DO RETORNO MEDI° POR UNIDADE DE TEMPO 

Seja Ck  a duração de um ciclo de renovações, isto é, 
o tempo entre dois instantes sucessivos ti e ti com

1 
 . O e X .>0, t i  

I, 2. Segue-se facilmente que: 	 1  

E(C k) 	V(0)) -1 . 

Da teoria dos processos regenerativos segue-se para qualquer 	fult 
cão mensurével de Forel g: R.• R que: 

Ck 
g(x) dV(x) 	----- E 

lio 
	dt} , 

0 - 	 E(Ck) 

se a primeira integral existe (Feller, 1971). 

Desta maneira, o custo médio de espera por unidade 
de tempo seré: 

	

ki 	 122 
I(k1,k2) 	cif 	x dV(x) 	cal 	x dV(x) 	c s f 	x dV(x). 

	

kl 	 1( 2  

O custo médio de ociosidade por unidade de tempo se 
rí: 

T(k1 1 k2) 	hs V(0). 

O custo médio por manter o sistema fechado por unida 
de de tempo senti 

P(k1 0 k2) a  P 1  -V(0) W2(k2)] • 

ai 	tk i  
I 	(1 ---) I 	e -Px  dWilx) 

si 	' 0  



O ganho médio por unidade de tempo, pelo uso das ta 
xas de atendimento, será: 

R(1(1,k2) - hl [V(0) 1Ç1(k1)  - V(0)] 	112 [1 -V(0) Wl(ki) ] . 

Seja S(ki,k21 o custo médio por unidade de tempo de 

troca de taxas de serviço de 01 para a2 e vice-versa. Para determi 
mar S(1(1,k2), é necessário obter o número médio de cruzamentos J; 
processo estocãstico {X t ; t a O) com o nível ki durante um 	ciclo 
ocupado. Sabe-se que o número de cruzamentos do nível kl 	durante 
um ciclo ocupado, a partir de valores inferiores a esse nível, é, 

com probabilidade um, igual ao número de cruzamentos do nível kl, 
a partir de valores superiores a esse nível, durante um ciclo ocu 

pado. Seja D k,  o número de cruzamentos do processo (X t ; t .0) com 
o nível ki O, durante um ciclo ocupado, a partir de valores supe 
riores a esse nível. 

Cada instante no qual ocorre tal cruzamento do nível 
k i  é um instante regenerativo do processo (X t ; t 01; segue-se me 
diatamente que a distribuição de Dk para o presente modelo é 	a 
mesma distribuição do número de cruzamentos, a partir de 	valores 
superiores ao nível k, do processo (X t ; t a 0} com o nível k duran 
te um ciclo ocupado de um sistema de filas M/G/1 com intensidade 
de trãfego ais 1 (Cohen, 1976b1. 

Esta distribuição foi estudada em Cohen (1969) e, dos 
resultados lã obtidos (ver Capítulo 11I.5, Equação 5.931, segue-se 

que para o presente modelo: 

0  dW akil 
0(0 kl ) 	141(k1) - 11(k1) • W 1 (k 1 ) 	(   • 

a l 	dk, 

Logo: 
dIVI(ki) 

S(k1',k2) 	C(fl f2) cri] V(0) 	 • 

Finalmente, tem-se que o retorno médio por unidade 
de tempo, G(k1,k2), é dado por: 

G(k1,k2) mR(k1,k2) - ((kipk2) -T(k1.1(2) - P(k1,1ç2) -S(ki,k2) 

OU ' 



G(121,k2) = h. [V(0) 81(k11 - V())] . h. [1 -V(0) 1V 2 (k 1 )] - 

1 	 (k2 
- Fel j k  xdV(x) 	

2 
e ; 	xdV(x) + .z2 	xdV(x)1 - h.V(0 ) 

 j kl 	 k2 

d8. (k.) 
. - P [1 -V(0) W2(k2)] - [U, + f2) o.] V(0)  	(1) 

dk. 

5. DETERMINAÇÃO DO VALOR ()TIMO DE k (12 1 .12 2 .k) QUE MAXIMIZA O RA 

TORNO MEDIO POR UNIDADE DE TEMPO 

Para o caso particular em que k. .k..k tem-se a se 

guinte expressão para o retorno médio por unidade de tempo (Costa, 

1983): 

a. 	fk 	 B. 
G(k) 	122 - P + V(0) {-(c..c2(a.---)) 	xd1f1(x) - c. a2( --) W, (k) + 

a. 	O 	 20 

(k) 
h1(18. (k) -1) - (h. - P) W. (k) - h. - ( f + f 2 ) 01 	

} 	")dk 

Na análise de G(k) o termo que envolve os custos de 
troca de taxas exige uma investigação da derivada 041(k)/dk que 

nem sempre existe e, quando existe, pode ter um comportamento ra 

zoavelmente irregular (Cohen, 19766). 

Porém, para 211= 1 a função 

novação tal que (Cohen, 1976a): 

29,0 
W1(x) 	— 

20 
 x 

0 2  

quando x e e. 

WI(*) é Uma fUTL40 de TC 

(3) 

-x/8 Esta relação 	exata se 6(x) . 1 -e 6 , x a O. Con 

tudo, para uma grande classe de distribuições B(.), a Relação 2 é, 
também para valores moderados de x, uma aproximação muito boa para 

a expressão exata de 141(•). 

No presente caso tem-se (Costa, 1983): 



dC(14) 	V4iii 4  :Ak 2  .0k 4-C 
dk 

onde: 

A = - 	c, ()
2

, 

d 	-2  c‘ :a2(6/02) 	2/3 (8/62) 2  (05/62)] 

{hl a 2+ h i 	h 3  4 Paz + (f, • fz) (a, ) (28/6z) - 

- h 	- cz ai (62/28)} (28/0s). 

O valor étimo de k, k', será portanto a raiz positi 

va da expressão: 

Ak 2 	Bk • C s O, 

e a condição para a existência do valor Ulmo, k", é que C i O. 

h. UMA APLICACAO A FILA M/M/1  

O modelo de controle considerado nesta seção é o mos 

mo utilizado para a fila 14/C/1, admitindo-se agora que 	B(x) 

1 - e -xl° , x a O. 

Neste caso, não é necessário fazer as s 1, uma vez 
que a derivada dIrs(k)/dk existe e pode ser obtida da Relação 2. 

Para o caso particular em que kl. kg  sk a derivada da expressão do 

retorno médio por unidade de tempo será dada por (Costa, 1983): 

	

r 	a, 	 a  • jk 

	

V(0) 1  -8 (--1 k - (1 • as - —I) 	141(x) dx • 

	

L 	as 	 a s 	• 

	

as 	 as 	E 	cINI(k) . C (--) .0 (1 as --) • 

	

a s 	 a s 	O] 	dk 	I  

• cs cs(as - as/a1) , 

C s hl - h, • P -cs asa. 

dG(k) 
dk 

onde: 
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D =  

E 	(f, 	f2) ai • 

O valor de k, k*, que maximiza o retorno médio 	por 
unidade de tempo, é o valor correspondente i Unica raiz 	positiva 
da equação implícita: 

k + AI I Di(x) dx = A, , 
0 

(à) 

onde: 

AI - ai/az + ai - 1 , 

a l  
A, 	C/8 .1. (0/8) 	(ai/a 2 ) + ai - 1] + (E/s)(----) , 

3/40 

desde que: 

B < O e C(a2/a1) - 0(1 +a, -a2/a1) -Ef1/0) z O . 

Para efeito de comparação numérica, a seguir conside 
ram-se três tipos diferentes de controles que atuam em uma fila 
M/M/1, a saber: 

CONTROLE A: 	à um controle que atua sobre a estação de serviços, 

aumentando a taxa de atendimento sempre que a quanti 
dade de serviço acumulado no sistema exceder a um ní 
vel crítico k. 

CONTROLE B: 	é um controle que atua sobre a estação de serviços, 
aumentando a taxa de atendimento, e sobre o acesso à 
estação de serviços, fechando-o, sempre que a quanti 
dade de serviço acumulado no sistema exceder a um ní 
vel crítico k. 

CONTROLE C: 	i um controle que utiliza dois níveis críticos, k l  e 
k a , com k l  <k a , e atua sobre a estação de serviços, 
aumentando a taxa de atendimento sempre que a quanti 

dade de serviço acumulado no sistema exceder a um ni 
vel critico k l , e sobre o,acesso 1 estação de servi 

cos, fechando-o quando a quantidade de serviço acumu 

lado no sistema exceder ao nível crítico k2. 



Utilizam-se os seguintes dados: 

12,0; 1/8 	3,0; c, . c. = c i  .8,0; P . 1,0; 

(F1 	f2) 	0,5; h, 	1,0 	e 	al = 5,0. 

Os valores de h l  e h 2  serão dados pela seguinte 

pressão 

h i  = - 0,1 ol 	2,0 e t  , 	i =1, 2. 

Desta forma procura-se encontrar não só os 	valores 

ótimos de k, k l  e k 2 , como também a melhor relação A= 82/o1,?fll,U, 

de forma a maximizar G(k) ou G(k1,k2). 

Os seguintes resultados foram obtidos: 

CONTROLE A: k = 0,875, A' = 2.20 e G(k) = 0,798; 

CONTROLE B: k' 	0,891, A' . 2,20 e G(k') = 0,514; 

kl 	0,852, A' . 2,10 e Gikl,kll = 1,821; 

kl . 1,015. 

O resultado para o Controle A foi obtido a partir de 

equações derivadas por Cohen (1976b) para a fila P4/G/1 e o resulta 

do para o Controle B foi obtido a partir da Equação 3. Para a 	ob 

tenção do resultado para o Controle C a partir da Equação 1, 	foi 

utilizado um algoritmo de programação não-linear (método de Fletcher-

Powell). 

Conclui-se então nesse exemplo iarticular que, para 

valores moderados de P e h., o controle que atua 	simultaneamente 

nos processos de atendimentos e chegadas (Controle 13) promove 	um 

melhor retorno que aquele que atua apenas no processo de atendimen 

tos (Controle A), e que a politica de controle de dois níveis cri 

ticos (Controle Cl promove um melhor retorno que a de um único ní 

vel critico (Controle 8). 

CONTROLE C: 
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