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RESUMO

Este trabalhe considera uma f:ila M/G/! com duas ta
xas de servigo d1snonxve15 € com entrada controiada. Eminmlquerlns
tante de tempo, uma «<cis3o deve ser tomada sobre a taxa de servi
§e a ser empregada e :obre o fechamento ou ndo do sistema a novas
chegadas. Esta decisdo € baseada nacompara;ao do trabalho acumula
do {tempo de espera virtuai), nesse instante, com valores criticos,
Existem custos de espera de clientes, de oc1051dade do servidor, de
troca de taxas de servigo, de perdas de clientes € uma recompensa
dependente da taxa de servico empregada. E ohtida a distribuigao
estanlonar1a da quantxdade de servico acumulado, bem como a eXpres
sdo do retorno médio por unidade de tempo. Resultados numerices
sio apresentades para a tila M/M/1, onde sdo determinados os valo
res criticos 6timos que maximizam o retarno médio por unidade da
tempo.

ABSTRACT

This paper is concerned with an M/G/1 aueue with twe
available service rates and a controlled input. A decision has te
be made, at each instant of time, about which service rate ta use
and whether the entrance to the system should be closed or not {for
new arrivals. This decision is based on the residual worklead
ivirtual waiting time), at this Cime, compared with critical
numbers. There are customer's waiting costs, server's iddleness
costs, service rate switching costs, penalty costs due to lost
customers, and a reward dependent upon the service rate being
used. The stationary distribution of the residual workload and
the average return per unit time are obtained. Numericai results
are given for the M/M/1 queue, where the optimal cricica! values
are determined so as tO maximlze the average return per unit time.



1. [NTRODULAU

i 0 problema de controle de filas jd foi abordado por
diversos autores (Crabill et alii, 1977). Em geral, o controle atua
somente no processo de chegadas (Doshi, 1977) ou somente no proces
so0 de atendimentos (Thatcher, 1968; Cohen, 1976b; Tijms, 1977,
Doshi, 1978} ou ainda em ambos (Tijms and van der Duyn schouten,
1977; Marins, 19813.

0 controle em todos esses trabalhos atua continuamen
te no tempo, baseado na quantidade de servigo acumulado po sistema
(tempo virtual de esperal), o qual deve ser processado pele servi
dor, e ndo no comprimento da fila.

Este trabalho baseia-se principalmente em Cohen
{1976b). Este autor considera o contrcle do processo de atendimen
tos de uma fila M/G/1 com duas taxas de servico disponiveis atra
vés de uma politica de controle que atua sobre a estaclo de servi
¢os, aumentando a taxa de atendimento sempre que 2 quantidade de
servico acumulado no sistema no instante t, Xt’ exceder a um nivel
critico k. Isto visa a uma reducao no tempo de espera e, conseghente
mente, NOS Seus custos,

Outra maneira de diminuir os custos de espera é  fe
char ¢ sistema para novas entradas sempre que Xt exceder 3 um cer
to nivel critico,

~ Assim sendo, agui se estende o trabalho de  Cohen
(1976h), considerando-se agora uma politica de controle de dois ni
veis criticos k; e ky, com ky < ky, que atua sobre a estacdo de ser
vigos aumentanda a taxe de atendimento sempre que X exceder ao ni
vel critico k,, bem como sobre o acesso @ estacdo de servicos fe
chando-o sempre que xt exceder aop nivel critico k;.

Associados ao funcionamento do sistema existem prg
mios relacionados cem o processo de atendimentos e quatro  custos
distintos: custo de espera de clientes, custo de ociosidade do ser
vidor, custo de troca de taxa de atendimento ¢ custo de perda de
clientes devido ao fechamento do sistema.




Na Secdo 2 formula-se o modelo de controle. Na Secdo
3 determina-se a distribuicio estaciondria da quantidade de servy
¢o ucunulade no sistema. Na Secdo 4 determina-se a expressao do re
torno médio por unidade de tempo., Para o caso particular enque k) =
= k; = k, na Secdo 5 determina-se o valor dtime de k que maximiza
o retorno médio por unidade de tempo. Finalmente, na Secdo 6 faz-
se uma aplicacdo numérica i fila M/M/1, considerando trés casos
particulares de controles e comparande os resultados obtidos.

2. DESCRICAO DO MODELO DE CONTROLE

Considera-se uma fila M/G/1 onde as chegadas ocorrem
de acordo com um processo de Poisson a uma taxa A > 0, Se o siste
ma estd aberto, os clientes juntam-se a fila; em caseo contraria
eles sao perdidos. Denota-se por (Yn} a sequéncia formada pelas
quantidades de trabalho demandadas por chegadas sucessivas e admi
te-se que (Y } € formada por varidveis aleatdrias  independentes,
com funcdo de distribuicdo de probabilidades B(+) comum a todas, a
qual satisfaz:

al BY(-) é-continua em [0,»), com BYLO) = 0
by E(Y)} = 8;
c) E(¥*) = By < = g E(Y*) = By < =

onde Y &€ uma variavel aleatdria com funcdo de distribuicio de pro
babilidades B(-}.

A disciplina de atendimento serd de acorde com "Pri
meirg a Entrar, Primeiro a Sair (PEPS)}". O tribalho existente no
sistema sera processade de acordo com uma taxa ¢ € (91, 092}, 03%0;.
Definen-se:

) A
a n —\B € az = ---—-s
1 [+

e supde-se que a» < 1,

Associado a este modelo de filas, existe o processo
estocastico {X,3 t 3 0}, onde Xe & o nivel de trabalhe acumulado
no sistema no instante t. Se xt ¢ Ky, 0 controlador deve manter o



sistema
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aberto e usar gy;. Se k, « Xt ¢ k2, 0 controlador deve man

ter o sistema aberto e usar ¢z. Finalmente, se xt » K2, deve fe

char o sistema para novas entradas e usar oa.

a)

b]

<)

d)

e)

Admite-se a seguinte estrutura de prémios e custos:

retornos a taxa hi > 0 enquanto estiver em uso a taxa de

atendimento oy (=1, 2);

custos de espera avaliados por ¢, Xy se X, s ky, por ¢ X

se Ky « xt ¢ ky, € por < Xt se X, » Ka;

t

custo de gciosidade hy > 0 por unidade de tempo, cobrade
enguanto ¢ servidor permanecer ocioso;

custo de perda de clientes P > 0 por unidade de tempo, co
brado enquanto o aCesso A estacao de servigos estiver fe
chado;

custo de troca de taxa de atendiments avaliado por £, » 0
se & troca for de oy para g; e por f; > 0 se for de i3, pa

T3 031.

3. DETERMINACAQ 0OA DISTRIBUICXO ESTACIONARIA V(-) DA QUANTIDADE DE

SERVICO ACUMULADO NO SISTEMA

(1962),

A partir das Equagdes 3.2 ¢ 4.2 de Gaver and Miller
determina-se que 2 funcdo de distribuicdo V(x,t) = PriY, sxj

da vartdvel aleatdria X, sarisfaz as equacdes integro-diferenciais:

kN
at

]

it

X
Vix,t) eo; - V(x,t) - ) vrx,:)u[ Blx-y)d_ Viy,t}
ax ’ b4

-~

para 0 ¢ x < ky;

X
Vix,t) s or == V(x,t) -2 V(x,t) A ] Blxey)d Vvt
ix o ¥y

para k; ¢ x < kg3

K
ViX,t) g, — Vix,t) - x Vix,t) +1{ Bilx-yid_ Viy,t1 +
ax 1o ¥

rx

+ 4 4 Viy,t) para x oz ki
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onde todas as derivadas que aparecem sdo derivadas ou a direita pa

ta x . 0 ou & esquerda para x - 0.

Trabalhando com estas equagdes, determinam-se duas ex
pressdes para a transformada de Laplace-Stieltjes da distribuicao
¢staciondria da quantidade de servico acumulado no sistema:

plp) = J e™®X av(x}, ou seja:
o=
ay rke roa . T
VD) o (1om=) | &7°% dV(x) o | lem -y (LBLR )T 00 omiX gy
7 LAy 8p - ik,
sip) = ; s
1 - ag (d=fled,
8p
= 1-8(0) " 1-8(0), (%% .ux
tlo) = |1 a2 IUV0) » ag (2l 17 e dVix)
[ 8p K a0 ka

. Ay . 1kl _
B T R 18 D A \ 2T
L a, o 440

onde:

-
Blo) = | &% dB(x) e
i -
[']
V(D) = iim V(0,t) = P {X, =0}, isto €, V(0) € a porcentagem
toe de temipo em que ¢ servider permansce ocip
so.

Uma vez conhecida a distribuigcdo de probabiiidades
8(+), pode-se determinar a distribuicdo estaciondria V(+) usando a
metodologia desenvolvida por Cohen (1868), obtendo-se o  seguinte
resultado {Costa, 1983):

V(x} = V(0) +« Wi(x) para x s ki, com:

- -l
" e amoo - - ay(lflelyiet
[ 54 [ 8p +
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Vixj = V(0] - Wz(x) para k: = x ¢ ks, com:
. 3] ky
IR - f e P% W, (x)
re _ ay ‘o
e oK dw, (x) - ,
° 1o gy tzBled
Bao
['az agz -1
V) = b — + ap(Watks)) + (1 =) Wl(kl}] .
Lal a;

4. DETERMINACAC DA EXPRESSAC DO RETORNG MEDIG POR UNIDADE DE TEMPO

Seja C, a duracde de um ciclo de renovagdes, isto ¢,
o0 tempo entre dois instantes sucessivos t; e t: com xtf =0 e xtf>0'
i=s1, 2. Segue-se facilmente que: t L

E(C) = (v .

Da teoria dos processos regenerativos segue-se para qualquer fun
¢do mensurdvel de Borel g: R+R que:

g 1 Ck
[ g wven . E {J gtxp) dat}
[ E(ckJ o

se a primeira integral existe (Feller, 1971).
Desta maneira, o custo médio de espera por unidade

de tempo serad:

k1 kz @
I(k,,kz) = ¢ [ x dV(x} + c2 I x dV(X} + c, J x dV(x).
] ki ke

0 custo medio de ociosidade por unidade de tempo se

T(ky,ka) = hy V(D).

0 custo médio por manter o sistema fechado por unida
de de tempo serd:

P(ky,ka) = P [1-V(0) Wylkod]) .



0 ganho médio por unidade de tempo, pelo uso das ta
xas de atendimento, serad:

Riky,k2) = hy [VIO) Wigky) = V(0)] « he [1-V(0) Witki) ].

Seja Sfky,k2) o custo médio por unidade de tempo de
troca de taxas de servico de oy para ¢ e vice-versa. Para determi
nar S(ky,kz), é necessidrio obter o nimerc médio de cruzamentos do
processo estocdstico {X;; 20} como nivel k, durante um ciclo
ocupado. Sabe-se que o numero de cruzamentos do nivel k, durante
um ciclo ocupado, a partir de valores inferiores a esse nivel, &,
com probabilidade um, igual ao nlimero de cruzamentos do nivet k,,
a partir de valores superiores a esse nivel, durante um ciclo ocu
pado. Seja Dkl o nGmero de cruzamentos do processc {xt; t:0l com
o nivel k, >0, durante um ciclo ocupado, a partir de valeres supe
riores a esse nivel.

Cada instante no qual ocorre tal cruzamento do nivet
ky & um instante regenerative do processo {x,i t20}; segue-se ime
diatamente que a distribuicdc de Dk1 para o presente modelo & a
mesma distribuicde do ndmero de cruzamentos, a partir de  valores
superiores ao nivel k, do processc {X,; £20} com o nivet k duran
te um cicio ocupado de um sistema de filas M/G/1 com intensidade
de trafego a; <1 (Cohen, 1976b).

Esta distribuicac foi estudada em Cohen (196%) e, dos
resultados 13 obtidos [ver Capitule ILI.S, Equagao 5.93], segue-se
que para ¢ presente modelo:

a dwl(k[)
E(D, = Wy(ky) - Blky) » Witky) » (=) ——r
' a, dk,
Logo:
dwy (ki)
SCkiska) = ((£1+ £2) @1] V(0) —oeeee .
dky

Finalmente, tem-se que o retorno médio por unidade
de tempo, Glk,,k;), é dado por:

Glky,ke) = Rlky,kz) - I(ky,ke) = T(ky,ke) - POk k2) - S(ky,k2)

ou-



Giky,kz) = ha [V(0) Witka) - VIO)] + he [1-VE0) Witky)] -

r ki rkz *
- 1y J xdVi(x) + c,_j XdVIx) + ¢, J xd'u’(x)] - haV(0)
L ]

1 ka

Wy (k1)
C e PL1-V0) Walks)] - [LE1+ £2) 0] VI(O) 5 W
1

o

. DETERMINACAQ DO VALOR OTIMO DE k (k, =k, = k) QUE MAXIMIZA O RE
TORNO MEDIO POR UNIDADE DE TEMPO

Para o caso particular em que k; aky =k tem-se a sg
guinte expressdo para o retorno médio per unidade de tempo (Costa,
1983):

dg k 31
G(k) = ha = P+ V(0) {- (c1+ ¢y (ag ‘~a—-)) Jn xdW,(x}) - c2 ﬂz(ﬁ) Wy (k) +
1

+ hy(Wy (k) - 1) - (hy - P) Wik} «hy = (£1 + £2) 04

a, )
}- 2)

Na analise de G(k} o termo que envolve os custos de
troca de taxas exige uma investiga¢do da derivada dW,(k)/dk que
nem sempre existe e, quando existe, pode ter um comportamento ra
zoavelmente irregular (Cohen, 1976b}.

Porém, para ay =1 a fungdo Wy(-) e uma funcido de Te
novacde tal que (Cohen, T976a):

2848
Wy (x) +Z_B X +

82 363

» (3)

quande x + =,

Esta relacdo € exata sa B(x) = 1} -e'x/a, £ 3 0. Con
tudo, para uma grande classe de distribuicdes B(:), a Relacde 2 &,
também para valores moderades de x, uma aproximagdéo muito boz para
a expressdo exata de W,(-].

No presente caso tem-se (Costa, 1983):



3 .2
Aa -2y (=},
ty

Boe =20y | a2(B/82) +2/3 (8/62)° (By/82)] ,
L

o
L]

{h;azq» hy +hy +Paz + (fy + fa) (5,) (28/8:) -
2 h
-hza;-~ca2 a; (Bz/zﬁ)} (28/B2).

0 valor Otimo de k, k*, serd portanto a raiz positi
va da expressao:

Ak® +« Bk « C = 0,

e 2 condicdo parm a existéncia do valor Gtimo, k*, & que C 3 0.

&. UMA APLICACAQ A FILA M/M/1

0 modelo de controle considerado nestz secic @ o mes
mo utilizado para a fila M/G/1, admitindo-se agora que B{x) =
=t e'x,a, x 3 0.

Neste caso, nao & necessdrio fazer a; = |, uma vez
que a derivada dw,{k)/dk existe e pode ser obtida da Relacao 2.
Pars o caso particular em que ki » kg »k a derivada da expressao do
retorno médio por unidade de tempo serd dada por (Costa, 1983):

r a , -tk
iﬁik—’avcolag-a(—-’-)k-s(naz-f‘—’-)j Wi(x) dx e
dk W a2, a, 0

c a, > a,] B dW; (k)
+ (;—1-]1' (l+aa—;~: t-B—] % ’

onde:
B C;#Cz(az -52/31] y

C a hy-h: +Pacy a8,



D« hy +hy ,

m
L

{£1 +

£2) 01 .

0 valor de k, k*, que maximiza o retorno médie por

unidade de tempo, & o valor correspondente # unica raiz positiva
da equagdo implicita:

k
k + A J Wy(x) dx = Az , (3
0
onde:
Ay = aifaz + 2y - 1,
a;
Az = -C/8+ (D/8) [{a1/a2) + ay - 1] + (E/B)(—) ,
. 3,8
desde gue:
B<«<9 e C(azfa;)-D(t+a,-~a,/a,;)-E{1/8) = 40.
Para efeito de comparacdo numérica, a seguir conside
ram-se trés tipos diferentes de controles gue atuam em uma fila

M/M/1, a saber:

CONTROLE A:

€ um controle que atua sobre a estagio de servigos,
aumentando a taxa de atendimento sempre que a quanti
dade de servigo acumulado no sistema exceder a um ni

“vel critice k.

CONTROLE B:

CONTROLE C:

& um controle que atua sobre a estacio de servigos,
aumentando 2 taxa de atendimento, e sobre o acesso a
estagao de servicos, fechapndo-o, sempre que a quanti
dade de servigo zcumulade no Sistema exceder a um ni
vel critico k.

€ um controle que utilizg dois niveis criticos, k, e
ky, com k; <k, & atua sobre a estagao de servigos,
aumentando a taxa de atendimento sempre que a quanti
dade de servige acumulado no sistema exceder a um ni
vel critice ky, e sobre o acesso i estacio de servy
cos, fechando-o quande a quantidade de servigo acumu
lado no sistema exceder ao nivel critico k,.
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gtilizam.se os seguintes dados:
A= 12,05 1/8 = 3,0; ¢y =cz=ca=8,0; P = 1,0;
(Fr+1f2) = 0,5; ha=1,0 e a1 = 5,0.

Os valeres de hy, e h; serdo dados pela seguinte ex
pressdo:

hy = -O,qu + 2,00, , is=1,1.

Desta forma procura-se encontrar ndo sd os  valores
Stimos de k, k; e k;, como também a melhor relagao A= oz/0y, A% 1,0,
de forma a maximizar G(k} ou G(k:,kz).

Os seguintes resultados foram obtidos:

CONTROLE A: k* = 0,875, A* = 2,20 e G(k*) = 0,798;

CONTROLE B: k* = 0,891, A* = 2,20 e G(k")} = 0,814;

ki = 0,852, A* = 2,10 e Gik},k3) = U,821;

Kt = 1,015,

CONTRDLE C:

O resultado para o Controle A fei obtido a partir de
equacdes derivadas por Cohen {(1976b) para a fila M/G/1 e o resulta
do para o Controle B foi obtido a partir da Equacdo 3. Para a  ob
tencdo do resultado para o Controle C a partir da Equacdo |, foi
utilizado um algoritmo de programacdo nde-linear {metodo de Fletcher-
Powell). .

Conclui-se entao nesse exemplo jarticular que, para
valores moderados de P e hy, o controle que atua simultaneamente
nos processos de atendimentos e chegadas (Controle 8) promove um
melhor retorno que aquele que atua apenas no processo de atendimen
tos (Contrale A), e que a politica de controle de dois niveis cri
ticos (Controle C) promove um melhor retornc que a de um dnico nf
vel critico (Controle B).
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