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RESUMO

A teoria magneto-hidrodindmica (MHD) é uma ferramente 1til no estudo do com-
portamento macroscopico de fluidos magnetizados. Com isso, é possivel explorar
a modelagem de plasma, que constitui uma importante area de investigacao em
Ciéncias Espaciais. O modelo MHD pode ser obtido a partir das equagoes da ele-
trodindmica juntamente com as equagoes de fluido, e descreve o comportamento de
fluidos eletricamente condutores sob a influéncia de campos magnéticos. O desafio
desse tipo de simulacao estd na obtencao eficiente de resultados coerentes no con-
texto fisico e numérico, visto que se trata de um problema nao-linear que obedece
restrigoes fisicas. Devido a ocorréncia de choques e descontinuidades na solucao do
modelo MHD, utiliza-se uma discretizacao pelo método dos volumes finitos, conser-
vando as quantidades do modelo. Uma das equacoes MHD esté associada é entendida
como uma restricao associada a divergéncia do campo magnético, a qual deve ser
nula. De forma geral, os fendmenos espaciais exibem estruturas locais dentro dos
seus dominios de influéncia, demandando uma representacao de alta resolugao para
a sua simulagdo numérica, que relaciona-se a um alto custo computacional, em mui-
tos casos proibitiva na visao computacional atual. Para mitigar esse custo e dar
maior eficiéncia a solugao fisico-matematica, introduz-se uma anélise multirresolu-
¢ao adaptativa. Este tratamento numérico-computacional se fundamenta na ideia
que um dado pode ser representado em varios niveis de refinamento, de acordo com
seu comportamento local. O objetivo deste trabalho é desenvolver a metodologia
para os modelos MHD ideal e resistivo multidimensional no contexto do algoritmo
de multirresolucao adaptativa por médias celulares e, com a combinacao dessas fer-
ramentas, possibilitar futuramente a simulacgado numérica de problemas relacionados
ao plasma espacial de forma eficiente, obtendo ganhos computacionais significantes e
garantindo a qualidade da solu¢do numérica obtida. A multirresoluc¢ao possui formu-
lacao tedrica com solida base matematica, apoiada em analise funcional e harmonica,
aumentando a confiabilidade do método e a qualidade da adaptabilidade aos pro-
blemas de interesse. Neste trabalho, sao apresentados os resultados obtidos com a
simulagao de diversos casos de estudo, com o objetivo de verificar o algoritmo de mul-
tirresolugao adaptativa no contexto da simulacao do modelo MHD multidimensional
para varios problemas fisicos. A multirresolucao adaptativa é eficiente para acelerar
o tempo de simulacao e reduzir significantemente o ntimero de células necessarias
para a simulagdo, conservando as propriedades fisicas do sistema.

Palavras-chave: Simulagdo numérica. Magneto-hidrodindmica. Multirresolucao
adaptativa. Volumes finitos.
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NUMERICAL SIMULATION OF A MULTIDIMENSIONAL
MAGNETOHYDRODYNAMIC MODEL IN THE CONTEXT OF
CELL-AVERAGE ADAPTIVE MULTIRESOLUTION

ABSTRACT

The magnetohydrodynamic (MHD) theory is an useful tool to study the macro-
scopic behavior of magnetized fluid. It allows us to explore the plasma modeling,
which constitutes an important field of investigation in Space Sciences. The MHD
model can be obtained from the electrodynamics equations along to the fluid equa-
tions, and describes the behavior of the electrically conducting fluids under the
influence of magnetic fields. The challenge of the MHD simulation lies on the effi-
cient achievement of coehrent results in the physical and numerical context, since
it is a nonlinear problem that obey physical constraints. Due to the occurence of
shocks and discontinuities in the MHD model solution, we use the finite volume
method for the discretizations, conserving the quantities of the model. One of the
MHD equations can be understood as a magnetic field constraint, which guarantees
the divergence of magnetic field is physically null. More generally, the spacial phe-
nomena exhibit local structures inside their own influence domain, which demand
an adaptive multiscale representation to the numerical simulation, that is related
to the possibility of a high computational cost. In the context of mitigating this
cost and increase the efficience of the physical-mathematical solution, we introduce
the adaptive multiresolution analysis. This numerical computational treatment is
based on the idea that a data can be represented in several levels of refinement,
according to its local behavior. The goal of this work is to develop a methodology
to the ideal and resistive multidimensional MHD models in the context of the cell-
average adaptive multiresolution algorithm and, by combining these tools, hereafter
enable the numerical simulation of problems related to space plasma in a efficient
way, obtaining significant computaional gains and ensuring the quality of the nu-
merical solution. The multiresolution mathematical formulation is solid, supported
by funcional and harmonic analysis, increasing the confiability of the method and
the quality of adaptability to the problems of interest. In this work, we present
the results obtained with different cases of study in order to verify the adaptive
multiresolution algorithm in the context of multidimensional MHD simulation for
several physical problems. We show that the adaptive multiresoltion can speed up
the CPU time and reduce significantly the number of cells needed for the simulation,
conserving the physical properties of the system.

Keywords: Numerical Simulation. Magnetohydrodynamics. Adaptive Multiresolu-
tion Analysis. Finite Volume Method.
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1 INTRODUCAO

A modelagem numérica de fend6menos espaciais é uma area muito importante no
contexto académico e tecnoldgico. Possibilita o melhor entendimento de fené6menos
fisicos importantes, a partir do estudo do comportamento de solu¢bes numéricas
de modelos compostos por equacgoes diferenciais parciais. No contexto de plasma
espacial, existem diversos modelos existentes que o descrevem de acordo com a
fisica do problema, sua escala espacial etc. Todos os modelos aplicados aos plasmas
tém suas bases nas teorias de mecanica, eletrodinamica e cinética classicas, embora
essa seja uma afirmacgao didatica simplificadora da riqueza de situagoes que possam
existir. Assim, a escolha de um modelo adequado depende da investigacao cientifica

ou tecnolodgica que se pretende considerar.

Quando tem-se interesse em fenémenos em escala macroscépica, a teoria magneto-
hidrodindmica (MHD) constitui uma importante ferramenta, na qual o plasma é
descrito como um fluido eletricamente condutor na presenga de campos magnéticos
(CHEN, 1974). O modelo MHD é 1til para estudar o comportamento de fenémenos re-
lacionados ao plasma espacial, encontrado na coroa solar, vento solar e magnetosfera
de planetas, de forma a facilitar o entendimentos de fenémenos fisicos de interesse.
Simulagdes numéricas sao utilizadas para interpretar, analisar e, em alguns casos,
prever fendmenos observacionais. Neste contexto, apresenta-se um cédigo MHD que

retiine metodologias conservativas a fim de possibilitar a simulacao MHD.

A teoria MHD se tornou mais conhecida no final da década de 30 do século passado
e o interesse nessa area foi culminado na década de 40, pela descoberta das ondas de
Alfven, um fendémeno intrinseco & magneto-hidrodindmica (ALFVEN, 1942). Entre os
anos 70 e 80, foram publicados os primeiros trabalhos sobre simulagoes numéricas
em duas e trés dimensoes no contexto de plasma espacial (LEBOEUF et al., 1978;
BRECHT et al., 1982; OGINO et al., 1986). A partir disso, diversos cdédigos MHD sao
utilizados para estudar processos importantes no meio interplanetario e na magne-
tosfera terrestre, contruibuindo para o maior entendimento do ambiente geoespacial
e o progresso da area de simulagdo MHD multidimensional (STONE, 1999; FRYXELL
et al., 2000; MIGNONE et al., 2007; STONE et al., 2008; SKALA et al., 2015).

O modelo MHD ¢ caracterizado por equagoes diferenciais parciais evolutivas, apre-
sentando descontinuidades na solucao, as quais devem ser resolvidadas de forma
adequada. Neste contexto, destacam-se os esquemas numéricos do tipo Godunov,
conhecidos na area de hidrodinamica pela sua robustez, capacidade de aumentar a

ordem do método e eficiéncia para resolver choques e descontinuidades. A exten-



sdo desse tipo de esquema para as equacoes MHD é realizada no final dos anos
80 (BRIO; WU, 1988; ZACHARY et al., 1994; DA, WOODWARD, 1995), introduzindo
uma metodologia que possibilita a obtencdo de uma representacao adequada das
descontinuidades presentes na solucao, evitando oscilagbes numéricas e mantendo a
precisao em regioes em que a solucao apresenta comportamento suave. Desde entao,
metodologias desse tipo sao bastante utilizadas na literatura de simulacao MHD
(HARTEN et al., 1983; RYU et al., 1998; POWELL et al., 1999; DEDNER et al., 2002;
WESENBERG, 2003; LI, 2005; MIYOSHI; KUSANO, 2005; TOUMA; ARMINJON, 2006;
XU et al., 2016; MAYIGUE; GROLL, 2017), permitindo a captura de diversos tipos de

comportamentos que ocorrem na solu¢ao do modelo.

Para garantir a auséncia de monopolos magnéticos na solu¢cao do modelo MHD,
sao desenvolvidos esquemas numéricos que obedecem a restri¢ao fisica de divergén-
cia nula do campo magnético (BRECHT et al., 1981; EVANS; HAWLEY, 1988; DATI;
WOODWARD, 1998; RYU et al., 1998; BALSARA; SPICER, 1999). Atualmente, existem
diversas metodologias nesse contexto (ZACHARY et al., 1994; TOTH, 2000; BALSARA;
KIM, 2004; MIYOSHI; KUSANO, 2011). Em particular, sdo desenvolvidos esquemas
numeéricos conhecidos como divergence cleaning, que nao anulam efetivamente a di-
vergéncia do campo magnético, no entanto, evitam que os erros associados a ela nao
afetem a integridade da solugao numérica e nao acrescentam um custo computacio-
nal significantivo ao cédigo (MUNZ et al., 2000; POWELL, 1997; DEDNER et al., 2002;
MIGNONE; TZEFERACOS, 2010).

Com a demanda de uma maior resolugao espacial no dominio computacional dos fé-
nomenos estudados, a fim de obter uma melhor representagao das estruturas presen-
tes na solugao do modelo MHD, introduzem-se metodologias adaptativas, nas quais
a malha computacional se adapta as estruturas presentes na solucao, viabilizando
simulagbes numéricas que seriam dispendiosas sem esse cuidado. Uma abordagem
bastante conhecida e difundida é o Refinamento de Malha Adaptativo, do inglés
Adaptive Mesh Refinement (BERGER; OLIGER, 1984; BERGER; COLELLA, 1989), que
possibilita a resolu¢ao numérica de uma regiao localizada em uma simulacao de larga
escala, além de acelerar a simulacao e obter alta resolucao global. Existem diversas
implementagoes desse algoritmo e bibliotecas prontas para utilizacdo em cddigos
MHD (MACNEICE et al., 2000; COLELLA et al., 2000; HOLST et al., 2011; BRYAN et al.,
2014; ZHANG et al., 2016).

Uma abordagem recente, dentro do contexto adaptativo, é a analise de multirreso-

lugdo por médias celulares, introduzida por Ami Harten (HARTEN, 1993; HARTEN,



1994; HARTEN, 1995; HARTEN, 1996). A multirresolucdo (MR) é baseada na teoria
de wavelets, fundamentada em andlise funcional e harmonica, e utiliza coeficien-
tes wavelet para avaliar a regularidade local da solu¢ao numérica e, assim, adaptar
a malha ao problema. Posteriormente, diversos trabalhos relevantes sao desenvol-
vidos, dando continuidade & metodologia proposta por Harten(COHEN et al., 2003;
KAIBARA; GOMES, 2001; MULLER, 2003; ROUSSEL et al., 2003a). Em particular, com
a abordagem para médias celulares, sao construidas técnicas para aplicacao da MR
a leis de conservacao hiperbdlicas em uma dimensdo (HARTEN, 1995). Posterior-
mente, as extensoes para leis de conservacao em duas e trés dimensoes sao desen-
volvidas(BIHARI; HARTEN, 1997; ROUSSEL, 2003). Uma visao geral da abordagem
MR e comparacgoes entre os métodos adaptativos apresentados sao discutidas em
(COHEN, 2003; DOMINGUES et al., 2011; DEITERDING et al., 2009; DEITERDING et al.,
2016).

O objetivo deste trabalho é possibilitar a simulagao numérica dos modelos MHD
ideal e resistivo em duas e trés dimensoes no contexto de médias celulares, utilizando
uma abordagem de multirresolucao adaptativa para a representacao de estruturas

localizadas presentes na solu¢ao do modelo de forma eficiente.

Unificando as equagdes do modelo MHD, esquemas numéricos de segunda ordem,
restrigoes fisicas e a multirresolucao adaptativa, desenvolve-se o c6digo CARMEN-
MHD, possibilitando a obtenc¢ao de solugdes numéricas do modelo em malha uni-
forme ou adaptativa. Essa implementacao é baseada no cédigo CARMEN;, desenvol-
vido por Olivier Roussel (ROUSSEL et al., 2003b) para a simula¢ao hidrodinamica com
o algoritmo MR adaptativa. O c6édigo CARMEN-MHD utiliza o mesmo algoritmo

adaptativo, ajustado as variaveis do modelo MHD.
Contribuigoes

Neste trabalho, metodologias numéricas necessarias para a simulacao numérica dos
modelo MHD ideal e resistivo sao implementadas e combinadas com o algoritmo de
multirresolugao adaptativa, viabilizando o estudo dos fendmenos de plasma. Essa
abordagem é pioneira no contexto de simulacado MHD multidimensional, e se mostra

eficiente na obtencao de solugoes numéricas bem representadas.

A estabilidade e robustez do codigo CARMEN-MHD ¢é demonstrada com a simula-
¢ao de diferentes problemas, que testam variados comportamentos fisicos que podem
ocorrer na solu¢do do modelo. A verificacdo das implementagoes e dos resultados é

realizada a partir de comparagoes com um codigo ja verificado e conhecido na area



de simulacao MHD.

A combinagao das metodologias numéricas juntamente com a verificagao dos resulta-
dos obtidos tém como produto o cédigo CARMEN-MHD. Esse codigo é otimizado e
verificado nos contextos fisico e numérico, constituindo uma ferramenta com usabili-
dade consideravel, relevante para validagoes MHD e comparagoes de adaptatividade.
Além disso, o codigo, sua documentacao e scripts relacionados sao disponibilizados
online para permitir reprodutibilidade dos resultados obtidos e outra implementa-

coes.

Este trabalho estd organizado como descrito a seguir:

e No Capitulo 2 sdo apresentadas as equagoes dos modelos MHD ideal e
resistivo, assim como suas hipoteses e dedugoes a partir das equacoes de

fluido e da eletrodinamica, em suas formas primitiva e conservativa.

e O método de volumes finitos e a andlise de multirresolucao em trés di-
mensoes sao introduzidos e discutidos no Capitulo 3. Essas metodologias
compoem a base tedrica, sendo essenciais para a formulacdo numérica uti-
lizada neste trabalho, garantindo a conservacao das varidveis e a eficiéncia

da abordagem adaptativa.

e No Capitulo 4, as metodologias numéricas adicionais sao apresentadas e
discutidas. Durante o desenvolvimento deste trabalho, essas metodologias
se mostraram necessarias para garantir a integridade fisica da solugao nu-
mérica, a precisao do esquema numérico e a captura das estruturas na
solucao. Além disso, compoem um conjunto de ferramentas essenciais para

aumentar a eficacia do cédigo e a qualidade da solu¢ao numérica.

e Os aspectos computacionais, como os detalhes acerca do c6digo CARMEN-
MHD, visualizacoes, erros e tipos de arquivo, sao introduzidos no Capi-
tulo 5, os quais sao importantes para entender a evolucao e implementa-
¢ao do codigo CARMEN-MHD. Neste capitulo, sdo apresentados todos os
esforcos e desafios acerca de seu desenvolvimento, assim como os esclare-

cimentos acerca das métricas utilizadas nos resultados.

e Os resultados para a verificacdo do c6digo CARMEN-MHD sao apresenta-
dos no Capitulo 6, para os problemas do vértex de Orszag-Tang, instabili-

dade de Kelvin-Helmholtz, nuvem magnética e reconexao magnética. Essa
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variedade de casos de estudo é escolhida com o objetivo de avaliar a perfor-
mance do codigo CARMEN-MHD para diversos tipos de comportamentos
que ocorrem na simulagdo numérica, a fim de garantir a coeréncia e con-
vergéncia dos resultados obtidos, assim como a sua qualidade, certificando

a robustez e eficiéncia do cédigo desenvolvido.

As conclusoes e trabalhos futuros sao discutidas no Capitulo 7, reiterando
as contribuicoes deste trabalho e importancia dentro do contexto de simu-
lacao MHD.






2 TEORIA MAGNETO-HIDRODINAMICA

Neste capitulo é apresentada a descricao magneto-hidrodinamica (MHD), conside-
rando o plasma como um tnico fluido, ou seja, negligenciando a identidade individual
de cada particula (fons e elétrons), considerando apenas um elemento de fluido ou
um grupo de particulas. A teoria de fluidos é utilizada na fisica do plasma quando
o comportamento de fenomenos de larga escala sdo considerados (BITTENCOURT,
2004). A teoria MHD descreve a dindmica de um fluido eletricamente condutor sob
a influéncia de um campo magnético (CHEN, 1974). Para que seja possivel a mode-
lagem do plasma como um fluido, devem ser feitas algumas consideragoes (SPRUIT,
2013). Em Ledvina et al. 2008, sdao apresentadas sete hipdteses implicitas acerca da

validade do modelo MHD. A seguir, apresenta-se uma reuniao desses critérios:

Quase neutralidade: A densidade de particulas carregadas negativamente n, é
aproximadamente igual a densidade de particulas carregadas positivamente n;. A
neutralidade elétrica é satisfeita na maioria dos meios astrofisicos.

Massa do elétron negligenciada: A partir da relagao e < 1, em que me, m; de-
notam as massas do elétron e do ion respectivamente, atribui-se m, = 0. Juntamente
com a hipdétese da quase neutralidade, a densidade de massa do plasma é definida
por p = n; m;, caracterizando uma alta densidade de ions e, assim, um plasma de
baixa frequéncia.

Aproximagao de fluido: As quantidades termodindmicas locais podem ser defi-
nidas no plasma. As variagoes nessas quantidades sdo muito lentas se comparadas
com a escala de tempo de processos microscépicos no plasma. Assume-se que uma
quantidade suficientemente grande de particulas esta presente no fluido e, com isso,
as propriedades locais do fluido podem ser definidas.

Pressao isotrépica: A relagio V - (pI) = Vp é valida para a pressao total p, em
que I é o tensor identidade de ordem dois. Essa hipdtese é valida para plasmas co-
lisionais, com frequente interacao entre particulas.

Lei de Ohm generalizada: Os termos associados ao efeito Hall («~ J xB), que per-
mite o movimento separado de ios e elétrons, e a inércia dos elétrons (v~ m.0J/0t)
sao negligenciados, garantindo a validade do modelo apenas para fenémenos de
baixa frequéncia e escalas macroscopicas. A lei de Ohm descreve uma relagao local

e instantanea entre o campo magnético e a densidade de corrente no plasma.

As equagoes que descrevem o comportamento macroscopico do plasma podem ser
obtidas a partir das Equagoes de Maxwell juntamente com as equagoes da teoria

hidrodindmica (GOEDBLOED; POEDTS, 2004). Neste trabalho, descreve-se a aborda-



gem MHD a partir das equagoes de fluido e Maxwell, primeiramente a formulagao
nao-conservativa, com a deducao das equagoes MHD, e posteriormente o modelo

conservativo.
2.1 Equagoes MHD

O modelo MHD ¢é composto pelas equagoes da continuidade, momento, campo
magnético e pressao. No total sao obtidas oito equagdes para oito varidveis
(p, p, Uy, Uy, Uy, By, By, B,) e, com isso, o sistema MHD é dito completo. A for-

mulagao nao-conservativa do modelo MHD resistivo é dada pelas equacoes

op B
)
V- (u)+ (- DpV-u = g(y=1)V x BJ, (2.1b)
pd—u +Vp—(VxB)xB = pg, (2.1c)
dt
aa—]?—Vx (uxB) = =V x(nV xB), (2.1d)

em que o campo magnético B = (B,, By, B,) é a variavel eletromagnética, e as
variaveis de fluido sao a densidade de massa p, a pressdo total p, a velocidade
u = (uy, uy,u,) e g a aceleracdo da gravidade. A resistividade é denotada por
n = n(x,y, z) e a constante adiabatica por 7. O termo da forca da gravidade pg
pode ser desconsiderado, exceto em certos problemas astrofisicos, geofisicos e de as-
tronomia. O termo resistivo no lado direito da equacao da pressao é, normalmente,
negligenciado por nao assumir valores significantes (CALLEN, 2003). No entanto, ele

¢ mantido para a reproducao da fisica do modelo e consisténcia das equagoes.

Para obter as equacoes do modelo MHD nao relativistico, ou seja, em que a veloci-
dade do fluido é muito menor que a velocidade da luz, utilizam-se as seguintes leis

que regem a eletrodindmica classica

V-B=0, Lei de Gauss - Magnetismo (2.2a)
VxE= —%—E;, Lei de Faraday (2.2b)
V x B = pd, Lei de Ampere (2.2¢)
V-E= 8% Lei de Gauss (2.2d)

em que J é a densidade de corrente, E o campo elétrico, e py a permeabilidade

magnética no vacuo e gy a permissividade no vacuo. Essas equagbes descrevem o



comportamento dos campos elétrico e magnético, como se propagam, interagem e
sao influenciados. Também sao necessarias a segunda lei de Newton, a lei de Ohm e

a equacao de estado, dadas por

p(il—ll =T, 2% Lei de Newton (2.3a)

(2.3b)

E+uxB=nJ, Lei de Ohm (2.3¢)

(2.3d)

4 (ln £> = 777—_1|J|2, Eq. de Estado (2.3¢)
e\ p p

(2.3f)

em que F é uma forca vetorial e a derivada total (ou derivada Lagrangiana)

d 0
&—E‘FU-V, (2.4)

a qual mede a mudanca total na quantidade associada a um elemento de fluido que

se move no espago, consistindo em uma derivada temporal local (ou Euleriana) %
e um termo de advecgdo/convecgdo que descreve a variagao na dire¢do u (LAMB,
1924). Nas proximas segoes sao deduzidas as equagoes MHD baseadas na teoria de

fluidos e nas leis de Maxwell (SCHNACK, 2009).
2.1.1 Equagao da continuidade

Seja um elemento de fluido dV' com densidade de massa p = p(z,y, z,t) centrada no
ponto P, representando a densidade de massa média sobre dV', como ilustrado na

Figura 2.1. A massa total de dV, em um tempo t arbitrario, é dada por

M:/pdV:/pda:dydz. (2.5)

Assumindo que dentro do elemento de fluido nao hé estruturas, como fontes e sor-
vedouros, entao a taxa de variagao % descreve a taxa na qual a massa entra ou sai
de um elemento de superficie dS pertencente a fronteira de dV', ou seja, como essa
quantidade varia no tempo. Quando dS coincide com a face de dV', o vetor normal

n a essa superficie aponta para fora do elemento de volume.



Figura 2.1 - Elemento de fluido com dimensdo dV = dxdydz e densidade de massa
p(x,y, z) centrada no ponto P (esquerda). Elemento de superficie se movendo
a uma velocidade u e o vetor normal a superficie dS.

i dz

dx

Fonte: Produgao do autor baseada em Schnack (2009).

O fluxo de massa que flui através de dS é pu, em que u é a velocidade do fluido.
Sendo assim, considerando dS = ndS, a taxa total de fluxo de massa saindo de dV

é dada pela soma da massa por unidade de tempo saindo em cada face de dV, isto

%pu -dS = 515 pu - ndS, (2.6)
S S

em que a integral é sobre a superficie de dV'. Com isso, a seguinte igualdade é valida

€,

Q/pdV:—ygpu-ndS, (2.7)
ot Jy S

em que o sinal negativo no termo do lado direito deve-se ao fluxo que sai do volume. A
Equacao 2.7 caracteriza uma lei de conservacao, a qual garante que a taza de variacao
de uma quantidade contida em um dominio V ¢é igual ao fluro dessa quanridade
através da fronteira desse dominio (LAX, 1973). Pelo teorema da divergéncia de

Gauss, obtém-se

%/V v = —/V_V-(pu)dV- (2.8)

Considerando p e %% fungoes continuas em ¢ e rearranjando os termos da equacao

acima, tem-se

/V l% +V- (pu)] dv = 0. (2.9)

10



Para que a Equacao 2.9 seja valida, é preciso que o integrando seja nulo, isto é,

dp B

expressando a conservagao de massa. A Equacao 2.10 é conhecida como equagao
da continuidade e pode ser reescrita em termos da derivada Lagrangiana, ou seja,
considerando a existéncia das derivadas de p e u em relacao a x, y e z, e a identidade
vetorial dada pela Equacao A.1, tem-se

dp

a+pv-u+u-v,0:0. (2.11)

Os dois primeiros termos do lado esquerdo da equacao acima podem ser reescritos
como uma derivada Lagrangiana, isto é,
dp

v . 2.12
% pV -u, (2.12)

em que —pV - u mede a mudanga em p que ocorre devido & compressao (V- u < 0)
ou dilatagao (V -u > 0) de um elemento de fluido. Em um fluido incompressivel
(V-u = 0), a variagdo da densidade de massa é equivalente a adveccao dessa

. . dp
quantidade, pois 5 = 0.
2.1.2 Equagao do momento

Considera-se a segunda lei de Newton para um elemento de fluido, como apresentado
na Equacao 2.3a por pfl—‘; = FF, em que I é uma forga vetorial por unidade de volume
que age neste elemento. Neste trabalho, no contexto da magneto-hidrodinamica,
define-se ' como uma composicao de forcas: forca gradiente de pressao, proveniente
da acao coletiva do movimento de particulas; forga eletromagnética de Lorentz; e a

forca gravitacional. Dessa forma, reescreve-se a lei de Newton como

d
pd—ltJl =—-Vp+J xB+pg. (2.13)

O gradiente de pressao no lado direito da Equagao 2.13 tem sinal negativo, pois
ocorre no sentido oposto ao fluido. Substituindo J dado pelo lei de Ampeére na

Equacao 2.2c e considerando B = B, /1, obtém-se

du

E:—Ver(VxB) x B+ pg, (2.14)

p

a qual é chamada de equagdo do momento de um fluido eletromagnético.
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2.1.3 Equacgao da indugao magnética

A relacao existente entre o campo magnético B e o campo elétrico E é dada pela lei
de Faraday, que descreve a evolucao temporal de B em termos do rotacional de E,
isto é,

aa—]? = -V xE. (2.15)
Um fluido eletricamente condutor permite que a corrente possa fluir dentro do seu
dominio. Entao, é possivel relacionar a densidade de corrente a um campo elétrico

E’ em termos da resistividade elétrica do fluido 7, ou seja,
nJ =FE, (2.16)

conhecida como lei de Ohm. O campo elétrico E’ é obtido ao levar em consideracao o
fluido se movendo com a velocidade de fluxo de massa do plasma, dado pela equagao
E' = E + u x B, resultando em

nJ =E +u x B, (2.17)

que caracteriza a lei de Ohm resistiva, apresentada anteriormente na Equacao 2.3c.

Substituindo a Equagao 2.17 na Equacao 2.15, obtém-se

68—]:’ — -V x (nJ —uxB), (2.18)

resultando em B
E—VX (uXB):—VX (7’/.]), (219)
devido a linearidade do operador diferencial V x. Substituindo J na Equagao 2.19 e
considerando B = B, /19, tem-se
0B

E—Vx(uxB):—Vx(anB), (2.20)

a qual é conhecida como equacao da inducao magnética.
2.1.4 Equagao da pressao

A equacgao de estado expressa uma evolucao caracterizada pela constante adiabatica

v, relacionando a densidade de massa e a pressao com a densidade de corrente e a
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resistividade, resultando em

d Py (V=1 12
G0 (2) 20D )

Essa equacao é quase isotrépica, devido a contribui¢do do termo resistivo no lado
direito da equagao (CALLEN, 2003). A partir dela é possivel obter a equagao que
descreve a variagao da pressao em termos das variaveis p, u, B e, dessa forma, fechar
o sistema de equacgoes, que contara com o numero de equagodes igual ao niimero de

incognitas.

Operando os termos da Equacgao 2.21, tem-se

d d (Y =1 42

—1 — —In(p") = n—=|J|%. 2.22
G ) = g =m0 (222)
Calculando as derivadas do lado esquerdo da equagao acima e multiplicando toda a

equagao por p, obtém-se

dp pdp 9
e AE e P NN IR 2.93
i e n(y —1)|J| (2.23)

Substituindo a Equagao 2.12 na Equacao 2.23, tem-se

dp pv 2
P T w) = il — DT 2.94
& s (=pV -u) =n(y - 1)|J| (2.24)

Desenvolvendo os termos da derivada % e considerando vp = (7 —1)p+ p, obtém-se

)
a—i)Jru-Ver(v—1)pV-u+pV-u:n(7—1)|J|2. (2.25)

Reorganizando os termos da equacgao acima utilizando a Identidade A.1, conclui-se

PV (o) + (5~ DpV = (D (2.26)

Substituindo a lei de Ampere na Equagao 2.26 e considerando B = B, /J1g, obtém-se

a equacao da pressao do fluido

0
S+ V() + (7 = DpV - u = n(y = )|V x BI (2.27)

completando o sistema de equagodes da magneto-hidrodinamica em sua forma primi-

tiva.
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2.2 Equagoes MHD quase conservativas

Neste trabalho, tem-se interesse na forma quase conservativa do modelo MHD. Dife-
rente da forma primitiva, apresentada na Secao 2.1, a formulacio quase conservativa
do modelo MHD expressa principios fisicos de conservagao local e global de massa,
momento, energia e, em alguns casos, fluxo magnético, pois as equagoes sao reescritas

como leis de conservagao. O modelo MHD resistivo na sua forma quase conservativa

¢ dado por
S(pu) = 0, (2.282)

8((% w) lpuu N <p+ _) . B] . (2.28D)
g_f+v l(5+p)u—|—u~ ( I—BB)] — V.[Bxn(VxB), (2.28)

%_]:’ LV (uB-Bu) = -Vx(VxB). (228

Nesse contexto, analisa-se cada equacao individualmente de forma a reescrevé-las
como leis de conservacao, isto é, para um vetor de quantidades U e um tensor fluxo
F(U) tem-se

8—U+V F(U) =0, (2.29)
ot
uma lei de conservagao vetorial. Em alguns casos, como no modelo MHD resistivo,
ha termos fontes de calor e difusdo adicionados na equagao, constituindo uma forma
ainda mais geral na qual nem sempre ha conservacao, ou existe uma condicao de
quase conservacao. Define-se, entao, uma equacao de conservacao na forma diferen-

cial, levando em consideragao os termos fonte, por

ou

- TV F(U)=5(U), (2.30)
com F(U) = (F,(U),F,(U),F.(U))", em que F,(U),F,(U),F,(U) sdo os vetores
fluxo nas diregoes x,y, z, respectivamente. De acordo com o Sistema 2.28 MHD

resistivo, U e F(U) sao definidos definidos por

pu
’ puu + p+£ I1-BB
u=| ™| Fu- BPY L (231
& <5+p+—>u—B(u-B)
B 2
uB — Bu
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e o vetor fonte ¢ dado por S(U) = (0,0,V - (B x nV x B), =V x (nV x B))T. O

tensor I denota a matriz identidade 3 x 3.

As Equagoes 2.28a e 2.28b expressam a conservacao de massa e momento, respecti-
vamente. Ja as Equacgoes 2.28¢c e 2.28d, referentes a densidade de energia e ao campo
magnético expressam uma relacdo de quase conservacgao, devido aos termos que de-

pendem da resistividade 1 # 0. Nas préximas segoes, essas equagoes sao deduzidas.
2.2.1 Conservacao de momento

Para obter a lei de conservacao associada ao momento, considera-se a forca gra-
vitacional nula na Equacao 2.14. Essa consideragao é feita, pois os problemas de
interesse deste trabalho nao necessitam da adi¢ao desta forca ao sistema. Com isso,

a equacao do momento é reescrita como

du

e —-Vp+(V xB) x B. (2.32)

p

O termo do gradiente de pressao Vp por ser reescrito com o operador de divergéncia,
e a matriz identidade I, ou seja, V - (pI), pois V = V - I. Utilizando as identidades

vetoriais dadas pelas Equacoes A.2 e A.3, obtém-se

p<%—;‘+u-Vu> :—V~(pI)+V~<BB—¥I>. (2.33)

Agrupando os termos da equacgao, tem-se

d(pu) Ip _ B[
o uateru Vu=-V.||(p+ 5 I-BB|. (2.34)

Substituindo a Equacao 2.28a na equacao acima e utilizando a identidade vetorial
definida na Equacao A.1, obtém-se

B[

9 L G ) = Kp + %) - BB] , (2.35)

ot

e, com isso, conclui-se que

d(pu)
ot

B2
+V. [,ouu+ <p+ %) I- BB] =0, (2.36)

a qual descreve a equacao de conservacao do momento.
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2.2.2 Conservacao de energia

Nesta secao, deseja-se obter a equacao de conservacao de energia, dada em termos

da variavel &, definida pela lei constitutiva

P IMQ\BR

&=
So1 Pt

(2.37)

A equagao evolutiva da densidade de energia é obtida a partir das equagoes do
momento, pressao e campo magnético, apds algumas alteragoes. Fazendo o produto

interno de u pela Equacao 2.32 e rearranjando seus temos, obtém-se

0 /1 1
g (—p\uﬁ) 2 (—p\u\Qu) +u-Vp—u-(J xB)=0. (2.38)
ot \2 2

Substituindo p = (v — 1)pe nos dois primeiros termos da Equacao 2.27, em que e a

energia interna, e dividindo seus termos por (y — 1), tem-se

0
a(pe) + V- (peu) + pV - u = n|J|. (2.39)

Fazendo o produto escalar de B com a Equacgdo 2.20 e utilizando as identidades

vetoriais definidas pelas Equagoes A.4 ; A.5 e A.6, obtém-se

%(;BF)+V-(B-Bu—u-BB)+u-(J><B)=V-(B><77J)—n|J|2. (2.40)

Somando as Equagoes 2.38, 2.39 e 2.40, eliminando os termos similares e substituindo
J =V x B, obtém-se a lei de conservagao que descreve a evolugao da densidade de
energia dada por

o€ IB|?

EJrV- (E+pu+u- TI—BB =V-[Bxn(VxB)|. (2.41)
O termo resistivo no lado direito da equacao acima pode influenciar na conservacao
da energia. No entanto, esse termo é suficientemente pequeno, de forma que, em

muitos casos, pode ser negligenciado.
2.2.3 Fluxo magnético

Devido ao termo que inclui a resistividade na lei de Ohm, nao hé conservagao integral
para a equacao da indugao magnética. No entanto, é possivel reescrevé-la como uma

equacao de conservacao. Utilizando a identidade vetorial dada pela Equacao A.7, a
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Equacao 2.20 pode ser reescrita como

%_]j’ 4+ V. (uB=Bu) = -V x (3V x B). (2.42)

A nao-conservagao associada a essa equacao pode acarretar em mudancas no fluxo
magnético, que pode ser entendido como a quantidade de linhas de campo através

de uma determinada superficie.

Considerando uma curva fechada C dentro de um fluido, tal que todo ponto perten-
cente a ela se move com velocidade local do fluido, tem-se a superficie S limitada
por C, como ilustrado na Figura 2.2. O fluxo magnético ® que flui através dessa

superficie é dado por
o = / B -dsS, (2.43)
S

com dS um elemento infinitesimal da superficie S e dS = ndS, ou seja, a integral

da componente normal do campo magnético que passa por S.

Figura 2.2 - Fluxo magnético passando através da superficie S, limitada pela curva C.

B

Fonte: Produgao do autor baseada em Parks (1991).

A variacao do fluxo magnético ®, a medida que a curva se move com o fluido, no

contexto Lagrangiano, é definida por

@:—¢(E+ux3).da (2.44)
dt .
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em que df é um elemento inifinitesimal pertencente a curva C. No caso resistivo, em

que a lei de Ohm é dada por
E+uxB=nJ,

a Equagao 2.44 é reescrita como

(il_(f - _ yg(nJ) . dr. (2.45)

A integral definida na Equacao 2.45 é nao-nula, implicando que o fluido pode se
mover separadamente relativo ao campo magnético. Com isso, as linhas de campo
magnético podem deslizar através do fluido e, até mesmo, sofrer alteragoes em sua
topologia. Isso ocorre devido a resistividade, que adiciona comportamento difusivo

ao campo magnético, permitindo que ocorram processos de natureza dissipativa.
2.3 MHD ideal conservativo

Quando h&a auséncia de resistividade, o modelo resultante é chamado MHD ideal.
Esse modelo descreve a dinamica de um fluido perfeitamente condutor, o qual é
idealizado, porém nao existe na natureza. No entanto, quando o interesse se volta
para plasmas altamente magnetizados, o modelo ideal permite uma aproximagao
adequada, visto que, em muitos casos, esse tipo de plasma é um excelente condutor
de eletricidade. Neste caso, os termos resisitivos nas equagoes da densidade total de
energia e fluxo magnético sao negligenciados. Sendo assim, o modelo MHD ideal, em

sua forma conservativa, é dado por

V-(pu) = 0, (2.46a)
a§:+v [pUU+<p+ BQ>I— B} _ o, (2.46b)
o€ B?

o o (err ) ucpon] — 0
%—]:’Jrv (uB—Bu) — 0, (2.46d)

com B = |B|. No caso ideal, a lei de Ohm definida anteriormente por E+uxB = nJ,
é reescrita como E + u x B = 0. Assim, voltando ao conceito discutido de variacao
de fluxo magnético, pode-se estender o resultado para o caso ideal. A partir da

Equacao 2.44, tem-se
d®

%(Ew x B)-dl =0, (2.47)
a )
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ou seja, o fluxo magnético através de qualquer curva fechada C' é constante. Nesse
caso, existe a conservacao de fluxo magnético e, assim, o fluido ndo pode se mover
através do campo magnético. Esse resultado é conhecido como condicao do fluzo
congelado (do inglés frozen fluz condition), em que as linhas de campo mantém a
mesma topologia, de forma a conservar a integridade dos elementos de fluido. A
abordagem apresentada é baseada em (FITZPATRICK, 2014)
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3 ABORDAGEM NUMERICA

Ao contrario dos estudos observacionais, o qual tem limitagoes de espaco e tempo, as
técnicas numéricas podem ser utilizadas para simular eventos em regioes desde esca-
las macroscopicas até microscopicas, durante um determinado intervalo de tempo.
Mesmo em situacoes nas quais é possivel realizar experimentos, simulagoes compu-
tacionais podem ser uma alternativa mais eficiente, menos custosa e, também, com-
plementar para o entendimento de um certo fendémeno (TOTH; ROE, 2002). Além
disso, podem tratar diversos fend6menos ao mesmo tempo — mesmo processos Nao

lineares.

Considerando os modelos MHD apresentados no Capitulo 2, a escolha de uma for-
mulagdo numérica é necessaria de forma possibilitar a sua simulagdo. Véarias meto-
dologias sao utilizadas no contexto MHD como, por exemplo, método das diferencas
finitas (DAI; WOODWARD, 1998; JIANG; WU, 1999b; MIGNONE et al., 2010), volumes
finitos (STONE; GARDINER, 2009; LEE, 2013) e elementos finitos (SALAH et al., 2001;
SOVINEC et al., 2004; BASTING; KUZMIN, 2017). Cada método tem suas vantagens e
desvantagens, e sua adequagao depende do modelo utilizado, tipo de problema, ge-
ometria da malha computacional, entre outros. Neste trabalho, utiliza-se o método
de volumes finitos, o qual é baseado na forma integral de leis de conservacao, garan-
tindo que as quantidades em questao sejam conservadas em ambito local e global, e

serd discutido com mais detalhes em breve (LEVEQUE, 2002).

-

E comum que a solucdo numérica de um modelo contenha estruturas localizadas,
necessitando de um maior refinamento de malha computacional. Por outro lado, tam-
bém existem regides nas quais a mesma solugao apresenta comportamento constante
ou suave, nao sendo necessario um maior refinamento. Nesse contexto, o conceito da
andalise multirresolucao adaptativa (HARTEN, 1993; HARTEN, 1994; HARTEN, 1995;
HARTEN, 1996) é introduzido, e sua revisao é apresentada em (COHEN, 2003; DOMIN-
GUES et al., 2011) e referéncia la citadas. Nessa metodologia a solugao é decomposta
em diferentes niveis de resolugao, possibilitando que a malha computacional seja
adaptada ao problema que se deseja model(DOMINGUES et al., 2011)ar. Assim, a re-
ducgao do custo computacional da simulagao se torna viavel, gragas ao algoritmo que
faz com que a malha seja refinada apenas onde ha estruturas localizadas, evitando
o uso desnecessario de memoria. A acuracia da solugao pode ser mantida e, assim,

a solucao é bem representada e coerente com a fisica do problema.

Neste capitulo é apresentada a metodologia numérica utilizada neste trabalho, intro-

duzindo a discretizacao pelo método dos volumes finitos e sua motiva¢ao no contexto
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da abordagem adaptativa da analise multirresolucao.
3.1 Meétodo de volumes finitos

O método de Volumes Finitos (VF) é baseado na forma integral de leis de con-
servacao. O dominio do problema ¢é particionado em pequenos volumes ou células,
os quais podem fazer parte de uma malha cartesiana, triangular ou qualquer outra
geometria desejada. Neste trabalho, a abordagem é feita para uma malha cartesi-
ana regular, em duas e trés dimensoes. Devido a sua formulagao integral, o método
é adequado onde ha descontinuidades, e a conservacao das quantidades e fluxos é
mantida (LEVEQUE, 2002). Nesta segdo, apresenta-se a formulac¢do tridimensional

do método.

Basicamente, uma lei de conservacao define que a taza de variacio da quantidade
total de uma grandeza contida em um volume fixo € igual ao fluro dessa grandeza
através da fronteira do volume (LAX, 1973). Matematicamente, essa defini¢ao indica

que para uma grandeza ¢ em um volume V' tem-se

o [cav = [ 1) nav. (3.1

em que f(¢) é o fluxo, n é o vetor normal ao volume exterior a fronteira do dominio

de OV

Como uma lei de conservacao é uma relacdo entre integrais, entdao ela pode ser
satisfeita por funcoes que nao sdo continuas ou diferencidveis. Assumindo que as
funcoes sao suficientemente suaves, a derivada temporal pode ser colocada dentro
da integral do lado esquerdo da Equacao 3.1, e aplicando o Teorema da Divergéncia

de Gauss ao lado direito da equacao, obtém-se

0
/agdvz—/v-f(C)dV, (3:2)
1% v
que pode ser reescrita como
/ L4V fo)|av =0 (3.3)
ot ’ '
v
resultando na equacao 5
3¢ +Vf(O) =0 (34)
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Assim a Equacgao 3.4 representa a forma diferencial de uma lei de conservacao.
Também existem casos em que ha termos fontes adicionados na equagao como, por
exemplo, termos de calor ou difusao, obtendo uma forma ainda mais geral chamada

equacao de conservacao.

Uma equagao de conservagao na forma diferencial, juntamente com condicoes iniciais

apropriadas e termos fonte, torna-se um problema de valor inicial, definido por

ou
U(t=0x)=Uy(x), xcQCR}® tcRy, (3.5b)
em que x = (x,y,2), U(z,y,2,t) é o vetor de varidveis do modelo,

F(U) = (F.(U),F,(U),F.(U))T o tensor fluxo e S(U) o vetor termo fonte. A
condigao inicial é dada por Ug(z,y, z) e 2 o dominio de U. O sistema acima torna-

se completo com condigoes de contorno adequadas.

O dominio €2 é particionado em células de grade

Cijk = [$z71/2737z‘+1/2] X [yj—1/2,yj+1/2] X [Zkﬂ/zazkﬂ/z],

com i,j,k € {0,--- N — 1}, em que N é o nimero méaximo de células, o ponto
(@i, Y4, 2) € o centro da célula C; ;. No centro de cada célula é alocada uma média

celular, a qual, para um vetor de quantidades U é dada por

Ui = c, k|/ U(z,y, 2 t)dV, (3.6)
4,7, ”k

em que dV = drxdydz e |C;;i| = AzAyAz é o volume da célula, com Az =

Tit+1/2,5,k — Li—1/2,5,k) Ay = Yij+1/2,k — Yij—1/2,k € Az = Zijk+1/2 — Zijk—1/2, COINO
ilustrado na Figura 3.1. Integrando a Equacao 3.5a, tem-se

I,

1,7,k

—dv+/ V.-FU)dV = / S(U)dV. (3.7)

'L]k

Multiplicando toda a Equacao 3.7 pelo valor [k obtém-se
U,k
- = V-FU)dV + S, (U 3.8
= e, VROV £ Su) (39

Aplicando o Teorema da Divergéncia no primeiro termo do lado direito da Equa-
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Figura 3.1 - Célula Cj ; e sua respectiva média celular ﬁm,k.

Fmmmm e — - - - - -

. Ay

Fonte: Producao do autor.

¢ao 3.8, tem-se

0 — 1 _
_Ui,j,k = —— F(U) Sk dV + Si7j7k(U), (39)
ot 1Cijkl Joc,..

em que n = n;,; ¢ o vetor normal a interface da célula C;;, em que se estd

calculando o fluxo, e 9C; ;i ¢ a interface da célula.

Os termos acompanhados do operador diferencial divergéncia tornam-se fluxos atra-
vés das fronteiras e, assim, precisam ser calculados na interface entre as células.
Nesse contexto, o método VF é estritamente conservativo, pois, o fluxo que sai de
um determinado volume deve ser igual ao fluxo que entra nele, como ilustrado na
Figura 3.2. Assim, a fisica do problema pode ser reproduzida de tal forma que os

principios conservativos dos modelos e as caracteristicas dos termos sejam mantidas.
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Figura 3.2 - Fluxos entre duas células adjacentes em uma direcao. O fluxos F, e Fy sdo
os que entram e sai da célula, respectivamente. No método de volumes finitos

existe a conservacao F, = Fi.

|

‘_--

e
E

>

Fonte: Producao do autor.

Para calcular o fluxo na interface das células, a Equacao 3.9 deve ser reescrita como

aﬁi, 7.k
o

+S,,x(0).

Definindo os termos

1 z+1/2
Fix1j256 = AyAz /2_1/2
1 2+1/2
Gijt1joh = AzAz /z—l/2
] y+1/2
Hijrer2 = AzAy /y_1/2
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241/2  py+l/2
|C,Jk| 1/2 /yl/z '

241/2  patl/2
|CJ’€| z—1/2 /x 1/2

Fo(Uit1/2,5k) — Fx(Ui—1/2,j,k)} dydz

Fy(Uijiron) = Fy(Usjoayp)| dodz

y+1/2  px+1/2
|C,Jk| y—1/2 /xl/Z -

F.(Uijrt1/2) — Fz(Ui,j,k—1/2)} dz dy

(3.10)

y+1/2
/ Fo(Uit1/2,5%)dy dz,
y

—-1/2

x+1/2
/ F, (U 11/2,6)dz dz,

~1/2

z+1/2
/ F.(U;;k+1/2)dzdy,
x—1/2



pode-se reescrever a Equacgao 3.10 de forma mais simplificada

U, ik 1
7 = _A—x (f@'+1/2,j,k - fifl/Q,j,k)

_Aiy (g@',j+1/2,k - gi’j’l/z’k)
1

Az (Migherse = Hijhoye)

+Si k- (3.11)

Como nao ha conhecimento dos valores da solucao na interface das células, as fungoes
F, G e H sao obtidas a partir de aproximagoes das componentes do tensor fluxo F en-
tre as células adjacentes, utilizando esquemas numéricos chamados fluros numéricos.
Exemplos de fluxos numéricos para MHD sao o Harten-Lax-van Leer, HLL (HAR-
TEN et al., 1983), Harten-Lax-van Leer-Discontinuidades, HLLD (MIYOSHI; KUSANO,
2005) e Harten-Lax-van Leer-Einfeldt-Modificado, HLLEM (WESENBERG, 2003). A
idéia desses tipos de fluxo é utilizar médias em células adjacentes para estimar o
valor do fluxo entre elas, ou seja, o fluxo que passa pela interface. Neste trabalho,
utiliza-se a abordagem HLLD, na qual o fluxo é calculado individualmente em cada
direcao, e foi desenvolvido para resolver descontinuidades isoladas na solug¢ao no

modelo MHD. Esse esquema ¢ discutido em detalhes no Capitulo 4.

At At o At
Az’ Ay’ 7 Az

particular, com a condigdo Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)(COURANT et al., 1967),

As proporgoes estao associdas a estabilidade do esquema numérico, em
em que At é o passo de tempo. Essa condi¢ao é necessaria e deve ser satisfeita por
todo método dos volumes finitos, caso seja esperada a estabilidade e a convergéncia
da solucao de uma equacao diferencial em que sua malha é refinada. Ao ser satisfeita,
ela condiciona que um método deve ser utilizado no sentido de que ha chances da
informacao ser propagada com as velocidades fisicas corretas, como determinadas

pelos autovalores do sistema.

Matematicamente, a condicdo CFL para o caso tridimensional pode ser expressa
pela desigualdade
v <C, (3.12)

em que v ¢ chamado numero de Courant e C' é uma constante adimensional que
depende da equagao que serd resolvida. Em um sistema hiperbélico, existe, geral-

mente, um conjunto de m ondas dadas pelos autovalores A\, Ao, -+, A\, m € N.
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Nesse caso, o numero de Courant é definido como

- = 2yl (3.13)
v min{ Az, Ay, Az} Al '

em que p € {1,--- ,m}. E importante ressaltar que a condicio CFL é necesséria,
porém nao suficiente para garantir a estabilidade de um método. Existem esquemas
numéricos que obedecem a essa condicao e, ainda assim, sao instaveis. Para mais de-
talhes sobre o método dos volumes finitos, sua estabilidade e convergéncia, consultar

(LEVEQUE, 2002; EYMARD et al., 2000).

A derivada temporal no lado esquerdo da Equacao 3.11 necessita de um esquema
numérico para a evolucdo temporal da solugio U, ;. Neste trabalho utiliza-se um
esquema Runge-Kutta explicito de 2* ordem de aproximacao, implicando em uma
solu¢ao mais acurada e menos difusiva. Chamando o lado direito da Equacao 3.11
de L;;(t), a quantidade no tempo t = t""! = (n + 1)At, n € N, ¢é obtida em dois
passos. No primeiro calcula-se o valor da quantidade em um tempo intermediario

t = t* e, no segundo passo, calcula-se a quantidade evoluida por completo, ou seja,

—Zjvk = Ui+ ALy (3.14)
ijk T 9 (Ui,j,k + U, it Atﬁzj,k) ; (3.15)

n

em que L, = L;;,(t") é o valor dos fluxos, juntamente com os termos fonte, no

tempo t = t".

Até o momento foi apresentada a discretizagdo do modelo segundo o método dos
volumes finitos. A préxima secao apresenta a idéia da multirresolugdo, sua represen-

tacao e a abordagem adaptativa.
3.2 Analise multirresolucao

A andlise MR ¢ inicialmente introduzida no contexto da representagdo de um dado
em diferentes niveis de resolugdo (MALLAT, 1989). Na representacdo MR, ¢ estd
associado aos niveis de refinamento, em que uma certa informacao é organizada.
Por outro lado, i, j, k estao associados a posi¢ao da informagdo na malha. De uma
forma geral, para um certo nivel £, com 0 < ¢ < L, em que L é o nivel mais refinado,
o dado discreto Uf,j,k pode ser entendido como uma amostra de um dado continuo
U(z,y,2,t) em um nivel ¢ & medida que a posicao i, j, k varia. Uma revisao desse
tema encontra-se em (DOMINGUES et al., 2011).
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3.2.1 Representacao unidimensional

Para um melhor entendimento da teoria de MR por médias celulares, introduzem-se
os conceitos para uma abordagem unidimensional segundo Harten (HARTEN, 1993;
HARTEN, 1994; HARTEN, 1995; HARTEN, 1996). Depois, a idéia é estendida para
trés dimensdes, de interesse deste trabalho, conforme o trabalho de Roussel (2003a),
e outras abordagens complementares usando também passo de tempo local foram
apresentadas em (DOMINGUES et al., 2008; DOMINGUES et al., 2009; LOPES et al.,
2017). Essa abordagem introduzida por Harten tem uma sélida base matematica,

baseada nos conceitos de andlise harmonica e funcional.

Dado o certo nivel ¢, com 0 < ¢ < L, o dado discreto U = {Uf}f\fl ¢ o conjunto

das médias celulares da solu¢ao U em um nivel ¢, ou seja,

Z_

o
— 1
U, —/U(az)dx, (3.16)
hy
vt

1

com hy = 1/N* o tamanho da célula e N* = 2° o niimero de células desse nivel, com
i€ {1,---,2%. Considera-se o conjunto de malhas diddicas aninhadas em um nivel
¢, denotado como G* e definidos por

G' = {2}, 2l =ik, (3.17)

7

ou seja, o numero de células em cada malha é uma poténcia de dois e, além disso,
existe a relacdo G* € G**'. A malha G* pode ser obtida ao remover as células com

indices impares da malha em um nivel acima G**!, isto é,
4
G\ G = {51, (3.18)
implicando que G N G* = G, resultando na relacdo

wp = 5 (3.19)

A partir da Equagao 3.19, juntamente com a definicao de Uf, tem-se a seguinte
relacao

— 1 — —

U, = 5 (0,70, + 0y, (3.20)
a qual indica que médias celulares em um nivel ¢ podem ser obtidas a partir do

conhecimento das médias celulares em um nivel acima ¢+ 1. Esse processo é chamado
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projecao, como ilustrado na Figura 3.3.

Figura 3.3 - Projecdo do nivel ¢ + 1 para £.

U, U,
: \ / : \: / i 0+ 1
: : i ¢
u v

Fonte: Produgao do autor baseada em Roussel et al. (2003a).

Para aproximar os valores em um nivel /+1 a partir das médias celulares em ¢, efetua-
se o processo chamado de predi¢ao, como na Figura 3.4. Utiliza-se uma interpolagao

. . . =l ==lt] : A1
polinomial de forma a estimar os valores U,, _; e Uy, . Os valores aproximados Uy, ;

VAR
e U,; , dados por

~ _ . id 1 _
Ugj—ll = I(Ugvg + 17 20— 1) = Uf - Z _g(Uf-i-m - Uzg—m) (321)
m+1
~ _ . s 1 .
m+1

para a ordem ciibica do método de MR, associada a uma interpolagdo polinomial de
grau 2. O erro de aproximacao, também chamado de detalhe, é obtido ao se calcular

a diferenca entre os valores exatos e aproximados, denotado por df e definidos como

=0~ 05 =T, — (T 041,20 - 1), (3.23)

ou seja, obtém-se a relagao
w=l+1

Uy = I(Ueaf +1,2i— 1) +d;. (3.24)

A partir da Equacao 3.24, observa-se que o conhecimento dos valores (de,Uz) é

. . 41, ,
equivalente ao conhecimento de U ", isto é,

Ut s (4, T, (3.25)

29



Figura 3.4 - Predigdo de uma célula no nivel £ 4 1 a partir dos valores no nivel £.

~ 041
/Zl‘\\: | E ) 1
== : == : =24 ! g
Ui—l U?, Ui-i-l

Fonte: Produgao do autor baseada em Roussel et al. (2003a).

no sentido em que hé uma transformacao um-a-um entre esses dois conjuntos. Esse
conceito pode ser estendido para os outros niveis de resolucao, em particular o nivel

mais refinado L, como apresentado a seguir

T« (aFL, T,

T« (dF,d 2T,
T
T« (a7 dh 2. 0T, (3.26)

A Relacao 3.26 é chamada representacao multirresolu¢cado de um determinado dado.
Com ela é possivel obter um dado em qualquer nivel ¢ a partir da informacao no
nivel menos refinado (ou mais grosseiro) juntamente com os detalhes dos outros
niveis {d*~!,d*"2, ... d°}. Esse processo de decomposicio do dado em varios niveis
de resolugao é chamado transformada de multirresolugdo. A seguir, essa abordagem

é apresentada para as outras dimensoes espaciais.
3.2.2 Representacao celular em multirresolugao

Seja U = U(x, y, z,t) uma fungao absolutamente integravel em (2, ou seja, a integral
do médulo de U em (2 existe. Considera-se uma hierarquia de malhas diadicas uni-
formes. O centro de cada célula Cﬁ ;1 € localizado pelos indices 7, j, k € {0,---,2¢~1}
e seu tamanho ¢é definido por \Cﬁ ikl = h2=Pf em que D é a dimensdo do problema
e h = AxAy ou h = AzAyAz para duas e trés dimensoes respectivamente. Dessa
forma, o ntimero total de células em cada nivel é 2P¢ células. Na Figura 3.5 sdo

ilustradas as malhas em duas e trés dimensoes para ¢ = 3 e ¢ = 2, respectivamente.
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Figura 3.5 - Visualizagdo de uma malha bidimensional no nivel £ = 3 e uma malha tridi-
mensional no nivel ¢ = 2, ambas com 2° células.

Fonte: Producao do autor.

A partir do conceito de malhas aninhadas (ou encaixadas), em que uma malha menos
refinada estd contida em uma malha em um nivel acima, assim como apresentado
no caso unidimensional, torna-se possivel navegar entre essas malhas para obter
valores desejados. Para tal, é necessario definir dois operadores: projecao e predicao.
O operador de projegao ¢ exato e tnico, denotado por Py, ,, e consiste em obter
valores em um nivel ¢ a partir de valores em um nivel ¢ + 1 mais refinado. Esse
calculo é realizado a partir da média ponderada dos valores em ¢ + 1, isto é, para

trés dimensoes tem-se
—0 ¢ e+l I & & &t
Uz',j,k = (PZJrlU )”k = ) Z Z ZU2z'+m,2j+p,2k+qa (3.27)

com m, p,q € {0,1}. Para duas dimensées, o operador é definido de forma andloga,
ou seja,
11
= (g w1y 1 w=l+1
U, = (PL.U )j =7 Zoonz”m’zm' (3.28)
m=0 p=
Sendo assim, cada média celular no nivel ¢ é obtida a partir de oito ou quatro valores,

para trés e duas dimensoes respectivamente.
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Por outro lado, o processo que consiste em obter as médias celulares no nivel ¢ + 1
a partir das médias celulares no nivel menos refinado ¢, é performado pelo operador
de predigao (ou refinamento), denotado por Pf“. Esse operador consiste na aproxi-
macao de médias celulares e, com isso, ndo é exato e pode ser definido de diferentes
formas. Neste trabalho, opta-se pela abordagem proposta por Harten (HARTEN et al.,
1997; HARTEN, 1995; HARTEN, 1994; HARTEN, 1993), que utiliza uma interpolagao
linear. Essa abordagem foi estendida para duas (BIHARI; HARTEN, 1997) e trés di-
mensoes em (ROUSSEL, 2003; ROUSSEL et al., 2003a). O conjunto de médias celulares
aproximadas é denotado por U. Sendo assim, em trés dimensdes a aproximacao é
dada por

Uttt _ ( £+1U€)

=/ . .
2i+m,2j+p,2k+q — = I(U 76"‘17 2Z+m, 2] +p, 2k+q), (329)

2i4m,2j+p,2k+q

em que Z é um operador de interpolacao. Para duas dimensoes, tem-se

Ut _ ( ZZJrIUZ)

2i+m,2j+p

— (T 0+ 1,2 +m,2j +p). (3.30)

2i+m,2j+p

O operador de refinamento aproxima oito médias celulares en cada célula em trés
dimensoes, e quatro em duas dimensoes. Além disso, possui a propriedade de loca-
lizacdo, necessitando apenas de valores em sua vizinhanca para performar a apro-
ximagao. A Figura 3.6 ilustra o a correspondéncia local entre as malhas de niveis

adjacentes.

Figura 3.6 - Correspondéncia local entre malhas em niveis de refinamento adjacentes.

(+1 14

Fonte: Producao do autor.

32



Para cada aproximacao existe um erro associado, calculado pela diferenca entre a
‘1 T=l+1 . . e .
média celular U "~ no nivel £/ + 1 e a sua aproximagao U | ou seja,

=T -0 o TH=70)+d, (3.31)
em que d = df7j7k é o erro, também chamado de detalhe ou coeficiente wavelet. A
partir desses coeficientes, pode-se obter informagoes sobre a regularidade local de um
determinado dado. O nimero de coeficientes wavelet para cada aproximacao varia
de acordo com a dimensao do problema. Sao necessarios trés coeficientes wavelet em
duas dimensdes e sete em trés dimensoes, para se ter uma correspondéncia um-a-um
T s {Ug, d‘}. No geral, o niimero de coeficientes é dado pela férmula 2P — 1,
em que D é a dimensdao do problema. Os coeficientes wavelet juntamente com a

média celular vaj, possibilitam a obtencao das médias celulares em ¢ + 1 sempre

que for necessario, resultando na relacao

—041 —0
U2i+m,2j+p,2k+q — {Ui,j,ka di dg7 e 7d$}7 (332>

em que m, p,q € {0, 1} variam a fim de obter todas as células no nivel /+1 localmente
em trés dimensoes. A relagdo acima é obtida para o caso bidimensional de forma
analoga. Em particular, em duas dimensdes a relacao entre as células e os coeficientes
wavelet é dada por

T0+1 4

U2i+m,2j+p A {ﬁz,jv d{a dga dg} (333)

A relacao acima é ilustrada na Figura 3.7, mostrando que o conhecimento dos coefici-
entes escala e wavelet é equivalente ao conhecimento dos valores das médias celulares
em ¢ + 1. Definindo o conjunto de todos os detalhes obtidos em uma aproximagcao

local no nivel ¢ por
Df={d!, 0 <m<2P — 1}, (3.34)

esse conceito pode ser generalizado para toda a malha, obtendo uma correspondéncia
um-a-um entre U ' e o conjunto {D? U’}. Entdo, a representacio multirresolucio
é dada por

U" +— (D", D" 2 ... D’ U"}, (3.35)

que caracteriza o processo do operador de transformada multirresolugao M dado
por

Uur=MTU", U =M 'Uysn (3.36)
em que Uyr = (DF1, D72 ... DY U%. A transformada multirresolucio satisfaz

trés propriedades: localizagdo, cancelamento de polindmios e estabilidade (DOMIN-
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Figura 3.7 - Correspondéncia local entre as médias celulares em ¢ 4+ 1 e os coeficientes
wavelets obtidos com o operador de refinamento em duas dimensoes.

—041 —41 ¥t df

2i,2j 2i4+1,2j5 7,7 1
€

—041 —l+1 y4 J4

U2i,2j+1 U2¢+1,21+1 d2 d3

Fonte: Producao do autor.

GUES et al., 2011). A estabilidade garante que pequenas perturbagoes introduzidas
nos dados transformados em qualquer escala nao sao amplificadas descontrolada-

mente em aplicagoes iterativas da transformada multi-nivel.

Conclui-se que o conhecimento de todas as médias celulares no nivel em que a
malha é a mais grosseira junto com os detalhes de todos os niveis mais refinados é

equivalente ao conhecimento das médias celulares em um nivel mais refinado.

Os coeficientes wavelet armazenam os erros de interpolacao obtidos no processo
realizado pelo operador de predicao. Quando a solugdo apresenta valores suaves
ou constantes dentro de um certo intervalo, a aproximacao obtida é mais eficaz,
gerando erros menores. Por outro lado, se solugao apresenta descontinuidades ou
variagoes locais, existe uma maior dificuldade de aproximacao, resultando em erros
com valores maiores. Com isso, pode-se concluir que os coeficientes wavelet sao
menores em regioes suaves e maiores em regioes com estruturas localizadas, ou seja,

essa informagao esta relacionada com a regularidade local da solucao.

Assim, dado um determinado parametro de referéncia, os coeficientes wavelet podem
ser caracterizados em significantes ou nao-significantes. Os valores nao-significantes
podem ser negligenciados, ja que caracterizam regioes locais com comportamento
suave. No entanto, quando sdo significantes, precisam ser mantidos, pois indicam
regides com menos regulares. Dessa forma, dentro do contexto da representacao
multirresolugao, sao interessantes apenas os valores significantes do coeficiente wa-
velet, os quais sao necessarios para representar as estruturas da solugao em niveis

mais refinados.
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Nesse contexto, introduz-se a abordagem de multirresolucao adaptativa, a qual se
utilizada dos valores significantes dos coeficientes wavelet para adaptar localmente
a malha de acordo com o comportamento local da solucdo, ou seja, a malha é mais
refinada onde hé estruturas na solugao e menos refinada em regices suaves (HARTEN,
1993; HARTEN, 1994; HARTEN, 1995; HARTEN, 1996). Uma revisdo sobre o tema
encontra-se em (COHEN, 2003; DOMINGUES et al., 2011)

3.2.3 Multirresolucao adaptativa

Para determinar as regides que necessitam de um refinamento maior ou menor de
malha, utiliza-se o operador de truncamento 7. nos coeficientes wavelet obtidos no
processo de refinamento da malha. Para cada aproximacdo, aplica-se nos 2P — 1

coeficientes o operador 7., definido por

0, se |[d’,| < €,
T = (3.37)

d! . caso contrario,

m’

em que € é o pardmetro de truncamento e m € {0,---,2” — 1}. O operador de

truncamento consiste em remover as células em um determinado nivel em que o
detalhe ¢ menor que €, substituindo os valores desses detalhes por zero. Dessa
forma, com a reducao do numero de células necessarias para a simulacao, o custo
computacional pode ser reduzido, obtendo uma compressao de dados, isto é, uma
reducao de memoria de armazenamento. No contexto wavelet, esse procedimento é
aplicado com o objetivo de tornar menos refinadas as células necessarias para uma

representacao local acurada da solucdo no tempo "+,

Nas regides onde a solugdo possui comportamento suave, esses coeficientes sao de
pequena magnitude (|d‘| < €°), possibilitando o uso de malhas menos refinadas. Por
outro lado, nas regides onde ha estruturas localizadas, os coeficientes sao significantes
(|d* > €) e, entdao, malhas mais refinadas devem ser utilizadas (HARTEN, 1993;
HARTEN, 1994).

O pardmetro de truncamento €’ pode ser fixo ou varidvel em relacdo ao nivel £. No
primeiro caso, define-se o valor € = ¢’ que permanece inalterado durante toda a
simulacdo. J4 no caso varidvel, define-se o pardmetro de truncamento inicial €°, o
qual é modificado de acordo com o nivel de refinamento local da regiao desejada,

dado pela equagao
0
;€

el

€ oPU-L+) 0 < ¢ < L —1, (3.38)
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em que || é o volume global da regiao computacional. A Equagao 3.38 é conhecida
como estratégia de Harten para a escolha do valor €f = €(€?, £), na qual utiliza-se
um valor menor nas regioes com um refinamento mais grosseiro e, de forma analoga,
um valor maior em regioes com um maior refinamento local. Na Figura 3.8, sao
apresentados graficos para ilustrar como que ocorre a variagdo do truncamento por
nivel. No lado esquerdo, considera-se o valor inicial € = 0.2 para um problema de
Orszag-Tang bidimensional e nivel maximo L = 9. Pode-se observar que variando
apenas um nivel de refinamento, o valor ¢’ diminui duas ordens de grandeza, apre-
sentando, em niveis menores, valores suficientemente baixos. Para os valores de €
apresentados, a malha adaptativa tem mais de 80% das células. Ja para o gréafico
a direita, o qual apresenta os valores de €’ para o problema da nuvem magnética
bidimensional, com valor inicial € = 0.01, pode-se observar que hé o decaimento
de uma ordem de grandeza entre os valores de truncamento. Com isso, para essa
abordagem, a malha adaptativa demanda 40% das células da malha. Entao, em um
contexto inicial, pode-se notar que a escolha da abordagem de truncamento deve
estar alinhada com o tipo de problema de interesse a ser simulado, de forma a obter

uma malha adaptativa adequada para cada caso.

Figura 3.8 - Mudanga nos valores de € por nivel, considerando o nivel maximo L =9 e o
valor inicial €y para dominios computacionais diferentes.

€0 = 0.2 €0 = 0.01
0.2 i i 0.01 i i

0.008 1 1

0.151 1
0.006 1 ]

Sy 04r ] U

0.0041 1

0.057 1
0.0021 ]
06 7 é 9 06 % é 9

L L

Fonte: Producao do autor.

Para ilustrar a abordagem multirresolucao no contexto de uma simulacao numérica,
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apresenta-se na Figura 3.9 a variavel densidade obtida em ¢ = 0.1 para um problema
de Riemann 2D, simulada com o modelo MHD ideal, e sua malha adaptada ao final
da evolucao temporal. Nessa imagem pode-se observar que o maior refinamento esta
localizado na parte do dominio na qual a solugao apresenta mais estruturas, e o

refinamento é grosseiro nas partes mais suaves da solucao.

Figura 3.9 - Solugdo de um problema de Riemann 2D para o modelo MHD Ideal em ¢ = 0.1
e t = 0.25, varidvel densidade, (esquerda) e sua malha adaptativa ao utilizar
o método MR adaptativo (direita).

Fonte: Producao do autor.

3.3 Evolugao temporal

As estruturas localizadas do dado podem ser alteradas ao longo do tempo em
uma simula¢do numérica. Com isso, a malha adaptativa necessaria em um tempo
t, pode nao ser suficiente no tempo subsequente t"*!'. Entdo, deve-se adaptar
a malha em cada passo de tempo da simulacao, de forma a acompanhar a re-

gularidade local do dado. Definindo os operadores E : U — T de evolu-
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¢ao temporal, M : T - {del, e ,dZ,UZ} a transformada multirresolucao e
M1 {dLil, e ,dZ,UE} — U" a transformada multirresolucao inversa, pode-se

descrever o processo de multirresolugao adaptativa como

Uyr = MUY (3.39)
U71\1/;3 = T(Url\L/IR)v (3.40)
Ui = E(TR), (3.41)
U = MO, (3.42)

indicando que, apés a obtencdo da representacdo multirresolucio da solucao U”,
aplica-se o operador de truncamento e obtém-se as médias celulares no passo inter-
mediario n*, composto pelas células fazem parte da representacdo multirresolugao
multirresolu¢do na solucao no tempo t". Depois dessa etapa, os valores das médias

t"*t1 A partir dai, aplica-se a transformada

celulares sao evoluidos para o tempo
multirresolugao inversa para obter novamente a solucio no tempo t"*! (ROUSSEL et

al., 2003a).

A evolucao temporal da solugdo depende do calculo dos fluxos na interface das cé-
lulas. Além disso, os fluxos devem manter sua propriedade de conservacio. Para
garantir a conservacao do fluxo através das células, visto que esse pode ser calcu-
lado entre dois niveis adjacentes, deve-se estimar o fluxo saindo das células apenas
no nivel ¢ + 1. Dessa forma, o fluxo entrando na célula de posicao 7,7 no nivel ¢
¢é obtido pela soma dos fluxos calculados em ¢ 4 1. Esse processo ¢ ilustrado na

Figura 3.10, para duas dimensoes. Mais detalhes sobre a simulacdao numérica, jun-

Figura 3.10 - Fluxo entre células em niveis adjacentes.

———————————————————————————————

—0+1 — 41 >
Usi2j+1 Ugit1,2j+1 041
—041 —041 >
Uy 2; Usit1,2;
—0+1 —0+1
Ui, Uit1, l

Fonte: Producao do autor baseada em Roussel (2003).
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tamente com a metodologia MR adaptativa, aplicada ao contexto da modelagem

MHD sao apresentados no proximo capitulo.
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4 MODELAGEM MHD

Nos capitulos anteriores, a formulagao teérica MHD, o método de volumes finitos e
a abordagem MR adaptativa sdo apresentadas para situar o contexto da simulacao
numérica MHD adaptativa. Neste trabalho, essas metodologias sao acopladas entre
si, com o objetivo de possibilitar a simulacado MHD com a adaptatividade da mul-
tirresolucao por médias celulares. Ao longo deste processo, encontram-se desafios
computacionais, como por exemplo, instabilidades numéricas, estruturas mal repre-
sentadas e problemas com adaptatividade. Com isso, torna-se necessaria a adigao de

outros métodos e a adaptacao dos ja existentes.

Neste capitulo, apresentam-se as metodologias acopladas ao coédigo CARMEN-
MHD, bem como as modificagoes principais realizadas, a fim de possibilitar a ob-

tencao de resultados fisicamente coerentes e simulagoes numericamente eficientes.
4.1 Modelo GLM-MHD

No Capitulo 2, apresenta-se a lei de Gauss para o magnetismo, dada pela equa-
¢ao V - B = 0. Essa equagao ¢é entendida como uma restricao fisica associada ao
campo magnético, que é sempre satisfeita em um meio continuo. No entanto, na
abordagem numérica proposta neste trabalho, essa restricio pode ser violada, le-
vando a alteragdes na fisica do problema de interesse (BRACKBILL; BARNES, 1980).
Com isso, introduz-se uma correcao de divergéncia do campo magnético chamada
parabdlica-hiperbdlica (ou mista), a qual nao anula o valor de V - B, mas controla
os erros numeéricos associados, evitando comportamentos nao-fisicos na solucao nu-

mérica MHD (DEDNER et al., 2002).

Nesta abordagem, proposta em Munz et al (2000), a restrigao de divergéncia é obtida
a partir de um operador diferencial D, o qual é adicionado ao sistema, juntamente
com uma variavel escalar ¢). Com isso, apresenta-se o modelo conhecido por MHD
ideal com Multiplicadores de Lagrange Generalizados (GLM-MHD), consistindo nas
equagoes MHD ideal com as equacoes da restricao e do campo magnético, adiciona-
das dos termos V¢ e D(v)), ou seja
%—E;—l—v-(uB—Bu)jLVz/J =0 (4.1a)
D(y)+V-B = 0. (4.1Db)
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Para a correcao parabdlica-hiperbdlica, define-se o operador D como

1oy 1
DWFigg %% (4.2)

em que ¢, e ¢, sao parametros associados as correcoes parabdlica e hiperbolica,

respectivamente. Incorporando D(v)) a Equagao 4.1b, tem-se

oY 2 . C%
9 +c,V-B = 2? (4.3)

Quando adicionada ao sistema, a correcao parabdlica promove dissipacao dos er-
ros locais de divergéncia; na hiperbodlica esses erros sao propagados para a fron-
teira do dominio com velocidade ¢, > 0. Consequentemente, a correcao parabdlica-
hiperbdlica adiciona tanto dissipag¢do quanto propagacao dos erros de divergéncia
(DEDNER et al., 2002).

Para a evolugao temporal da Equacgao 4.3, considera-se o termo V - B como sendo

nulo, obtendo-se a seguinte equacao diferencial de primeira ordem

0 2
0 _ Gy, (4.4)
ot cz
resultando em uma equacao diferencial separavel. Integrando a equagao no intervalo
[t" "1, tem-se
2
n n Ch
P = " exp (—;At) , (4.5)
P
em que ¥" = Y(t = t") e At = t"*!' —¢". Considerando o valor a,, = Ah%, com
P
€ [0,1] e Ah = min{Ax, Ay, Az}, sendo Az, Ay, Az os passos espaciais em cada

diregao, reescreve-se a Equacao 4.5 como

n _mn . Ch
P =Y exp ( aPiAh/At) . (4.6)

O parametro «, foi introduzido por Mignone e Tzeferacos (2010). Segundo os au-
tores, o parametro utilizado inicialmente na correcao, dado pela razao %, nao é
adimensional, tornando sua definicao incompleta. Essa razao tem a dimensao de
comprimento, entao definindo o, como o produto de Ah por essa razao, garante-se

a adimensionalidade.

Esse tipo de correcao utiliza métodos explicitos no tempo, assim como o utilizado

neste trabalho e, dessa forma, essa metodologia é melhor adequada nesse contexto
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ao comparada com outros métodos (TOTH, 2000; MIYOSHI; KUSANO, 2011). Além
disso, o operador da correcao mista para V - B é de facil implementacdo em um

c6digo ja existente e possui baixo custo computacional.

A correcao GLM é inicialmente proposta para um modelo MHD ideal apresentado no
Sistema 2.46d. Para o modelo resisivo, considera-se uma extensao dessa abordagem,
obtida ao adicionar os termos fonte de dissipacao Ohmica e e calor, respectivamente

nas equagoes do campo magnético e densidade de energia, ou seja

dp

N +V-(pu) = 0, (4.7a)
o€ B?
E—FV- E—i-p—i-? u—B:-(u-B)| = V- Bxn(VxB), (4.7b)
opu 1 5
ot +V. [,ouu + (p + §B > I- BB] = 0, (4.7¢)
0B
e +V-(uB-Bu)+Vy = —-Vx(nVxB), (4.7d)
o c?
5+ avV-B = —C—’zw. (4.7¢)

O modelo acima é chamado de modelo GLM-MHD resistivo, e descreve o com-
portamento de um fluido condutor sob a influéncia de um campo magnético de
forma a controlar os erros associados a divergéncia de B, juntamente com efeitos de

resistividade.

Para escrever o modelo GLM-MHD em sua forma matricial, dada pela equacgao
) +V-F(U) = S(U), define-se o vetor de varidveis U e o tensor fluxo F(U) como

pu
p B|”
£ <5+p+7>u—B(uB)

2
U= pu |, F(U) = puu + ]H—ﬁ I-BB (4.8)

B 2
W uB — Bu + ¢I

B

O vetor fonte S(U) é dado por S(U) = (0, V-(BxnVxB),0, =V x(nVxB), —Z—’zlw)T.

Para que a correcao mista seja calculada, deve-se atualizar o calculo do fluxo numé-
rico e evoluir a fungao escalar ¥ no tempo. Considerando o fluxo individualmente

em cada direcdo, a equacao do campo magnético juntamente com a correcao GLM,
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tem-se que

]:Bx == FBx -+ @/)m, .F¢ == CiBaCm” (49)
gBy = gBy + wma gw = C%LBy,mu (4'1())
Hp, = Hp, + Vm,  Hy = B, (4.11)

em que F, G e H sao os fluxos numéricos nas diregoes z, y e z, respectivamente. Os

valores By, com d € {z,y, z}, e ¢, sdo dados por

Biym = DBar+ %(Bd,R — Byy1) — QL(Q/JR — ), (4.12)
Ch
Yn = rt (R —wn) ~ 2(Bag — Bar) (113)

com L e R denotando esquerda e direita, respectivamente, dentro do contexto de
células adjacentes em uma determinada direcao do fluxo. As quantidades B,, e 9,

representam os valores de By e ¢ na interface da célula.

Para estimar o valor do fluxo na interface das células, utilizam-se os fluxos numéricos.
Neste trabalho, emprega-se uma abordagem baseada nos autovalores do sistema

MHD. Na proxima se¢ao, o calculo desses valores é efetuado para a matriz do modelo

GLM-MHD.
4.1.1 Autovalores do sistema GLM-MHD

Os autovalores do modelo MHD estao associados as ondas MHD, que estao rela-
cionadas a propagacao de informagoes no meio. As ondas MHD sao produzidas a
partir do movimento do plasma através do campo magnético. Essas ondas sao con-
sequéncias do campo eletromagnético gerado pela interagdo de um fluido condutor
com o campo magnético do meio. Para obter os autovalores, utiliza-se o modelo
GLM-MHD dado pelo Sistema 4.7, em sua forma ideal conservativa na direcao z,
como apresentado em (DEDNER et al., 2002). A abordagem para as outras diregoes é

analoga, e sua generalizagao é feita ao final do problema de autovalor apresentado.

44



As equacoes na direcao x sdo dadas por

dp 0
— + — = 4.14
2(pu )+3 [pu2+p+l(BQ+B2—Bz)} = 0, (4.14b)
ot on 0T 2\ ? * ’ '
0 0
a(puy) + or (puguy — B;By) = 0,  (4.14c)
0 0
a(puz) + Ep (pugu, — B,B,) = 0, (4.14d)
0B, oy
8t + % == 0, (4.146)
oB, 0
wr + 9 (Byu, — Byu,) = 0,  (4.14f)
0B, 0 B
1
% + % [ugg (5 +p+ 5|B|2) — By(uyB, +u,B, +u.B,)| = 0, (4.14h)
o ,0B, _

p

As nove equagoes do Sistema 4.14 podem ser reescritas como um sistema quase
linear, como definido a seguir.
Definicao 1. Um sistema de equagoes diferenciais parciais homogéneas de primeira
ordem para uma fungao vetorial f(z,y, z), com dimensao n, é dita quase-linear se
pode ser escrita como

of of of

A5+ A5+ AT =0, (4.15)

em que A,, A,, A, sdo matrizes quadradas de ordem n.

Definindo W = (p, u, uy, u,, By, By, B, p, 1) como o vetor das varidveis primitivas
e utilizando Sistema 4.14 a Definicao 1, pode-se reescrever o modelo MHD ideal em

sua forma quase linear

) )
5 W AW) =W =0, (4.16)
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em que A é uma matriz 9 x 9 dada por

Uy P 0 0 0 0 0 0 0

0 w, 0 0 — e B B 1 0
p p p p

0 0 wu, O By B o 0 0
p p

0 0 0 —L= 0 -2 0 0
p p

A= 0 0 0 0 0 0 0 1

0 B, -B, 0 —Uy Uy, 0 0 0

0 B, 0 —B, —U, u, 0 0

0 vp O 0 (y=—1lu-B 0 0 wu, (1—7)B,

0 0 0 0 e 0O 0 0 0

(4.17)

Para obter os autovalores da matriz A é necessario resolver o problema de autova-
lores dado por det(A — AI) = 0, em que I é uma matriz identidade e A € R. As

equagoes referentes a componente B, e a equacao da correcao de divergéncia estao

desacoplada do sistema. Entao, removendo as linhas e colunas de nimeros cinco e

nove, referentes a essas equagoes, obtém-se um novo sistema quase linear para as

varidgveis W' = (p, uy, u,, u., By, B, p) dado por

9 9
Ow AW L w =
oW AW 0,

em que a matriz A’, com dimensdo 7 x 7, dada por

Uy P 0 0 0 0 0

u, 0 0 B B 1

z p p p

0 uy 0 B 0 0

P

Al=] 0 0 0 up, 0 —% 0
O B, =B, 0 wu, 0 0

0 B, 0 —-B, 0 wu, O

0 vp O 0 0 0 ug

. / . .
A matriz A’ possui sete autovalores reais

Aog = Uy Cp, Mgz =1uUzTca, Aig=1UzE£Cs, A5 = Uy,
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em que cq = \/B3/uopo é a chamada velocidade de Alfvén (ALFVEN, 1942), ¢; e cq

sao as ondas magneto-acusticas rapida e lenta, respectivamente, definidas por

1/2

1
Cf = {5 |:a,2 + b2 + \/(a2 + b2)2 - 4CA24(1,2:| } ) (421&)
{1
Cs = =
2

com a = /vyp/p a velocidade do som e b* = |B|?/p. Os autovalores \pg estdo

associados a propagacao da onda magneto-acistica rapida, A3z a propagacao da

1/2
a® +b* — \/(a2 +b2)2 — 4c§1a2} } , (4.21D)

onda de Alfvén, e A6 a propagacdo da onda magneto-actstica lenta. As ondas
de Alfvén foram descobertas em 1942 (ALFVEN, 1942) e tém grande importéncia
na dinamica dos plasmas. Elas carregam energia e momento ao longo das linhas de
campo de forma efetiva (OTTO, 2006). A onda répida é a onda com maior velocidade

de propagacao de informacao no plasma MHD.

As Equacoes 4.14e e 4.141, referentes a B, e 1, sdo desacopladas do sistema, sendo

possivel obter um novo sistema quasi-linear para W = (B, ) dado por

— — =0 4.22
a \e o " (4.22)

oW ( 0 1 ) oW
desconsiderando o termo fonte —¢j/c2¢). Assim, calculando os autovalores do Sis-
tema 4.22, obtém-se as ondas de divergéncia \; 9 = £c¢;,, completando os nove au-
tovalores reais do sistema GLM-MHD ideal quase linear. Essas ondas propagam as
mudangas em B, e 1) (DEDNER et al., 2002). Para valores suficientemente grandes de

cn, 0s nove autovalores sao distintos, caracterizando uma hiperbolicidade do sistema.

No contexto numérico, os autovalores do sistema MHD sao importantes para estimar
e avaliar o fluxo na interface entre as células da malha computacional, além de

possibilitar o calculo do passo temporal utilizado para evoluir a solu¢ao no tempo.
4.2 Reconstrucao MUSCL

Nesta segao, apresenta-se a metodologia MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for
Conservation Laws) utilizada para reconstruir o valor das médias celulares da malha
a fim de aumentar a ordem do método numérico utilizado, evitando comportamentos
oscilatérios nao-fisicos. Aplica-se essa reconstrucao nas variaveis conservativas do
modelo, em um momento anterior ao calculo do fluxo numérico, a fim de obter uma

melhor captura e representacao das estruturas na solucao do modelo.
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A idéia do método é obter reconstrugoes lineares U;(x) a partir dos valores cons-
tantes das médias celulares {U?}, substituindo-os por funcoes lineares por partes
denotadas por U;(x). Esse tipo de metodologia foi introduzida por Van Leer (1979),
com o objetivo de obter uma maior ordem de aproximag¢ao em esquemas conservati-
vos, mesmo em casos onde ha choques e descontinuidades. Com isso, a reconstrucao
local linear por partes de U? ¢é definida como
— T —;
U;(z) =T, + uAi, x € [0, Ax], (4.23)
Ax
em que A;/Az é a inclinagdo de U;(x) escolhida de forma adequada na célula C;,
e A; = {AF, AR}, Os valores nas fronteiras da célula C;, obtidos a partir da Equa-
¢ao 4.23, ocorrem quando z = 0 e x = Ax, isto é
L wm l,.p r_tm , Ll.g

com UF e UF denotando os valores das fronteiras & esquerda e & direita de Cj,
respectivamente. Essa metodologia é conhecida como método de extrapolacio de
varidvess. Os valores nas fronteiras sao utilizados no calculo dos fluxos numéricos na

interface. A inclinacao ¢; é definida por
AP =€(r) Ao, (4.25)

em que £(r) é a fungao limitadora da inclinagao, r = Aj1/2/Ai_1/2, com A;_1/9 =
U;-U; eAi12=U;,; —U;. A fungio &(r) pode ser definida de formas diferen-
tes, devido aos diversos esquemas ja existentes. Neste trabalho, sao implementados
os limitadores Monotonized Central, Minmod, SuperBee, Van Albada e Van Leer
(TORO, 1999), definidos por

Monotonized Central (MC)

(LEER, 1977)
0, ser<o0
2r, se 0 <r <1

E(r) = . (4.26)
0.5(1+7), sel<r<2

2, ser >2
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Minmod

(ROE, 1986)

SuperBee

(ROE, 1986)

Van Albada

(ALBADA et al., 1997)

Van Leer

(LEER, 1974)

0,ser <0
E(r)=1<r se0<r<1

1, ser>1

0, ser <0
2r, se 0 <r <1/2
§(r)=141,se1/2<r<1

r,sel<r<?2

2, ser >2

0,ser <0
§r) =92 +r

—F, ser >0

1+ r?

0,ser <0
(r) = 2r

—,ser >0

147

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Essas fungoes garantem a segunda ordem do esquema numérico. Esse tipo de es-

quema é do tipo total variation diminishing (TVD), no qual a variagdo numérica da

solugao nao cresce no tempo, eliminam e/ou controlam oscilagoes que podem ocorrer

proximas a fortes descontinuidades na solugao. Os valores definidos sao projetados

de forma a garantir a estabilidade do esquema numérico.

4.3 Fluxo numérico HLLD

O fluxo numérico Harten-Lax-van Leer-Discontinuities (HLLD) para MHD foi inici-

almente desenvolvido por Miyoshi and Kusano (MIYOSHI; KUSANO, 2005) e pode ser
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considerado uma extensao do fluxo numérico Harten-Lax-van Leer (HLL) apresen-
tado em (HARTEN et al., 1983). Seu célculo é feito individualmente em cada dire¢ao
x,1, z. Nesta secao, apresenta-se a abordagem na direcao x, que pode ser estendida
para as outras dire¢oes de forma andloga, assim como descrito em (GOMES, 2012;
GOMES et al., 2015). Os valores das variaveis conservativas utilizados no célculo do

fluxo sao obtidos apds a reconstrucao das varidveis apresentada na se¢ao anterior.

Esse esquema numérico é baseado em quatro estados intermediarios Q7, Q7, Qp e

T, divididos por cinco ondas Sy, ST, Sy, Sk € Sgr, como ilustrado na Figura 4.1.
Essas ondas sao associadas as ondas MHD apresentadas na se¢ao anterior. Em par-
ticular, o fluxo HLLD foi desenvolvido com o objetivo de resolver de forma eficiente
descontinuidades isoladas na solu¢ao do modelo MHD, preservando a positividade,

sendo mais robusto e eficiente ao comparado com fluxos linearizados.

Para o modelo GLM-MHD ideal, os estados Q* e Q** sdo definidos com os vetores

das variaveis intermediarias, isto €,

Q% = (0% Eoy paug, BL,0%) QT = (07, BT oy, B, 07), (4.31)

em que « denota os estados a esquerda (L) e a direita (R), u* = (u}, uy, u}), uw™* =

(uy, uyr,us*), B = (B}, By, BY) e B™ = (B}, B;*, By*). O fluxo numérico de ¢ ¢

z ) Py 0 Yz

calculado diretamente, considerando a relagao ¢* = ™ = 1.

A funcao que calcula o fluxo numérico HLLD é dada por

F,, ifS, >0,

Fj, if S, <0<S;,

F¥, if St <0< Sy,

Furip = - g N : (4.32)
Fr, if Sy <0<Sy,

Fy, if S5 <0< Sg,

FR, lfSR<0

Os vetores fluxo F, = F(U,), Fr = F(Ug) sao exatamente os obtidos no centro

das células, enquanto F7;, F% sao aproximados nos estados intermedidrios Q7, Q%.

e F7*, F5 sao aproximados nos estados intermediarios Q7*, Q%"

Pelo processo apresentado a seguir, apresentam-se as variaveis dos estados Q7 e QY.
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permitindo o célculo do fluxo HLLD nos estados intermedidrios

FZ = Fa + Sa (QZ - Qa)7

(4.33)
Fo=Fa+5,Q7 — (55 — 5.) Qi — 5 Qa.

Figura 4.1 - Estutura com os quatro estados intermediarios e as cinco ondas utilizadas
para o calculo do fluxo numérico HLLD.

X ¢
SL ST Su  Sp  Sr
QL \ Qr r/ Qp
Q. Qr
T

Fonte: Produgao do autor baseada em Miyoshi e Kusano (2005).

Reitera-se que a descrigdo do fluxo HLLD apresentada a seguir é pertinente a direcao
x, considerando B} = B}* = B,, sem perda de generalidade. Em duas e trés dimen-
soes, expressoes similares sao obtidas na diregao y e z, ao considerar B = B)* = B,

e B} = B* = B, respectivamente.

Primeiramente, definem-se as velocidades de propagacao S,, calculadas como pro-
posto em Miyoshi e Kusano (MIYOSHI; KUSANO, 2005).

S =min(ur,ug) —max(cs,,cp,), Sr=max(ur,ug)+ max(cp,,cp), (4.34)

em que u, sao as velocidades do fluido, e ¢y, as velocidades magneto-actsticas
rapidas (POWELL, 1997). O cdlculo de S, nao é tnico, podendo assumir outros
valores (DAVIS, 1988; EINFELDT et al., 1991). A escolha de Sy, é feita de forma a

estimar a velocidade média normal, e é dada por

(SR _ ul’R>pR Ugp — (SL - ul‘L>pL Ugzy — PTr _'_pTL

Sy =
M (SR - ulL‘R)pR - (SL - umL)pL

, (4.35)
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em que pr ¢ a pressao total dada por pr = p+ %. A velocidade do fluido é assumida

como sendo constante em todos os estados intermediarios, ou seja,

*xkk ok x
wy, =uy, =uy =u, = Sy. (4.36)

A pressao total também é mantida constante nos estados intermediarios,

Pr, = Pr, = Pry, = Pr, = - (4.37)

Sob esssas condigoes, descontinuidades tangenciais e rotacionais podem ser formadas
nesses estados. A partir da escolha de Sy, a pressao total py. é definida por

(Sr = Ugp)pr P, — (SL — Us, )PL PTR
(Sr = Uap)pr — (SL — Uay)pL

pL PR(SR — Uay)(SL — Usy )(Usy — Uz )
(SrR = Uag)pr — (S — Uz, )pL .

pr=
(4.38)

+

A partir dos valores S, e das variaveis contidas em U, é possivel obter os valores

das quantidades dos estados Q}, = (o}, s, s, vy ,us , By, By , B} ), dadas por

To? TYa

* S — Uz,
Po = pam7 (4.39%)
SM — Uy
o= - B,B = , 4.39b
e e " pa(Sa = Uz, )(Sa — Sar) — B2 ( )
SM — Uy
* = wu, —B,B, a , 4.39
Hea e * Pal(Sa — Uz, )(Sa — Su) — B2 ( %
* Po(Sa — Us,)* — B2
By = B = - 4.39d
o B (8 — 1) (50— Sar) — B )
* Po(Sa = Us,)* — B2
B = B, = . 4.39
o “pal(Sa = Uz, )(Sa — Su) — B} ( )
Consequentemente, pode-se calcular a densidade total de energia X
_ _ * B . B _ * B*
g; — (SOC ul‘a)gﬂ pTaul'oz +pTSM + $(u04 o ua a) ) (440)

Sa — Sm

Ao longo dos célculos numéricos, podem ocorrer indeterminagoes do tipo 0/0 quando

Sy = Uy, , So = Uy, Ty, By, = B, =0e B2 > ~p,. Nesses casos, deve-se realizar
; H1ieooeqr 1* — * * . Dx :

as seguintes substituicoes: u; = u,,, u, = u.,, e By = B = 0. As velocidades

de propagacao nos estados intermediarios sao associadas a onda de Alfvén e dadas

por
| B. |

N

B,
5 = Gy 15 (4.41)

St =Sy — =
R
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Os valores de S limitam os estados intermediarios Q%" e, juntamente com os valores
obtidos para Q,, pode-se obter as quantidades associadas a eles, isto é,
** *k *k ** *x *%* *k *k *%x
Qa - (pa » P 7uma7uya7uza7B;paaByaaBza)- (442)
Devido a relagao descrita pela Equacao 4.36, acerca da constancia dos valores de wu,
ao longo dos estados intermediarios, ao iniciar com a condicao de salto da equagao

da continuidade sobre um valor arbitrario S, com Sy < S < Sy ou Sy < S < Sg,

tem-se
P = Pl (4.43)

Considerando as condigbes de salto para as componentes tangenciais da velocidade e

campo magnético sobre Sy, e assumindo B, # 0, pode-se obter as seguintes relages

*k Kk kK *k o kk kK

wy o= ug = wt, ul =ul = (4.44a)
*k **k . kK *k Rk Rk

B? = B =B’ BI=BI=B" (4.44b)

Substituindo as Equagdes 4.41, 4.43 e 4.44 na forma de leis de conservagoes sobre

os estados intermediarios, obtém-se as variaveis

S wy +/pruy, + (By. — B;L)sign(Bx)’ (4.452)

! VI + VPR

W — VPLus, +pRruk, + (B, — B, )sign(B,) (4.45D)
’ VAL + VPR ’

g — VPLBy, HVPRBy, + VPR, — vy, )sign(Bs)

, 4.45¢
y N R e
- VL BL, + ORBE, + Vo pR(ur, — vk, )sign(B,) (4.45d)

NG |
em que sign(B,) é igual 1 for B, > 0, e —1 para B, < 0. Consequentemente, a

equacao da densidade de energia em Q** é dada por
EF =& F \/pr (ul - Bl —u - BY) sign(B,). (4.46)

O mesmo procedimento deve ser feito na dire¢do y e z para os problemas em mais
de uma dimensao. O fluxo HLLD ¢é calculado separadamente em cada dire¢ao e os

valores obtidos sao utilizados na evolucao temporal, apresentada a seguir.
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4.4 Calculo do passo de tempo

Para possibilitar a evolucao temporal das equagoes MHD, utiliza-se um esquema
numérico Runge-Kutta compacto de ordem 2, como apresentado na Secao 3.1. Para
tal, necessitam-se das variaveis do modelo, dos fluxos numéricos e termos fonte.
Além disso, necessita-se do conhecimento do passo de tempo At a cada iteragao. O
calculo de At deve feito de forma que o seu valor seja adequado a fisica do problema,

possibilitando a evolu¢ao numérica da solug¢ao no tempo.

Como existe a possibilidade de simular o modelo MHD ideal ou resistivo, o calculo de
At é adaptado a cada situagao, como proposto em Skala et al (SKALA et al., 2015).
Considerando os autovalores calculados na Secao 4.1.1, tem-se o passo de tempo

para o caso ideal, isto é,

min{Az, Ay, Az}
max{|u,| £ cg, Juy| £, |u.] £ep}’

Aty =v (4.47)
em que v é o numero de Courant. Assim, o passo de tempo depende da condicao
CFL imposta ao problema, juntamente com o passo espacial minimo e o maximo
dos autovalores associados a onda magneto-acustica rapida c;. No caso resistivo,
esse calculo é adaptado, levando em consideragao a resistividade e o quadrado do
passo espacial, devido aos termos fonte com derivadas de seguna ordem. Com isso,

tem-se

(4.48)

. AZAQAZ
Atreszymin (Atidy mln{ =, Ay, Z})j

4.0mo
em que 7y € o valor maximo da resistividade em cada iteracao da simulagdo numérica.
Para as simulac¢oes em que 7 é constante, entao n = 7. O calculo dos passos de tempo
é feito até que se alcance o tempo final desejado, que é obtido pela soma de todos

os passos de tempo calculados ao longo da simulacao.
4.5 Normalizacao do operador de truncamento

No Capitulo 3, é apresentada a abordagem multirresolucao adaptativa, juntamente
com o operador de truncamento 7., o qual é utilizado para avaliar em quais re-
gides a malha precisa de mais ou menos refinamento. Esse procedimento é feito a
partir dos valores dos coeficientes wavelet d‘, que medem a regularidade local da
solugdo numérica do sistema. Em particular, para o modelo MHD, que possui oito
varigveis, cada detalhe d° pode ser entendido como um vetor que engloba os de-
talhes de todas as varidveis conservativas, ou seja, d° = (di,dz dé,ng). Cada

pu’
um desses coeficientes associados as variaveis do modelo sao calculados a partir do
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erro de aproximacao, juntamente com o valor médximo de cada variavel na malha.

Inicialmente, efetuava-se esse calculo por

d[

max(w)’

d: = (4.49)
em que w estd associado individualmente a qualquer variavel do modelo, ou seja,
w € {p, pvs, pvy, pv;, €, By, By, B, }. Essa abordagem tem interesse no comporta-
mento individual de cada variavel, sem levar em consideracao a natureza vetorial de
pu e B. Apos diversos testes, observou-se que essa forma de calcular os coeficientes
contribuia para a obtencao de uma malha adaptativa com células localizadas em re-
gioes desnecessarias. Com isso, demanda-se uma abordagem diferenciada no calculo
desses coeficientes em relagdo as variaveis vetoriais pu e B. Em duas dimensdes,

apresentam-se os detalhes das variaveis conservativas dados por

¢
dp

¢
d, = m—nt (4.50)
[ [
P .
po max(piiy, puy) |
dZ
d, = —2= (4.52)
P max(pu, )
d@
dy = ; 4.53
& max (&)’ (4.53)
di = V(5. + (d,)° (4.54)
B max(B,, B,) '
dZ
d, = ——B 4.
: max(B,)’ (4:55)
(4.56)
e para trés dimensoes tem-se
¢
a = % (4.57)
T max(p)’
¢ 7 e
g = V@@, (P (4.58)
o max(pug, Py, puz) '
d: d (4.59)
& max (&)’ '
d} )2 + (df )2+ (df.)?
q P ) o)

max(B,, By, B;)
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E importante notar que, para as quantidades vetoriais pu e B, os coeficientes sao
calculados em termos das suas componentes. No caso bidimensional, em que os
vetores tém apenas duas componentes, o coeficiente da terceira componente de cada
uma das variaveis é calculado de forma independente. Além disso, a divisao efetuada
em todos os coeficiente com o maximo do valor das varidveis tem como objetivo a

normalizacao desses valores antes da aplicacao do operador de truncamento.

Com essa normalizacao proposta, houve uma melhora na adaptabilidade da malha
computacional ao problema. Na Figura 4.2, apresentam-se as malhas obtidas para o
mesmo problema da nuvem magnética. Neste caso, a malha da esquerda foi obtida
em uma simulagdo com a abordagem inicial do célculo dos coeficientes wavelet, le-
vando em consideracio cada varidvel individualmente. A direita, a malha é obtida
com a abordagem que considera a natureza vetorial dos detalhes referentes a pu e B.
Abaixo das malhas, apresentam-se as variaveis p e B, para este problema. Pode-se
observar que a malha com a nova abordagem ¢é mais coerente no sentido de locali-
zacao das estruturas pertinentes ao problema, nao contendo células desnecessarias,

como a malha que utiliza a abordagem inicial dos coeficientes.

Para que seja aplicado o operador 7., comparando os coeficientes wavelet com o
parametro de truncamento €, utiliza-se o valor méximo entre os coeficientes de todas

|d%|,|d%|}, o operador de

as varidveis. Assim, definindo max |d‘| = max{|df;|, |df;u|,

truncamento dado pela Equagao 3.37 é reescrito para o caso MHD como

0, se max |d*| < €,
T = (4.61)

d’, caso contrario.

Dessa forma, a malha adaptativa obtida pode ser entendida como uma unido das
malhas de todas as varidveis, visto que os coeficientes de todas as varidveis sao
utilizados para decidir em quais regioes locais o maior refinamento é necessario
para representar a solucao. No Capitulo 6, os resultados obtidos neste trabalho sao
apresentados, e as malhas obtidas para os diferentes casos sao dicutidas e avaliadas, a

fim de verificar a metodologia adaptativa de multirresolucao no contexto do modelo

MHD.
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Figura 4.2 - Malhas obtidas em simula¢cées MHD ideal em duas dimensoes para o pro-
blema da nuvem magnética. A esquerda, apresenta-se a malha obtida com
a abordagem do cdlculo dos detalhes varidvel-a-varidvel. A direita, a malha
obtida com a abordagem em que considera-se as varidveis vetoriais no calculo
dos detalhes. Abaixo, as variaveis p e B, para ilustrar a estrutura da solucao.

Abordagem inicial Abordagem atual

Fonte: Produg¢ao do Autor
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5 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo sao apresentados detalhes acerca dos aspectos computacionais rela-
tivos a este trabalho. A cronologia do desenvolvimento do c6digo CARMEN-MHD
e seu algoritmo, informacgoes sobre a solucao de referéncia, visualizagdes e métricas
utilizadas na comparacao de dados. Esses aspectos sdo importantes para se entender

os esforgos necessarios para obter a versao atual do codigo CARMEN-MHD.
5.1 Cédigo CARMEN-MHD

O cédigo CARMEN (versao 1.541) foi desenvolvido por Olivier Roussel (ROUSSEL
et al., 2003b; ROUSSEL et al., 2003a) na linguagem C** usando o método de volu-
mes finitos para performar a simulagao numérica de equacoes diferenciais parciais
evolutivas utilizando uma abordagem adaptativa de multirresolu¢ao por médias ce-
lulares. A versao inicial permitia a simulagao de seis sistemas de equacoes, incluindo

as equagoes de Navier-Stokes.

A implementacao das equagoes MHD ideal em duas dimensoes, juntamente com os
fluxos numéricos HLL e HLLD e as corregoes de divergéncia do campo magnético,
foi desenvolvida posteriormente, como trabalho de mestrado da autora (GOMES,
2012; DOMINGUES et al., 2013). Apds essa modificagao, o cédigo CARMEN passou
por diversos ajustes, incluindo a correcao do calculo dos autovalores do sistema,
implementacao da reconstrucao das variaveis conservativas e melhorias na aplicagao
das condigoes de contorno (GOMES et al., 2015). O modelo ideal em trés dimensoes
e o modelo resistivo em duas e trés dimensoes foram adicionados ao codigo (GOMES
et al., 2017a), trazendo avangos na simulaggo MHD adaptativa. A implementagao
MHD nao-adaptativa foi realizada em duas e trés dimensoes, necessitando de uma
reformulagdo na estrutura de dados para tornar coerente as comparagoes de tempo
de CPU com a simulagao adaptativa. Além disso, houve a implementacao dos termos
de difusao artificial, ajuste do passo de tempo e a corre¢ao de erro na implementacao
original tridimensional. Para a otimizacao do c6digo no contexto MHD), foi realizada
a remocao dos arquivos nao relacionados a implementacao MHD e adicdo de saidas
no formato VTK'. Com isso, o cédigo CARMEN utilizado neste trabalho passou a
se chamar CARMEN-MHD.

Na Figura 5.1 é apresentado o fluxograma do algoritmo do cédigo CARMEN-MHD
adaptativo, o qual ¢ dividido em cinco etapas: inicializacao, evolucao temporal, re-

construcao malha, saidas e finalizacao. Na inicializacao, os aquivos de condic¢ao ini-

thttps:/ /www.vtk.org/
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Inicializacéo

Ler condicao inicial
Iniciar parametros
Criar malha inicial

<
Y

Evolugédo temporal

Calcular fluxos
Evoluir no tempo
Checar estabilidade
Aplicar corregao

Repetir o
Y processo
Reconstruir malha ate alcancar
o tempo final

Atualizar a malha desejado
Adaptar a malha

Y
Saidas

Escrever malha
Escrever solucao

Y
Finalizacdo

Limpar memédria

Figura 5.1 - Fluxograma ilustrativo do algoritmo do c6digo CARMEN-MHD.

Fonte: Producao do autor.

cial carmen.ini e pardmetros de simulagdo carmen.par sao lidos, possibilitando a
criacao de malha adaptativa inicial para a simulagao, a estabilidade da solu¢ao nu-
mérica ¢ checada e a correcao de divergéncia do campo magnético ¢ aplicada. Para
reconstruir a malha, a malha é atualizada com os novos valores obtidos, e adaptada
novamente a solugao. A solucao evoluida no tempo e sua malha adaptativa sao escri-
tas em um arquivo de saida. Caso o tempo final desejado seja alcangado, a simulacao
¢ finalizada, limpando a memoria. Caso contrario, os passos sdo repetidos a partir

da evolugao temporal, até que o tempo final seja atingido.
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Para a criagdo da malha adaptativa, utiliza-se a estrutura chamada graded-tree
(COHEN, 2003), a qual impoe que duas células adjacentes da malha devem estar
no mesmo nivel de refinamento ou com a diferenca de apenas um nivel entre elas.
Esse tipo de estrutura deve ser garantida durante o processo de refinamento da
malha, para que as células necessarias no calculo do operador de predicao estejam
sempre disponiveis para tal. Como a malha é modificada ao longo do tempo, é neces-
sario seu ajuste a cada iteracao para manter a estrutura graded-tree. Mais detalhes
em (ROUSSEL, 2003).

O compilador utilizado com o c6digo CARMEN-MHD ¢é o gt versdo 4.8.4, no
sistema operacional Ubuntu 14.04. O servidor utilizado para as simulacoes possui
processador Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2640 v2 2.00GHz, com memoéria RAM de
128GB.

5.2 Solucao de referéncia

Para comparar os resultados do codigo CARMEN-MHD é necessario definir uma
solucao de referéncia. Neste contexto, utiliza-se o codigo FLASH, apresentado no
Apéndice E, que é verificado e bastante utilizado. A fisica modelada no cédigo é
testada e coerente, constituindo uma ferramenta interessante e adequada para a
comparacao e verificacado de resultados. Com isso, todas as condigOes iniciais dos
problemas estudados sao implementadas e rodadas no cédigo FLASH, permitindo
a obtencao das solugoes de referéncia e a comparacao dos resultados. Mais detalhes

sobre o codigo FLASH sao encontrados no Apéndice E.
Similaridades entre os cédigos

Existem algumas similaridades entre os c6digos CARMEN e FLASH, que s@o impor-
tantes e devem ser destacadas: o fluxo numérico HLLD, a reconstrucao de variaveis
dada pelo esquema Monotonized Central, e a segunda ordem de acuracia do método
numérico utilizado. E interessante destacar que, mesmo utilizando esquemas numé-
ricos de ordem similar, eles nao sao iguais. Isso implica que os resultados obtidos
devem obedecer as caracteristicas intrinsecas de cada problema apresentado, no en-
tanto, ndo existe a possibilidade de resultados idénticos. A ordem do método esta

associada a acuracia da solucao.
5.3 Erros e visualizagoes

Nesta secao sao apresentados os tipos de erros calculados nos resultados, os tipos de
arquivos obtidos nas simulagdes dos codigos CARMEN-MHD e FLASH, e detalhes
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acerca da visualizagao dos resultados.
5.3.1 Erro associado a V-B

Para calcular o erro associado a divergéncia do campo magnético, considera-se ape-
nas os valores de V-B obtidos com o c6digo CARMEN-MHD. Neste caso, considera-
se o maximo do erro médio absoluto da divergéncia, que ¢é caracterizado como uma

constante adimensional, definido por

Egiv = MAax (dV|v B|> , (5.1)

B

em que dV é o volume da célula. Esse calculo mede a magnitude parcial maxima dos
erros de divergéncia do campo magnético (HOPKINS, 2016). No geral, 4, deve ser
menor que um. Esses valores costumam variar de acordo com a escolha da corregao

de divergéncia.
5.3.2 Tipos de erros

Os erros obtidos neste trabalho estao associados s normas £, £? e L* (LEVEQUE,
2002). Sao considerados os erros médios, levando em conta o tamanho da malha
em questao. No geral, erros desse tipo sao calculados em relacdo a uma solugao
exata. Como nao ha solugdo exata para os problemas de interesse deste trabalho, o
calculo do erro é feito com respeito a solucao de referéncia. Considerando a solugao
de referéncia como U e a solugdo obtida com o c6digo CARMEN-MHD denotada

por U, sdo definidas as equacoes para o calculo dos erros.
Erro £!

O erro na norma L' é calculado a partir da soma dos valores absolutos da diferenca

entre duas matrizes. Em duas dimensoes, tem-se

N

1 N _
L= WZZ U,;; — Uyl (5.2)

i=1j=
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—

Em trés dimensdes, o erro £! é calculado como

N
> Uik = Usjil- (5:3)
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Erro £?

Esse erro é obtido a partir da soma das diferencas elevadas ao quadrado. Em duas

dimensoes, tem-se

i=1j=1

1 N N o 1/2
oo (LSS, ve) 51

Em trés dimensdes, o erro £2 é calculado como

i=1j=1k=1

1 N N N . 1/2
L= (ﬁ YD Uik — Ui,j7k|2) : (5.5)

Erro £

Esse erro representa o valor maximo da diferenca entre as solu¢ées. Em duas dimen-

soes, tem-se

L£* = max | max (U;; — U, )| . 5.6

ma | max (U, - T,,) (5.6)
Em trés dimensoes, o erro L é calculado como

L% = max | max | max (U, — U, . 5.7

19N L 195EN 1SkSN( 1,5,k mJﬁ) ( )

Esses valores mostram o quanto a solucao obtida se aproxima da solugao de referén-
cia, a fim de avaliar quantitativamente essa proximidade. Esses valores sao obtidos
para todas as varidveis nao-nulas do modelo, sendo uma ferramenta de comparagao

dos resultados obtidos.
5.3.3 Tipos de aquivo

Inicialmente, o cédigo CARMEN possuia apenas arquivos de saida do tipo .dat.
Para o codigo CARMEN-MHD adicionam-se saidas do tipo .vtk, caracterizando
arquivos do tipo Visualization Tool Kit, que é um sistema de software de codigo livre
utilizado para graficos tridimensionais de computador, processamento de imagens e
visualizacao. Os arquivos VTK suportam diversos tipos de dados (escalares, vetores,
tensores) e diversas geometrias para a sua visualizagdo. Com essa nova implementa-
¢ao, ha uma melhora na qualidade da visualizacao dos resultados, principalmente nos
casos tridimensionais. Nesta secao, apresenta-se um exemplo de arquivo VTK e as
estruturas importantes na sua construgao sao comentadas. No Texto 5.1, apresenta-
se o cabecalho de um arquivo VTK. Nesta ordem, tem-se a versao do arquivo VIK

utilizada, a legenda do arquivo e o tipo de arquivo (pode-se definir ASCII ou bina-

63



Listing 5.1 - Cabecalho de um arquivo de saida VTK do c6digo CARMEN-MHD.

# vtk DataFile Version 2.8
Solucao MHD

ASCII

DATASET STRUCTURED GRID
DIMENSIONS 32 32 1

POINTS 1024 FLOAT

—0.500000 —2.000000 0.000000
—0.500000 —1.870968 0.000000
—0.500000 —1.741935 0.000000
—0.500000 —1.612903 0.000000

Listing 5.2 - Exemplo de variavel escalar em arquivo de saida VTK do c6digo CARMEN-
MHD.

POINT _DATA 1024
SCALARS Density float

LOOKUP TABLE default
9.9450254334794552e—01
9.7530095599058841e—01
9.6680119959813804e—01
9.7967490164696236e—01

rio). O comando DATASET determina o tipo de malha do dado, neste caso, uma malha
estruturada. As dimensoes da malha computacional sdo definidas para as diregoes
x, y e z, e o numero total de células é descrito e definido como precisao float. A
partir dai, os pontos da malha sao especificados em trés colunas. A varredura dos
pontos no codigo CARMEN-MHD ¢ feita na sequéncia x, y, z. J4 no c6digo FLASH,
a sequéncia é dada por z,y, x. Esse tipo de informacao é importante ao se comparar
os valores obtidos ponto-a-ponto. Apds definir o cabecalho e os valores que compoem
a malha, deve-se escrever o valor das variaveis associados aos pontos da malha. No
Texto 5.2, apresenta-se um exemplo de definicio da variavel escalar p. Primeiro
define-se o pardmetro POINT_DATA, que é o niimero de valores de p na malha, depois
o tipo de varidvel SCALARS juntamente com o seu nome e a sua precisao. Para definir
variaveis vetoriais, o processo ¢ similar. Define-se o tipo de variavel VECTORS jun-
tamente com o seu nome e sua precisao. Depois é necessario escrever os valores de
cada componente do vetor, neste caso, em trés colunas que representam as variaveis

Uz, Uy € Uy, como apresentado no Texto 5.3. As implementacoes das saidas VIK
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Listing 5.3 - Exemplo de varidvel vetorial em arquivo de saida VTK do c6digo CARMEN-
MHD.

VECTORS Velocity float

—5.4059620190e—26 —2.0054987160e—02 3.2091973305e—02

—8.9226512290e—03 4.6321073384e—-03 1.5523072546e—28

estao incluidas no arquivo Node.cpp para o caso adaptativo e FineMesh.cpp para
o caso uniforme. Esses arquivos podem ser utilizados em alguns softwares, como o

Vislt e o Paraview.
5.3.4 Visualizacao

A visualizacao dos resultados obtidos com os codigos CARMEN-MHD e FLASH sao
visualizados utilizando o programa Vislt?. O software Vislt é cédigo aberto e inte-
rativo, utilizado para visualizagdo, animagao e como ferramente de analise (CHILDS
et al., 2012). Possui uma variedade de formas para a visualizagdo e operadores ma-
tematicos, sendo possivel obter valores a partir dos dados utilizados. O Vislt possui

suporte para diferentes tipos de arquivo, em particular, arquivos do tipo VITK e

HDF5 (FLASH).

Nesta secao, apresenta-se um c6digo desenvolvido em python para obter uma figura
a partir de um arquivo de dados. E possivel utilizar a interface grafica do programa
para fazer as visualiza¢oes. Porém quando ha a necessidade de criar diversas figuras
a partir de um dado, a utilizacdo de um co6digo que automatize o processo ¢ inte-
ressante. O comando necessario para rodar o codigo em python utilizando o Vislt

também é apresentado para ambos os tipos de dados apresentados.

O Cobdigo 5.4 ¢é utilizado para gerar uma figura a partir do dado Average.vtk,
obtido com o cédigo CARMEN-MHD. Primeiramente, escolhe-se a base de dados
(ou arquivo de dados) e a variavel que se deseja visualizar. O software Vislt permite
diversas configuragoes para os arquivos de saida. Neste exemplo, estao definidos os
parametros para as anotacoes na figura, paleta de cores e configuragdes do arquivo
de saida, como formato e nome do arquivo. Para visualizar os resuldados do c6digo
FLASH, deve-se alterar o nome do arquivo de acordo com a saida do problema de

interesse.

Para rodar o c6digo em python nomeado arquivo.py utilizando o software Vislt,

2https:/ /wei.llnl.gov /simulation /computer-codes/visit/
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Listing 5.4 - Exemplo de script de visualizacao no Vislt.

# Abrir base da dados
OpenDatabase ("localhost : Average.vtk", 0)
AddPlot (" Pseudocolor", "Density", 1, 1)

# Visualizar dados

DrawPlots ()

AnnotationAtts = AnnotationAttributes()
AnnotationAtts. userInfoFlag = 0
AnnotationAtts.databaselnfoFlag = 0
SetAnnotationAttributes(AnnotationAtts)

# Definir atributos de visualizacao
PseudocolorAtts = PseudocolorAttributes()
PseudocolorAtts.colorTableName = "hot desaturated'
SetPlotOptions (PseudocolorAtts)

# Configuracao de figura

SaveWindowAtts = SaveWindowAttributes ()
SaveWindowAtts . fileName = "KH_ 2D rho L7 epsO1"'
SaveWindowAtts . format = SaveWindowAtts .PNG
SaveWindowAtts . compression = SaveWindowAtts. PackBits
SetSaveWindowAttributes (SaveWindowAtts )

SaveWindow ()

utiliza-se o seguinte comando

visit -nowin -cli -s arquivo.py

A opcao -nowin é utilizada para que nao seja aberta a janela da interface grafica,

garantindo a automatizacao do processo. Para a visualizagdo dos arquivos HDF5

obtidos com o cédigo FLASH, deve-se adicionar uma nova op¢ao no comando ante-

rior

visit -assume_format FLASH -nowin -cli -s arquivo.py

Os arquivos de saida do cédigo FLASH nao possuem a terminagdo .hdf5, entao o

Vislt nao consegue reconhecer o formato, sendo necessario indicar na compilacao.

Quando ha interesse na comparacao qualitativa da topologia da solugdo numérica,

deve-se alinhar os valores maximo e minimo da escala de cor para as visualizagoes

CARMEN-MHD e FLASH. Para tal, os valores maximos e minimos das variaveis
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do modelo sao obtidos para ambos as simulagao, comparados entre si e, para cada
variavel, sao definidos os maiores e menores valores entre os dois c6digos. Esse pro-

cedimento ¢ feito para todas as comparacoes desse tipo.

No préximo capitulo sao apresentados os resultados obtidos com o coédigo
CARMEN-MHD e as verificagoes necessarias para cada caso. Todas as métricas,

visualizagOes e referéncias sao obtidas como apresentadas anteriormente.
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6 RESULTADOS

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos com as simulagoes do mo-
delo MHD ideal e resistivo, em duas e trés dimensoes, utilizando a abordagem de

multirrersolucao adaptativa por médias celulares.

Para a verificagdo da implementacao do modelo MHD sao apresentadas as simula-
¢oes de quatro problemas importantes: o vortex de Orszag-Tang, a instabilidade de
Kelvin-Helmholtz, nuvem magnética, e reconexao magnética. A escolha desses casos
é feita devido a variedade de situagdes que podem ser avaliadas, como descrito a

seguir para cada caso.
Vértex de Orszag-Tang (O-T)
e Avaliacao a correcao de divergéncia do campo magnético

e Ocorréncia de choques magneto-hidrodinamicos

Instabilidadede Kelvin-Helmholtz (K-H)
e Ocorréncia de estruturas localizadas

e Deteccao e representagao dos vortices

Nuvem magnética (N-M)
e Qcorréncia de fortes descontinuidades

e Avaliacao da estabilidade do esquema numérico

Reconexao magnética (R-M)

e Alteracao na topologia das linhas de campo magnético

e Liberacao de energia magnética
Os resultados obtidos com o c6digo CARMEN-MHD sao comparados com os resul-
tados de referéncia rodados com o codigo FLASH, como discutido no Capitulo 5.

Também sao apresentadas discussoes acerca dos problemas simulados e da metodo-

logia adaptativa.
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6.1 Vortex de Orszag-Tang

Em duas dimensoes, o caso teste atualmente conhecido como vértex Orszag-Tang é
inicialmente proposto em (ORSZAG; TANG, 1979). Este teste de verificagdo é bem co-
mum na area de simulacio MHD (SKALA et al., 2015; LEE, 2013; MIYOSHI; KUSANO,
2005; LONDRILLO; ZANNA, 2000; JIANG; WU, 1999a; RYU et al., 1998; ZACHARY et
al., 1994), pois possibilita testar a robustez do cdédigo utilizado, além de ser bas-
tante sensivel a divergéncia numérica do campo magnético. Esse teste lida com a
formacao de choques magneto-hidrodindmicos e a interagdo complexa entre ondas
de choque, devido & sua ocorréncia durante a simulacdo. A sua formulagao tridi-
mensional é proposta em Hezel et al 2011, na qual uma perturbacao ¢é adicionada
na direcdo z do dominio computacional. Em alguns casos, o problema de O-T pode
nao ser atrativo para simulacoes adaptativas, visto que possui estruturas em todo o
dominio computacional, isto é, ndo ha localizacao de estuturas. No entanto, devido
a sua complexidade fisica, além dos atributos de verificagoes numéricas descritas
acima, é muito utilizado para a verificagdo do codigo CARMEN-MHD. O estudo é
feito inicialmente para uma malha uniforme, a fim de avaliar a implementacio e a

reproducao das estruturas do vortex.
6.1.1 Caso bidimensional

A condicao inicial em duas dimensoes é dada pela Tabela 6.1. O problema é simulado
para o nivel maximo de refinamento L = 9 (512x512) e o seu dominio computacional
é dado por 2 = [0,27] x [0,27]. Como parametros de simulagdo, tem-se o tempo
final de simulacao t = 7, o nimero de Courant v = 0.3 e o parametro da correcao de
divergéncia nula o, = 0.4. A constante adiabatica é dada por v =5/3 e a condicao

de contorno é periédica.

Tabela 6.1 - Condigao inicial do problema de Orszag-Tang.

PP U Uy Uy B, B, B,

v* v —siny sinz 0.0 —siny sin2z 0.0

A topologia do problema é composta por diversas estruturas em todo o dominio, ca-
racterizando descontinuidades na solugao. Problemas com estruturas nao-localizadas

podem nao ser interessantes do ponto de vista adaptativo e, por isso, a simulacao
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em malha uniforme é apresentada e discutida primeiramente, com o objetivo de
avaliar a qualidade da solucao ao compara-la com a referéncia. Posteriormente sao

apresentados os resultados adaptativos para o mesmo problema.
Malha uniforme

A visualizagdo das solugdes numéricas obtidas com os codigos CARMEN-MHD e
FLASH em malha uniforme é exibida nas Figuras 6.1 e 6.2, com os limites inferiores
e superiores de cada variavel fixados igualmente para as duas simulagoes, como exi-
bido na Tabela 6.2. A topologia das duas solugbes é similar, sendo dificil encontrar
diferencas evidentes entre si. As variaveis u, e B, nao sao apresentadas, pois assu-
mem valor nulo ao final da simulacdo. As estruturas que compdem a solugdao sao
bem representadas em ambos os casos. A periodicidade intrinseca do problelma é

mantida, e ndo ha oscilagdbes numéricas na solucao, preservando a fisica do problema.

Para avaliar a convergéncia local da solucgao, é apresentado o corte na variavel pressao
na posi¢ao y = 0.64x. Tal corte é comumente utilizado na literatura (MIYOSHI; KU-
SANO, 2005; LONDRILLO; ZANNA, 2000; JIANG; WU, 1999a; RYU et al., 1998). A par-
tir do software g3data', extrai-se os valores apresentados em Londrillo e Del Zanna
2000, obtidos com um esquema LF-CENO de terceira ordem e staggered mesh, e
Miyoshi e Kusano 2005, obtidos com o esquema HLLD e correcao GLM-MHD, para
fins comparativos. Esses valores sdo apresentados, juntamente com a solugao obtida
ao rodar o codigo FLASH para uma malha uniforme de 200 x 200 células, na Fi-
gura 6.3. Observa-se que o cortes para todos os casos sao similares, sugerindo que o
resultado do cédigo FLASH converge de forma adequada para o resultado dos ar-
tigos citados. Na Figura 6.4 sao exibidas as solug¢oes rodadas com o cédigo FLASH
para os niveis L = 7, L = 8 e L = 9, e na Figura 6.5 tem-se as solugoes obtidas
com o c6édigo CARMEN-MHD para os mesmos niveis, mostrando que a topologia
da solucao é mantida para todos os niveis de refinamento das malhas. Isso mostra
que todas as simulagdes apresentadas sao coerentes com os resultados obtidos em

outras literaturas.

Para uma andlise quantitativa dessas similaridades entre o resultado obtido com
o cébdigo CARMEN-MHD e a referéncia, na Tabela 6.3 os erros £!, £? e L> sao
apresentados. O erro £! no geral se mantém na ordem de 1073, sendo maior nas
variaveis pressao e densidade, o que também acontece para os dois outros tipos de

erro. As diferencas maximas entre as solugdes numéricas fica em torno da ordem

thttp://www.frantz.fi/software/g3data.php
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101, As estruturas presentes nessas varidveis apresentam topologias similares. Na
Figura 6.6, sdo exibidas as curvas associadas aos erros £! e £2? para a varidvel p, a
medida que os niveis de refinamento sao variados. Pode-se observar que os valores
tendem a diminuir ao mesmo tempo que nivel de refinamento aumenta. Isso também
ocorre para as outras variaveis. Esse tipo de comportamento é esperado em solucoes
numéricas, visto que o maior nimero de células implica em um espagamento menor

entre as células, resultando em uma representacao mais precisa do problema.

A densidade de energia £ é fisicamente conservada. Na simulacdo com o codigo
CARMEN-MHD, a integral dessa quantidade apresenta valores constantes ao longo
do tempo fisico. A avaliagdo dessa quantidade global é importante, pois a densidade
total de energia ¢ obtida a partir de todas as variaveis MHD, isto é, p, p, u e B,
caracterizando uma medida que depende do comportamento do fluido como um

todo, além de avaliar a implementacao do modelo ideal conservativo.

O erro associado a divergéncia de B é denotado por e4, e definido no Capitulo 5.
Nesta simulacao, esse valor se mantém na ordem de 1072, satisfazendo a condicao
proposta e4;,, < 1. Os valores mais significativos de V-B ocorrem proximos as maiores
descontinuidades presentes na solucdo. A correcao parabélica-hiperbdlica controla
os erros de divergéncia, evitando a ocorréncia de estruturas nao-fisicas provenientes

da evolugao desses erros.
Conclusoes parciais

As solugbes numéricas obtidas com o codigo CARMEN-MHD utilizando malhas
unifomes possuem as mesmas topologias fisicas apresentadas em outras trabalhos
da literatura, e também pelos resultados de referéncia obtidos pelo codigo FLASH.
De acordo com os erros £', £2 e £, os resultados obtidos com ambos os cédigos
sao proximos. A conservagao da densidade total de energia é mantida, descrevendo
de forma adequada a fisica do problema numericamente. Os erros associados a diver-

géncia do campo magnético sao controlados, nao influenciando os resultados fisicos.
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Tabela 6.2 - Valores méximos e minimos das varidveis do modelo MHD ideal utilizados
nas visualizagoes dos resultados dos codigos FLASH e CARMEN-MHD, para
uma malha 512 x 512 e tempo final t = 7.

p p Uy Uy B, B,

Maximo 6.255 6.408 1.325 1.085 2.640 2.341
Minimo 1.018 0.315 -1.325 -1.085 -2.640 -2.341
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Figura 6.1 - Varidveis p, u, e uy (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 7 e 5122
células, com o modelo MHD ideal para o vortex de Orszag-Tang com os
c6digos CARMEN-MHD e FLASH em malhas uniformes.

FLASH CARMEN

Y-Axis

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.2 - Varidveis p, B, e B, (de cima para baixo) obtidas no tempo t = 7 e 5122
células, com o modelo MHD ideal para o vortex de Orszag-Tang com os
c6digos CARMEN-MHD e FLASH em malhas uniformes.

FLASH CARMEN

Y-Axis

¥-Axis

¥-Axis

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.3 - Cortes na solugdo numérica em malha uniforme: comparacio da solugdo ob-
tida com o cédigo FLASH (linha), Londrillo e Del Zanna 2000 (cruz) e
Miyoshi e Kusano 2005 (ponto).

35
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pe >
X
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0.5
0 ‘
0 1 2 3 4 5 6
T

Fonte: Producao do autor.

Figura 6.4 - Cortes na solu¢do numérica: solu¢ées numéricas obtidas com o cé6digo FLASH
para os niveis L = 7 (ponto), L = 8 (cruz) e L =9 (linha).

35
2.5 L X A 4
151 X

‘xx
05 %

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.5 - Cortes na solucdo numérica: solugoes numéricas obtidas com o codigo
CARMEN-MHD para os niveis L = 7 (ponto), L = 8 (cruz) e L = 9 (li-
nha).

35

2.5;;( A 4

157 X

0.57

Fonte: Producao do autor.

Tabela 6.3 - Erros obtidos com as simulagbes do problema do vértex de Orszag-Tang com
VF comparados com a solugao de referéncia obtida com o cédigo FLASH, no
nivel L =9 em duas dimensdes.

Cédigo e Erros

Varidveis

CARMEN-MHD L1(x1072) L2(x107%) L£>®(x1071)

p 2.275 5.843 20.45

P 2.256 7.052 30.86

. Uy 0.681 2.144 8.377

Malha uniforme 0.628 1.653 5.245

B, 0.857 2.042 4.495

B, 0.825 2.054 4.995
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Figura 6.6 - Curvas dos erros £' e £? na varidvel densidade obtidas a partir dos niveis

L=7,8¢9.
Lt L?
0.08 : : ; 011
0.1r1
0.06 0.09f
— ~ 008
0.0t
0.071
0.02f 006y
0.051
0 0.04

Fonte: Producao do autor.

Malha adaptativa

No contexto adaptativo, sao realizadas simulacoes com os parametros de trunca-
mento fixos € = 0.01, e = 0.03 e por nivel g = 0.02, no nivel méaximo de refinamento
L =9, e com os demais parametros como apresentados no caso uniforme. Na Fi-
gura 6.8, sdo exibidas as visualizacoes das variaveis do modelo MHD ideal obtidas
com € = 0.03. As estruturas obtidas com a metodologia adaptativa se assemelham
das obtidas com os resultados dos c6digos CARMEN-MHD e FLASH em malhas
uniformes. A simetria da solu¢ao é mantida, com todas as estruturas bem represen-
tadas, e os valores maximos e minimos utilizados nas visualizagoes estao de acordo

com a Tabela 6.2.

Os cortes nas solugoes obtidos em z = m e y = m com € = 0.01, ¢ = 0.03 e ¢y =
0.02, juntamente com a solucao de referéncia, sao expostos nas Figuras 6.9 e 6.10.
Observa-se que a solugao adaptativa coicide com a referéncia na maioria dos pontos

amostrados, sendo coerente com o comportamento esperado do problema.

Para avaliar a aproximacao entre as solugoes numéricas com ¢ = (.03, os erros
obtidos constam na Tabela 6.4. O erro £! se mantém na ordem de 1072, indicando
uma proximidade adequada entre os valores obtidos. Comparando os casos VF e
adaptativo, os erros associados as simulagoes sao ligeiramente menores na malha

uniforme, como esperado, com o maior nimero de células na malha.
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O valor de € escolhido como 6timo para a simulagdo adaptativa do problema do
vortex de Orszag-Tang é € = 0.03, pois a economia em células e tempo de CPU
é significante, além de manter o erro na mesma ordem do caso ¢ = 0.01, como
apresentado na Figura 6.14 para a variavel densidade. Para ¢ = 0.03, necessita-se
de apenas 26% das células na simulacao, gerando uma economia de 77% de tempo
de CPU. A porcentagem de células utilizadas para ¢ = 0.01 e ¢¢ = 0.2 foram,
respectivamente, 45% e 85%, resultando em uma diminuicdo do tempo de CPU
em 56% e 11%. Nas Figuras 6.12 e 6.13, pode-se observar que a medida que a
porcentagem de células aumenta, assim como o tempo de CPU associado, os erros
L' e £2 tendem a diminuir. No entanto, para os casos apresentados, é possivel manter

a mesma ordem dos erros.

Para avaliar a conservacao da densidade de energia £, sdo apresentados na Figura 6.7
os valores obtidos com log,,(Erxr/Erv), em que Eyr € Epy sa0 os valores da integral
de £ ao longo do tempo obtidos para as malhas adaptativa e uniforme, respectiva-
mente. Com essa medida, é possivel avaliar a conservagao da energia obtida para os
diversos valores de €, além de medir o quanto esses valores se aproximam do caso
uniforme. Os valores de log,,(Enr/EFv) sao obtidos para ey = 0.2 (circulo), e = 0.01
(cruz) e € = 0.03 (pontilhado), juntamente com o caso uniforme (linha). Para todos
os casos apresentados, ha conservacao da densidade de energia ao longo do tempo.
Para os valores obtidos com ¢ = 0.2, o qual demanda aproximadamente 85% das
células para a simulacdo, os valores se aproximam mais do caso uniforme, compa-
rados com ¢ = 0.01 e ¢ = 0.03. Pode-se observar que a medida que se diminui o
numero de células necessarias, nao ha perda de conservacao de £, mantendo a fisica

do problema.

As malhas adaptativas para € = 0.01 e ¢ = 0.03 sdo apresentadas na Figura 6.11.
Em todos os casos, a maior quantidade de células esta localizada nas estruturas que
apresentam as maiores descontinuidades, como pode ser constatado na visualizacao
do problema, fazendo com que as estruturas sejam bem representadas mesmo com
uma diminuicdo considerdvel no nimero de células. E possivel obter solugdes bem
representadas em ambos os casos, mesmo com a diferenca visivel em relacao ao

numero de células necessarias.

Na Figura 6.15, apresentam-se os valores de €4, para diferentes valores de €. Pode-
se observar que, em todos os casos, €4, ¢ da ordem de 1072 e, consequentemente,
satisfaz a restricao €45, < 1. Os erros obtidos para V - B nao sdo propagados de

forma a comprometer a solucao, evitando comportamentos nao-fisicos no problema.
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Conclusoes parciais

As solugoes obtidas com as simulagoes utilizando MR adaptativa convergiram para
o resultado esperado, apresentando erros proximos da abordagem uniforme, mesmo
com uma reducao de mais de 70% na quantidade de células necessarias para a
simulagao ao longo do tempo. As malhas adaptativas mostraram-se eficientes na

captura das estruturas na solugao, evitando o refinamento desnecessario.

Problemas nao-fisicos foram evitados com a metodologia utilizada e nao houve perda
de conservagao da densidade de energia. A corregdo de divergéncia manteve os erros

associados controlados, evitando uma possivel propagacao dos mesmos.

Sendo assim, a abordagem adaptativa é uma alternativa eficiente no contexto da
simulagao numérica do problema do vortex de Orszag-Tang bidimensional, possibi-
litando a obtenc¢ao de uma solugdao numeérica coerente dentro do que se espera desse
tipo de problema, com uma economia de células e tempo de CPU consideravel, su-
gerindo que, mesmo para problemas com estruturas em todo o dominio, é possivel

obter uma representacao MR adequada.

Figura 6.7 - Valores globais de log;,(Exmr/EFv) ao longo do tempo ¢, obtidos para as
malhas uniforme (preto) e adaptativas com ¢y = 0.2 (circulo), e = 0.01 (cruz)
e € = 0.03 (pontilhado).

—VF * ¢ —0.01 €=02 “"e=003 |

1.5e-05
le-051 1
: 3

5e-061 1

-5e-06 | 1

-1le-057) 1

'156'05 I I I I I I
0 . .

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.8 - Varidveis p, p, uz, uy, B; e B, obtidas no tempo ¢ = m e nivel L =9 com o
modelo MHD ideal para o vortex de Orszag-Tang com o cédigo CARMEN-
MHD MR e ¢ = 0.03.

P p

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.9 - Cortes nas variaveis p, uz, € u, (de cima para baixo) obtidosemt =me L =9,
com as solugoes de referéncia (linha) e adaptativa com o cédigo CARMEN-
MHD para ¢ = 0.01 (cruz), e = 0.03 (circulo), € = 0.2 (ponto), em z = 7 e

y=m

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.10 - Cortes nas varidveis p, By, e B, (cima para baixo) obtidosem ¢t =7e L =9,
com as solugoes de referéncia (linha) e adaptativa com o c6digo CARMEN-
MHD para e = 0.01 (cruz), e = 0.03 (circulo), ¥ = 0.2 (ponto), em z = 7 e
y=m.

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.11 - Malhas adaptativas para o problema do vortex de Orszag-Tang em t =7 e
nivel maximo L =9, para e = 0.01 e ¢ = 0.03.

Fonte: Producao do autor.

Tabela 6.4 - Erros obtidos com as simulagdes do problema do vértex de Orszag-Tang com
MR (e = 0.03) comparados com a solugdo de referéncia do c6digo FLASH,
em duas dimensoes.

CARMEN . Erros

Variaveis

MHD L1(x1072)  £2(x1072) L£>®(x1071)

0 5.183 9.580 23.20

P 5.337 11.79 34.94

Uy 1.837 3.511 9.480

MR Uy 1.954 3.582 8.923

B, 2.482 4.326 6.077

B, 2.435 4.684 14.06

6.1.2 Caso tridimensional

O problema do vértex de Orszag-Tang apresentado é estendido para o caso tri-
dimensional adicionando uma perturbacao na componente z do campo inicial de
velocidade (HELZEL et al., 2011). Adicionam-se as perturbagoes 0 nas componentes

da velocidade, juntamente com componente espacial z (que é numa no caso bidi-
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Figura 6.12 - Gréaficos (a) porcentagem de tempo de CPU x L! e (b) porcentagem de

tempo de CPU x L2, para a variavel densidade e L = 9.

()

(b)
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L
0.035F 007t
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23 44 89 100 23 44 89 100

% CPU

% CPU

Fonte: Producao do autor.

Figura 6.13 - Graficos (a) porcentagem de células x L' e (b) porcentagem de células x
L2, para a varidvel densidade e L = 9.

0.055 0.1
0.051
0.091
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mensional). O dominio computacional é [0, 27]3. O valor de v é 5/3 e a condicio de

(a)

26 45 ; 85 100
% células

Fonte: Producao do autor.

(b)

26 45 , 85 100
% células

contorno é peridédica. A condicao inicial utilizada é dada por



Figura 6.14 - Gréaficos (a) € x £ e (b) € x £2, para a varidvel densidade, e = 0.01, € = 0.03
e o caso uniforme,emt=me L =9

(a) (b)

0.055

0.051

0.045¢

0.041

El
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0.031

0.0251
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0 0.01 0.03 0.05

€ 0 0.01 0.03

Fonte: Producao do autor.

Figura 6.15 - Grafico € X €44, para ¢ = 0.01, ¢ = 0.03 e o caso uniforme,emt =mwe L = 9.

0.1

0.021

0 0.01 0.03

Fonte: Producao do autor.

Tabela 6.5 - Condigao inicial do problema de Orszag-Tang.

p D Ug Uy U, B, B, B,

v v —(1+dsinz)siny (1+dsinz)sinz dsinz —siny sin2z 0.0
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simulada no nivel mais refinado L = 7. Como parametros de simulagdo, tem-se o
tempo final de simulacao ¢ = 7, o nimero de Courant v = 0.3 e § = 0.2. O parametro

de truncamento ¢ dado por € = 0.03.

A visualizacdo das varidveis obtidas nas simulagoes é apresentada nas Figu-
ras 6.18 e 6.19, para os codigos CARMEN-MHD e FLASH. Assim como no caso
bidimensional, a topologia da solugao se assemelha a obtida pela referéncia. O vortex
localizado na face superior do dominio encontra-se bem representado e com suas es-
truturas acentuadas. Em algumas regioes, as descontinuidades alcancam diferencas

maiores, necessitando de um maior refinamento local.

A simulagao com o parametro € = 0.03 escolhido demandou 74% do total de células
de uma simulagdo nao adaptativa, e a economia de tempo de CPU ¢é de aproxi-
madamente 20%. Valores maiores, como ¢ = 0.05, sdo testados com o intuito de
reduzir a quantidade de células. No entanto, valores maiores de 0.03 se mostraram
insuficientes para representar as estruturas presentes na solucao desse problema, nao

atingindo o tempo final de simulacao.

Na Tabela 6.6, sao exibidos os erros £, £? e £> para as solucoes adaptativa e
uniforme, comparadas a solugao de referéncia do codigo FLASH na malha uniforme.
Os erros VF e MR sdo bem préximos, diferindo por valores da ordem de 10~ a 1075,
Esse comportamento é esperado, visto que 74% das células é um valor consideravel,

se aproximando do caso uniforme.

Conclui-se, que, mesmo se aproximando da solucao de referéncia, de forma adequada,
a solucao adaptativa para o problema do vértex de Orszag-Tang no nivel L = 7 nao
possui uma malha computacional vantajosa. Espera-se ter uma malha adaptativa
com poucas células de forma a ter-se um método eficiente na obtencao da solugao
numérica, com ganhos significantes no contextoem termos do tempo de CPU. As
malhas da simulacao nos planos zy, yz e zx sao expostas na Figura 6.20, nas quais

apenas algumas poucas regioes possuem um refinamento com menos células.

Na Figura 6.21 sao apresentadas as variaveis p, p, Uy, u., B,, By, para o nivel L = 8,
emt=mee=0.0l. A estrutura da solu¢do do problema é similar a apresentada
para o nivel . = 7. Nesse caso, também houve uma reducao da porcentagem de
células utilizadas na simulagao, devido ao aumento do nivel maximo da malha e,
consequentemente, o tamanho dela. Para este caso, 62% das células foram utilizadas
ao longo do tempo, o que resultou em uma reducao de 32% no tempo de CPU. As

malhas para o nivel L = 8 sao exibidas na Figura 6.22, para os planos xy, yz e zx.
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Nas Figuras 6.16 e 6.17, os valores associados a integral de £ sao apresentados para
os niveis L = 7 e L = 8, obtidos com as malhas uniforme e adaptativa para ¢ = 0.03
e € = 0.01, respectivamente. Assim como no caso bidimensional, os casos uniforme
e adaptativos mantém a conservacao da quantidade ao longo do tempo, verificando

a fisica do problema.

O erro associado a divergéncia do campo magnético, denotado por €4;,, assume valor
da ordem de 103 para os casos uniforme e adaptativo com € = 0.03, sendo coerente
com o valor esperado. No geral, observa-se que as caracteristicas fisicas da solugao

sdo mantidas.
Conclusoes parciais

Sao apresentadas as simulagoes tridimensionais do problema de Orszag-Tang ideal.
As solugoes MR e FV obtidas com o coédigo CARMEN-MHD se aproximam da
solu¢do de referéncia obtida com o cédigo FLASH, verificando a implementagao
tridimensional do modelo MHD ideal. Além disso, todas as simulagoes alcancaram

o tempo final desejado sem instabilidades numéricas.

Observa-se que a obten¢do de uma malha adaptativa que melhor localize as estru-
turas da solucao é dificultada, pois as descontinuidades nao estdo mais localizadas,

principalmente devido as perturbagoes introduzidas na direcao z.

A divergéncia de B é controlada com a correcao utilizada. A integral de £ se man-
tém conservada para todos os casos, havendo pequenas variagdes na abordagem

adaptativa.

Analisando os casos MR apresentados para L = 7 e L = 8, pode-se concluir que, com
o aumento no nivel de refinamento, ha uma reducao das porcentagens associadas aos

tempos de CPU e nimero de células.

88



Figura 6.16 - Valores globais de £ ao longo do tempo t, obtidos para malhas uniforme
(linha) e adaptativa (cruz) com e = 0.03, para L = 7.
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Fonte: Producao do autor.

Figura 6.17 - Valores globais de £ ao longo do tempo t, obtidos para malhas uniforme
(linha) e adaptativa (cruz) com ¢ = 0.01, com L = 8.

—VF * ¢ =0.01]
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Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.18 - Varidveis p, u, e u, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢t = 7 e nivel
L = 7 com o modelo MHD ideal para o vértex de Orszag-Tang com os
c6digos CARMEN-MHD MR com ¢ = 0.03 e FLASH.

FLASH CARMEN

6.877 6.877
l 5.402 l 5.402
' 3.928 ' 3.928
2.453 2.453
[ 0.978 [ 0.978

1.102 1.102
0.5510 l0.5510

J

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.19 - Variaveis p, B, e B, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢t = 7 e nivel
L = 7 com o modelo MHD ideal para o vértex de Orszag-Tang com os
c6digos CARMEN-MHD MR com ¢ = 0.03 e FLASH.

FLASH CARMEN

8.443 8.443
l 6.406 l 6.406
' 4370 ' 4370
2.333 2.333
[ 0.296 [ 0.296

2.793 2.793
1.397 l 397
0.000 0.000

[l 397
2.793

-1.397

-

2.793

2.562 2.562
1.281 l .281

J

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.20 - Malhas no plano zy, yz e zx para o problema do vortex de Orszag-Tang em
trés dimensoes, com L = 7, ¢ = 0.03 e t = 7, obtidas com o modelo MHD
ideal.

LY

X y

Fonte: Producao do autor.

Tabela 6.6 - Erros obtidos com as simulagoes do problema do vértex de Orszag-Tang com
MR (e = 0.03) e VF comparados com a solugao de referéncia, em trés dimen-

soes.
Cédigo Varidveis Erros
CARMEN-MHD LY(x107%)  £2(x1073)  £>®(x1071)
P 3.758 6.703 6.499
p 3.636 6.284 8.486
. Uy 1.025 1.941 3.451
Malha uniforme 0.951 1.583 2.023
u, 0.433 0.686 1.080
B, 1.479 2.591 3.713
B, 1.302 2.195 2.038
B, 0.543 0.981 1.839
P 4.488 7.674 8.194
p 4.345 7.856 13.97
Uy 1.288 2.333 4.903
MR u, 1.269 2.014 2.775
wu, 0.562 0.898 1.914
B, 1.795 2.976 3.667
B, 1.653 2.675 2.669
B, 0.727 1.308 3.396
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Figura 6.21 - Varidveis p, p, u., uy, B, e By, obtidas no tempo ¢ = 7 e nivel L = 8 com
o modelo MHD ideal para o problema do vortex de Orszag-Tang com o ¢é-
digo CARMEN-MHD. Para a simulacdo com a multirresolucdo adaptativa,
a solucao ¢é obtida com € = 0.01.
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Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.22 - Malhas no plano zy, yz e zx para o problema do vortex de Orszag-Tang em
trés dimensoes, com L = 8, ¢ = 0.03 e t = 7, obtidas com o modelo MHD
ideal.

Fonte: Producao do autor.

6.2 Instabilidade de Kelvin-Helmholtz

A instabilidade de Kelvin-Helmholtz em fluidos é desencadeada na camada de ci-
salhamento entre dois fluidos com velocidades diferentes. A evolugao nao-linear
dessa instabilidade pode resultar em vortices caracteristicos, como apresentado em
Frank et al (1996). A fisica desse tipo de problema pode ser ttil em varios con-
textos, visto que sua ocorréncia é observada em diversos fendmenos na natureza e
no espago, nas nuvens, magnetosfera e atmosferas de planetas. Ver, por exemplo,
a revisdo apresentada em (EVANGELISTA et al., 2016). Nas simulages desta tese,

considera-se a condicao inicial para esse problema é dada na Tabela 6.7, em que

= 5(tanh(20(y + 0.5)) — (tanh(20(y — 0.5)) + 1)),
= 0.25sin(277)(exp[—100(y + 0.5)%] — exp[—100(y — 0.5)?]),

Q@O 8O

sao as componentes x e y da velocidade, respectivamente. O dominio computacional
é dado por @ = [0,1] x [—1,1] e o nivel maximo de refinamento da malha é
L = 9. Também sao definidos como pardmetros de simulacao o niimero de Courant
v = 0.4, a constante adiabatica v = 1.4, e o tempo final t = 0.5. Para a correcao de
divergéncia adota-se o valor ay, = 0.4. A condicao de contorno é periédica em todas

as fronteiras.
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Tabela 6.7 - Condigao inicial para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz.

p p u, u, u, B, B, B,

1.0 50.0 «2 «® 0.0 1.0 0.0 0.0

Y

MHD ideal

A visualizagao da solugao é apresentada nas Figuras 6.23 e 6.24, para as simulagoes
com os cbédigos CARMEN-MHD e FLASH, exceto para as variaveis u, e B, que
assumem valor nulo ao longo da simulacao. As variaveis sao limitadas para os mesmos
valores maximo e minimo e, com isso, pode-se observar que as simula¢oes apresentam
comportamento similar. Qualitativamente, a solu¢ao obtida com o c6digo CARMEN

se aproxima do seu referencial, obtida com o cédigo FLASH.

O parametro de truncamento utilizado na simulacao adaptativa é dado por ¢y = 0.1.
Com essa escolha, a porcentagem de células necessarias ao longo do tempo para obter

a solucao ¢é de 32%, acarretando em um ganho de aproximadamente 68% de tempo
de CPU.

Na Figura 6.25, apresentam-se os cortes na solucao nas posicoes x = 0.5 e y = 0.5.
Nesse caso, observa-se o comportamento local da solu¢ao do problema, comparando
a solugao de referéncia com a solugao adaptativa para os parametros de truncamento
por nivel ¢g = 0.01, ¢¢ = 0.1 e fixo € = 0.05. Observa-se que, para ¢y = 0.01 e ¢ =
0.1, a solucao adaptativa converge para a referéncia, apresentando comportamento
similar ao desejado. Para € = 0.05, principalmente nas variaveis u, em = = 0.5 e
B, em y = 0.5, a solucao se aproxima da referéncia de forma mais suavizada, sendo

ineficiente na representacao de estruturas locais presentes nesse tipo de problema.

Esses comportamentos despertam uma discussao acerca da escolha do parametro
de truncamento 6timo para cada tipo de simulagao. Para ¢ = 0.05, a porcentagem
necessaria de células para obtencao da solucao é de 12%, que é equivalente a uma
redugdo de 87% no tempo de CPU, comparado com a simula¢do com uma malha
completa. No entanto, a solucao obtida nao representa suficientemente bem as es-
truturas do problema. Ja nos casos de truncamento por nivel ¢; = 0.01 e ¢ = 0.1,
essas estruturas sao respeitadas, necessitando de 56% e 32% das células, respectiva-
mente. Na Figura 6.26, é exibida a variagdo na porcentagem de céulas necessarias

para a simulagao a medida que o valor do parametro de truncamento ¢é alterado.
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Pode-se notar que, para o truncamento fixo, a diminui¢do no nimero de células é
mais significativa do que o caso por nivel, mesmo para valores mais elevados, como
eg = 0.1. Isso mostra que a quantidade de células utilizadas na simulagdo, sem a
avaliacao de outros aspectos da solucdo, ndao é um fator determinante para a escolha
de €. Na Figura 6.30, sao apresentadas as malhas adaptativas para os tempos inicial
e final da simulacao e observa-se que as células estdo mais localizadas nos vortices

da solucao.

A Tabela 6.8 mostra os erros associados a aproximacao da solucao, quando compa-
rada com a referéncia obtida com o c6digo FLASH. No geral, o erro £! assume valores
da ordem de 1072 e 1073, exceto para a varidvel pressao. Isso ocorre, pois a pressao é
obtida a partir dos valores das variaveis p, u e B, acumulando os erros provenientes
dessas varidveis. O erro obtido com a simulagao V F' do c6digo CARMEN-MHD é
ligeiramente menor do que o erro obtido com a multirresolucao adaptativa. Pode-se
concluir que, para €y = 0.1, apenas 32% das células sao necessdrias para a obtencao

da solugao com a acurécia igual ou similar ao caso nao adaptativo.

A densidade global de energia se mantém constante para os casos testados, garan-
tindo a conservac¢ao dessa quantidade ao longo do tempo e validando a fisica do

problema proposto.

Os valores dos erros €4, para todos os parametros de truncamento utilizados e para o
caso uniforme sdo da ordem de 1074, satisfazendo a restricdo e4;,, < 1. A correcao de

divergéncia mantém a topologia fisica do problema, sem a ocorréncia de oscilagoes.
Conclusoes parciais

Para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz, a abordagem de multirre-
solugdo adaptativa mostra-se eficiente na representacao das estruturas da solugao,
além de reduzir consideravelmente o tempo de CPU da simulagdo numérica. O vor-
tices presentes na solucao sao detectados e bem representados com as abordagens

utilizadas, com estruturas acentuadas e precisas.

O decaimento do ntimero de células necessarias para a simulagao ocorre de forma
diferente para os parametros de truncamento por nivel e fixo. Observa-se que, para
o truncamento fixo, ha ganhos mais significativos na porcentagem de células, mesmo
comparados com valores maiores de €. Isso sugere que deve ser feita uma escolha do
parametro de forma adequada, lembrando que um ntmero de células muito baixo

pode nao ser o necessario para a obtencao de uma solucao coerente com a fisica do
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problema.

H& uma relagdo entre o nimero de células na simulacao e os erros obtidos, de forma
a permitir a escolha de um parametro de truncamento 6timo para essa simulacao.
Com a escolha de um valor adequado, a abordagem MR pode ser otimizada e os

ganhos computacionais sao significantes.
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Figura 6.23 - Variaveis p, u, e u, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢ = 0.5 e nivel
L =9 para o problema K-H ideal com os c6digos CARMEN-MHD MR com

o = 0.1 e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

¥-Axis

¥-Axis

¥-Axis

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.24 - Variaveis p, B, e By (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢ = 0.5 e nivel
L =9 para o problema K-H ideal com os c6digos CARMEN-MHD MR com

e¢o = 0.1 e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

¥-Axis
¥-Axis

°

5

¥-Axis

5.023
l 251
0.000

2.511 o.

.023

¥-Axis

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.25 - Cortes nas varidveis p, uy, and B, (de cima para baixo) obtidas com o
modelo MHD ideal para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz,
emt=0.5e L =9, com a solucdo de referéncia (linha) e a solugao do cédigo
CARMEN-MHD para ¢” = 0.01 (ponto), € = 0.05 (circulo), ¥ = 0.1 (cruz),
emz =0.5ey=0.5.

z=0.5 y=0.5

-1 -0.5 0.5 1 ) 0.2 0.4 0.6 0.8 1

xer
8

o

0000000000206 0%0 0

-1 -0.5 0.5 1 “o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.26 - Gréafico (a) de pardmetro de truncamento fixo por porcentagem de células
e (a) de pardmetro de truncamento por nivel por porcentagem de células,
para L = 9.

(a) (b)

100 : 100
90t
80T
80T
p 60 8 70f
3 :
8 S 60f
401
507
201 40f
0 . 300 0 61 0.1
0 0.03 0.05 : :

EPS EPS

Fonte: Producao do autor.

Tabela 6.8 - Erros para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz obtidos com a
simulagdo MHD ideal, com MR (€” = 0.1) e VF no cé6digo CARMEN-MHD,
comparados com os resultados de referéncia.

Cédigo e Erros
Varidveis
CARMEN-MHD LY(x1072)  £2(x1071)  £>®(x107h)
P 0.29 0.07 0.89
P 18.3 5.39 67.87
U 6.57 2.21 22.86
F €T
v Uy 3.34 0.83 8.38
B, 4.04 1.07 10.69
B, 1.65 0.39 3.22
p 0.30 0.072 1.00
P 18.4 4.66 60.11
Uy 6.72 2.12 21.98
MR Uy 3.82 0.94 8.43
B, 4.08 0.93 8.63
B, 1.91 0.41 3.37
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MHD resistivo

Nesta secao, os resultados obtidos ao adicionar a resistividade n ao sistema MHD
sdao discutidos. A simulacido adaptativa discutida é obtida com o nivel maximo de
refinamento L = 9, parametro de truncamento ¢y = 0.1, tempo final ¢ = 0.5, niimero
de Courant v = 0.4, e o, = 0.4. O valor da resistividade é dado por = 0.02, como
proposto e discutido em (EVANGELISTA et al., 2016). A condigdo de contorno em

todas as fronteiras é de Neumann.

As Figuras 6.28 e 6.29 mostram a visualizagdo das solugoes obtidas com os c6digos
CARMEN-MHD e FLASH. Nas duas simulacoes, os resultados obtidos estao plo-
tados entre os mesmos valores maximos e minimos, a fim de permanecer na mesma
escala de cores e evidenciar as estruturas. As maiores descontinuidades na solugao
estao localizadas na regiao onde os vortices estao situados, proximos a y = —0.5 e
y = 0.5. Para o caso especifico da densidade, é possivel encontrar descontinuidades
da mesma ordem de magnitude que o caso ideal e, mesmo nao utilizando uma malha

cheia, as estruturas sao bem capturadas pela multirresolucao.

Os resultados resistivos, quando comparados com o caso ideal, sdo visivelmente mais
difusivos, apresentando a estrutura do vértex menos acentuada. Tal comportamento
é esperado devido aos termos fonte adicionados nas equagoes da densidade de energia
e campo magnético, os quais adicionam efeitos de natureza dissipativa ao sistema.
Os cortes em © = 0.5 e y = 0.5 no tempo t = 0.5, estdo na Figura 6.27 para as
variaveis p, u,, e B,, para ¢g = 0.1, ¢ = 0.01 e € = 0.05, juntamente com a solugao

de referéncia.

O cortes estao localizados na regidao proxima aos voértices, devido a concentracao
maior de descontinuidades, sendo possivel observar que as solugoes se mantém proé-
ximas entre si, mesmo obtidas com cédigos diferentes. Em particular, para trunca-
mento por nivel com ey = 0.1 e ¢ = 0.01, as solugoes coincidem com a referéncia na
maior parte dos pontos. O mesmo nao acontece com truncamento fixo para € = 0.05,
o que implica que a convergéncia da solucao para a referéncia nao é suficiente para
valores de e suficientemente grandes. Isso é esperado, pois a porcentagem de célu-
las utilizadas para essa simulacao é de 5%, sendo insuficiente para a representacao

adequada das variaveis.

As malhas adaptativas para a simulagdo da instabilidade de Kelvin-Helmholtz nos
tempos t = 0 e t = 0.5 sao exibidas na Figura 6.31, para ¢y = 0.1. Para o parametro

de truncamento 6timo escolhido para essa simulacao, a porcentagem de células é de

102



25% e a economia de tempo de CPU é de 72%. Ao comparar esses valores com o
caso ideal, observa-se que ha uma redugao no niimero de células. Tal reducao ocorre
devido aos efeitos dissipativos, os quais deixam as estruturas com maiores gradientes

mais difusas, necessitando de menos células para serem representadas.

Os erros de aproximacao entre a solugdo adaptativa e a referéncia estao dispostos
na Tabela 6.9, para todas as variaveis nao-nulas do modelo. Os valores para o caso
VF sao ligeiramente menores do que os erros do caso MR, o que ¢ esperado devido
ao numero reduzido de células no ultimo caso. Novamente, comparando com o caso
ideal, percebe-se que os valores dos erros sao menores para o caso resistivo, devido

as estruturas difusas na solugao.

O valor €4;,, associado ao erro da divergéncia do campo magnético, assume um valor
da ordem de 107° para o caso uniforme e para o adaptativo com ¢, = 0.01. J4 para
os casos adaptativos por nivel ¢g = 0.1 e fixo € = 0.05, os valores sdo da ordem de

1073, Com isso, todos os casos estudados satisfazem €4, < 1.

Para ilustrar o comportamento difusivo do modelo resistivo, a medida que o valor
de n varia, a Figura 6.32 mostra a variavel densidade obtida para n = 0 (caso ideal),
n = 0.005, n = 0.02 e n = 0.05. No ultimo caso, os vértices presentes na topologia

da instabilidade se tornam quase imperceptiveis.
Conclusoes parciais

Com os resultados discutidos, conclui-se que a solucao adaptativa obtida com o c6-
digo CARMEN-MHD e ¢y = 0.1 preserva a topologia das estruturas pertinentes
a instabilidade de Kelvin-Helmholtz, ao comparado com a solucao de referéncia,
utilizando aproximadamente 25% das células de uma malha cheia. Essa economia
de células, causa a reducao significativa do tempo de CPU da simulacdo, promo-
vendo um ganho computacional de 72%. Com isso, a abordagem de multirresolucao

adaptativa se mostrou eficiente na obtencao de solu¢oes do modelo MHD resistivo.
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Figura 6.27 - Cortes nas varidveis p, u,, and B, (de cima para baixo) obtidas com o
modelo MHD resistivo em ¢t = 0.5 ¢ L = 9, com a solugdo de referéncia (linha)
e a solucio do cédigo CARMEN-MHD para € = 0.01 (ponto), ¢ = 0.05
(circulo), € = 0.1 (cruz), em z = 0.5 e y = 0.5.

r=0.5 y=0.5

) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 0.5 0.5 1

<
8°T

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.28 - Varidveis p, u, e uy, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢t = 0.5, nivel
L =9 en=0.02 para o problema K-H com os c6digos CARMEN-MHD
MR com ¢y = 0.1 e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

¥-Axis

_Axis

Y.

Axis

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.29 - Variaveis p, B, e B, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢t = 0.5, nivel

¥-Axis

¥-Axis

¥-Axis

L =9 en=0.02 para o problema K-H com os c6digos CARMEN-MHD
MR com ¢y = 0.1 e FLASH.
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Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.30 - Malhas adaptativas para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz,
obtidas com o modelo MHD ideal nos tempost =0et =0.5, para L =9 ¢
€y = 0.1.

t=20 t=20.5

0O 02 04 06 08 1 0O 02 04 06 08 1
X X

Fonte: Producao do autor.

Figura 6.31 - Malhas adaptativas para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz,
obtidas com o modelo MHD resistivo nos tempos ¢t = 0 e t = 0.5, para
n=0.02, L=9e¢ =0.1.

t=20 t=20.5

i " L L Rl L
0O 02 04 06 08 1 0O 02 04 06 08 1

X X

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.32 - Variavel p obtida com o c6digo CARMEN-MHD code no tempo t = 0.5 para
o caso ideal e resistivos 7 = 0.005, n = 0.02, n = 0.05 (da esquerda para a
direita) e ¢ = 0.1.

Ideal n = 0.005 n = 0.02 n = 0.05

0,577 0,723 0,869 1,02 1,16

Fonte: Producao do autor.

Tabela 6.9 - Erros para o problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz obtidos com a
simulacio MHD ideal, com MR (¢ = 0.1) e VF no c6digo CARMEN-MHD,
comparados com os resultados de referéncia.

Cédigo . Erros

Variaveis

CARMEN-MHD LY(x1073)  L£2(x1071)  L£X(x1072)

p 0.16 0.17 0.28

P 5.99 7.39 3.44

. Ug 2.17 3.42 2.34

Malha uniforme u, 1.15 1.91 1.35

B, 1.22 1.83 0.78

B, 0.83 1.16 0.40

p 0.23 0.30 0.26

p 14.6 18.6 9.36

Ug 3.08 4.31 2.57

MR u, 2.18 3.28 1.96

B, 1.68 2.46 1.17

B, 1.61 2.43 1.11
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6.3 Nuvem magnética

O problema da nuvem magnética é de interesse da comunidade de Astrofisica e Fisica
Espacial, e modela o rompimento de uma nuvem de alta densidade por uma onda
de choque. Inicialmente proposto em duas dimensoes por Dai e Woodward 1998,
¢ bastante utilizado na literatura para avaliacdo de codigos e métodos numéricos
(TOTH, 2000; HELZEL et al., 2011; XISTO et al., 2014), e sua abordagem tridimensi-
onal é baseada em (TOUMA; ARMINJON, 2006). O choque magnetosdnico, definido
inicialmente, se propaga na dire¢do x, em direcao a nuvem em repouso, criando um
comportamento proximo a uma explosao. Esse tipo de problema possui desconti-
nuidades significantes na pressao e na densidade, dificultando a representacao das
estruturas que ocorrem na simulagao. Com isso, é um teste comum para se verificar

a estabilidade da simulagao e a robustez do codigo.

Considera-se uma nuvem circular 10 vezes mais densa que o meio, de raio r =
0.15 e uma descontinuidade em z = 0.05. Os valores das variaveis sdo definidos na
Tabela 6.10 e a varidvel densidade no tempo inicial é dada na Figura 6.33. Como
parametros de simulacao tem-se o tempo final ¢ = 0.06, a constante de corre¢ao
dada por a,, = 0.4, o parametro de truncamento € = 0.08, dominio 2 = [0, 1] x [0, 1],
nivel de refinamento L =9, v =5/3 e CFL = 0.4.

Tabela 6.10 - Condigao inicial da onda de choque.

p P Vg vy v, DBy B, B,
x <0.06 3.86859 167.345 0.0 0.0 0.0 0.0 21826182 -2.1826182
x > 0.05 1.0 1.0 11.2536 0.0 0.0 0.0 0.56418958 0.56418958
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Figura 6.33 - Condicao inicial para o problema da nuvem magnética 2D, para a variavel
densidade.

Fonte: Producao do autor.

6.3.1 Caso bidimensional

Para a abordagem bidimensional, considera-se a nuvem como sendo um circulo inicial
de centro (0.25,0.5) e raio r = 0.15, com p = 10.

A visualizacao das variaveis é apresentada pelas Figuras 6.35 e 6.36, obtidas a partir
de simulacoes com os cédigos CARMEN-MHD e FLASH. E possivel observar que no
intervalo [0.4,0.5] em z, hd uma diferenca perceptivel na estrutura da solugao. Tal
estrutura é obtida a partir da explosao que ocorre apds o encontro com a nuvem de
alta densidade. A diferenca observada nessas estruturas ocorre devido a escolha do
esquema numeérico de cada codigo utilizado que, neste trabalho, possuem a mesma
ordem de precisao, porém formulagoes numéricas diferentes que podem resultar em

variacoes nas estruturas da solugdo numérica.

Em um primeiro momento, existe claramente similaridades entre as solucoes. Esse
argumento ¢ reforcado com os cortes nas solugoes, em = = 0.5, y = 0.5 e t = 0.06,
apresentados na Figura 6.37, com os quais é possivel avaliar a convergéncia local
da solugdo. Para o truncamento por nivel ¢y = 0.01 e fixo € = 0.003, as solugoes se
aproximam suficientemente bem da referéncia. Em alguns casos, como na pressao
total e na componente y de B, observa-se em x = 0.5, ao longo do intervalo que
varia de y = 0.3 até y = 0.7, que a solucao adaptativa nao coincide com a referéncia

em alguns pontos amostrados, o que ¢é esperado para esse tipo de problema.
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Ambas as simulacoes adaptativas, com os parametros de truncamento por nivel
eo = 0.01 e fixo € = 0.003, utilizam aproximadamente 40% das células ao longo do
tempo. Consequentemente, ha uma reducgao de 55% a 58% de tempo de CPU. As
malhas obtidas delineiam as estruturas localizadas do problema da nuvem e choque.
Em particular, para ¢y = 0.01, apresentam-se as malhas nos tempos inicial ¢ = 0 e
final ¢ = 0.06 na Figura 6.34. Em ¢ = 0, a maior concentragao de células se encontra
na frente de choque localizada em x = 0.05 e na fronteira da nuvem, onde estao
localizadas as maiores descontinuidades na solu¢ao. Ja no tempo final, as estruturas
mais marcadas da solu¢ao numérica indicam a maior densidade da distribuicao das

células na malha.

Para avaliar quantitativamente a proximidade entre as solugoes, apresentam-se os
erros na Tabela 6.11, obtidos ao comparar as solugoes MR e uniforme do codigo
CARMEN-MHD com a solu¢ao uniforme do cédigo FLASH. O erro maximo £
assume valores elevados, devido as estruturas diferentes discutidas anteriormente.
O erro £! se mantém na ordem de 107! a 1072, exceto pela varidvel pressdo, que
acumula o erro de todas as varidveis.. Os valores dos erros £, £2 e £ sao similares
entre os casos VF e MR, se mantendo na mesma ordem de precisao. Isso mostra que,
com uma economia de mais de 50% de tempo, é possivel obter solu¢des numéricas

com acuricia similar.

O valor eg45, da divergéncia do campor magnético é da ordem de 10~* para os casos
adaptativos e o uniforme, satisfazendo a fisica do problema. O problema na nuvem
magnética possui fortes descontinuidades desde a sua condicao inicial, além de ser
o problema mais complicado no ponto de vista de estabilidade, devido as explosoes
resultantes. Entao, levando em consideracao esses aspectos, o valor médio obtido é

significante.
Conclusoes parciais

Com os resultados discutidos, conclui-se que a solucao adaptativa obtida com o
coédigo CARMEN-MHD representa de forma adequada a topologia das estruturas
do problema da nuvem magnética bidimensional. Os resultados sao comparados com
a solucao de referéncia rodadas com o cédigo FLASH. Observa-se que, mesmo as
regidoes onde ha fortes descontinuidades na solucao foram representadas de forma

coerente com a abordagem adaptativa.

Para essa simulagao nao ha instabilidades numéricas, sendo possivel a sua simu-

lacdo até o tempo final sem maiores problemas. O esquema numérico se manteve
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estavel ao modelar a explosao, caracterizada por descontinuidades dificeis de serem

representadas.

Além disso, ha uma economima de mais da metade do tempo de simulagao, como
consequéncia da adaptatividade. Com isso, a abordagem de multirresolugao adap-

tativa se mostrou eficiente na obtencao de solug¢oes do modelo MHD.

Figura 6.34 - Malha adaptativa para o problema da nuvem magnética, em ¢t = 0 e t = 0.06,
e nivel maximo L = 9 para ¢y = 0.01.

t= t =0.06

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.35 - Variaveis p, u, e u, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢ = 0.06 e nivel
L =9 com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem magnética com
os codigos CARMEN-MHD MR com ¢y = 0.01 e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

X-Axis X-Axis

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.36 - Variaveis p, B, e B, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢ = 0.06 e nivel
L =9 com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem magnética com
os codigos CARMEN-MHD MR com ¢y = 0.01 e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

4268

3203

213.9
107.4 0.8
0.9983

0. 0.4
X-Axis X-Axis

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.37 - Cortes nas variaveis p, u,, e By (de cima para baixo) obtidas com o modelo
MHD ideal para o problema da nuvem magnética, em ¢t = 0.06 e L = 9, com
a solucao de referéncia (linha) e a solu¢do do c6digo CARMEN-MHD para
eg = 0.01 (cruz), e = 0.003 (ponto), em =z = 0.5 e y = 0.5.

z=0.5 y=0.5

250 w : ‘ ‘ 400

3001

&200 r

100

Fonte: Producao do autor.
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Tabela 6.11 - Erros obtidos com as simulagdoes do problema da nuvem magnética ideal,
com MR (¢ = 0.01) e VF no cédigo CARMEN-MHD, comparados com a
solucdo de referéncia, em duas dimensoes para L = 9.

Cédigo e Erros
Varidveis
CARMEN-MHD LY(x107Y)  £2(x1071)  £%°(x10Y)
p 1.543 11.55 3.653
p 22.48 66.72 17.15
. Uy 0.883 3.051 0.772
Malha uniforme - 0.895 2.980 0.405
u, 0.110 5.684 0.371
B, 1.254 5.760 1.534
B, 1.140 4.589 0.928
B. 0.391 1.509 0.432
p 1.539 11.60 3.557
p 22.39 66.34 17.26
u 0.878 3.028 0.778
M €T
R Uy, 0.893 2.978 0.415
wu, 0.110 5.835 0.363
B, 1.246 5.710 1.514
B, 1.134 4.603 0.974
B 0.390 1.511 0.440

I

6.3.2 Caso tridimensional

No caso tridimensional, a nuvem ¢é representada por uma esfera de centro
(0.25,0.5,0.5) e raio r = 0.15, com p = 10. A estrutura de problema continua a

mesma para as outras variaveis, mas estendida para a direcao z.
MHD ideal

Nesta se¢ao, apresentam-se as solucoes do problema da nuvem magnética em trés
dimensoes para os niveis L = 7 e L = 8, com ¢y = 0.01. Nas Figuras 6.39 e 6.40,
tem-se as representacoes gréaficas das solugoes do modelo MHD ideal para L = 7,
€o = 0.01 e t = 0.06, obtidas com os codigos CARMEN-MHD e FLASH. Fixando os
mesmos limites superiores e inferiores para o grafico de ambas as solugoes, obtém-se
uma visualizacao mutuamente coerente, sendo possivel observar as similaridades e
diferencas entre os casos apresentados. As estruturas das solugoes adaptativa sao

coerentes com as estruturas esperadas, de acordo com a solucao de referéncia obtida
com o c6édigo FLASH.
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Os erros de aproximacao sao apresentados na Tabela 6.12. Embora o erro maximo
L assuma valores elevados, o erro £! se mantém na ordem de 1072 a 10~* para o
caso adaptativo e volumes finitos. Novamente, a pressao acumula o erro das outras
variaveis, e o seu erro absoluto se destaca em relagao aos outros, pois assume valores
da ordem de 1072. Comparando com o caso bidimensional, os valores associados
aos erros tém um decaimento da ordem de 1072 para £! e £. Isso pode aconte-
cer devido a dimensao z, que faz com que o problema apresente, de forma global,
mais comportamentos suaves do que o caso bidimensional, que apresenta estrutas

complexas ao longo de todo o dominio.

A malha da simulacgao para ¢y = 0.01 é apresentada na Figura 6.38, decomposta em
funcao dos planos xy, yz e zx. Para a obtencao dessas representagoes, considera-se
alguns intervalos do dominio computacional. Para o plano zy, coletam-se os valores
da malha pertencentes ao intervalo [0.45,0.55] no eixo z; para o plano yz, os valores
sao limitados em x pelo mesmo intervalo; analogamente, os valores da malha limi-
tados entre [0.45,0.55] no eixo y compoem o plano zz. Dessa forma, fica mais clara

a visualizacao da adaptatividade local de uma malha tridimensional.

Essa simulacao demanda 58% das células ao longo do tempo, em comparagao com
uma malha cheia, causando uma redugao de 34% no tempo de CPU da simulacao.
Com o intuito de aumentar a economia de tempo e memoéria, o codigo também
é rodado para ¢g = 0.05 e ¢g = 0.02. O primeiro caso se tornou instavel, pois a
quantidade de células necessarias para completar a simulagao nao é atingida, levando
a instabilidades numéricas. O segundo caso rodou completamente, sem problemas.

No entanto, a melhora de tempo foi de menos de 1%.

Nesse ponto, inicia-se uma nova discussao sobre a influéncia do nivel de refinamento
no percentual de células necessarias para a simulacao e, consequentemente, para a
economia de tempo. Para investigar o impacto de uma malha mais refinada nesse
contexto, apresenta-se a simulagao tridimensional da nuvem e choque com ¢, = 0.01

um nivel acima, ou seja, no nivel L = 8.

A visualizacao da solucao no nivel L = 8 é apresentada na Figura 6.42, com ¢ = 0.06
e g = 0.01. Nesse caso, ja nao solugao de referéncia com o codigo FLASH, devido a
problemas de excesso de meméria com o qual o cédigo nao lida. No entanto, a solugao
obtida apresenta o mesmo tipo de estrutura observada na solucao no nivel L = 7,
mas em maior resolucdo. Para essa simulacao, foi necessario 42% das células ao longo
do tempo, gerando uma economia de 54% de tempo de CPU, ao comparado com o

caso uniforme. As malhas nos planos xy, yz e zzx obtidas no intervalo [0.45,0.55] no
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eixos z, x e y, respectivamente, estao na Figura 6.41.
Conclusoes parciais

Para as simulagoes tridimensionais apresentadas nao hé instabilidades numeéricas,
sendo possivel obter a solu¢ao numérica no tempo final desejado sem problemas. A
estabilidade do esquema numérico ¢ mantida ao modelar a explosao em trés dimen-

soes, representando as descontinuidades intrinsecas do problema.

A solugao adaptativa obtida com o c6digo CARMEN-MHD ¢ adequada com o re-
sultado esperado, sendo coerente em sua representacao fisica. Os resultados no nivel
L = 7 sao comparados com a solucao de referéncia do cdédigo FLASH. Pode-se
observar que as estruturas na solugao foram representadas de forma adequada na

abordagem adaptativa.

Com os resultados apresentados, conclui-se que, utilizando o mesmo parametro de
truncamento, ha uma melhora na reducao do numéro de células da simulagao a me-
dida que o nivel de refinamento méaximo é aumentado, implicando em uma reducgao
no tempo de CPU.

Figura 6.38 - Malhas no plano zy, yz e zx para o problema da nuvem magnética em trés
dimensodes, com L = 7, ¢g = 0.01 e t = 0.06, obtidas com o modelo MHD
ideal.

Yy

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X y z

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.39 - Variaveis p, u, e u, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢ = 0.06 e nivel
L =7 com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem magnética 3D
com os cédigos CARMEN-MHD, com ¢y = 0.01, e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

31.48
lza.ao
16.2

[8‘61
0.998

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.40 - Variaveis p, B, e B, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢ = 0.06 e nivel
L =7 com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem magnética 3D
com os cédigos CARMEN-MHD, com ¢y = 0.01, e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

8.152
l 4,626

Y

%x

z

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.41 - Malhas no plano zy, yz e za para o problema da nuvem magnética em trés
dimensoes, com L = 8, ¢g = 0.01 e t = 0.06, obtidas com o modelo MHD
ideal.

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X y z

Fonte: Producao do autor

Tabela 6.12 - Erros obtidos com as simulagdes do problema da nuvem magnética ideal,
com MR (¢” = 0.01) e VF no cédigo CARMEN-MHD, comparados com a
solucao de referéncia, em trés dimensoes com L = 7.

Codigo e Erros
Variaveis
CARMEN-MHD L1(x107%)  £2(x1073) L™
p 1.431 4.798  23.69
p 73.51 289.3  99.02
, Uy 3.007 18.30 5.790
Malha uniforme - 0.234 0.654 3.863
U, 0.469 1.185 4.727
B, 0.691 1.482 8.109
B, 0.813 2.694 3.359
B. 1.320 3.966 3.795
p 1.460 4.818 23.69
p 75.74 291.2  99.02
Uy 3.073 18.31 5.789
MR u, 0.304 0.834 3.861
u, 0.537 1.448  4.722
B, 0.703 1.525  8.109
B, 0.849 2.707 3.359
B 1.376 4.089 3.795

N
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Figura 6.42 - Varidveis p, p, Uz, uy, By e By obtidas no tempo ¢ = 0.06 e nivel L = 8
com o modelo MHD ideal para o problema da nuvem e choque com o c6digo
CARMEN-MHD com ¢y = 0.01.

P p

34.67
l 26.25
' 17.89]
9.417,
[ 1.000f

Fonte: Producgao do autor
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MHD resistivo

Para simular o caso resistivo, adiciona-se uma resistividade constante ao dominio
computacional, dada por n = 0.02. Com o cédigo CARMEN-MHD sao obtidas
simulagoes para os niveis L = 6 e 7. No entanto, com o c6digo FLASH apenas é viavel
obter simula¢des no nivel L = 6, para fins comparativos. Para a simulagao no nivel
L = 7 ou acima, a simulagao torna-se dispendiosa, além de apresentar interrupgoes,
impossibilitando a obtengdo da solucao numérica. Com isso, sao apresentados e
comparados os resultados obtidos com os codigos CARMEN-MHD e FLASH para
onivel L =6 (64 x 64 x 64).

Nas Figuras 6.43 e 6.44, sdo apresentadas as visualiza¢oes das variaveis MHD obtidas
com os codigos CARMEN-MHD e FLASH. Pode-se observar que para o nivel de
refinamento L. = 6 as estruturas sao menos acentuadas, devido a quantidade de
células. Além disso, o efeito dissipativo adicionado com a resistividade contribui

para esse comportamento.

H& uma visivel similaridade entre as solugoes para todas as varidveis. A topolo-
gia intrinseca desse tipo de fendomeno é mantida. Na variavel B,, apresentada na
Figura 6.44, é possivel notar uma estrutura diferenciada no centro do dominio com-
putacional para a simulacao com o coédigo FLASH. Esse tipo de comportamento

pode ser proveniente da escolha do esquema numérico.

A simulacdo adaptativa necessita de 76% das células e nao ha ganho em tempo
de CPU. Em alguns casos, o custo computacional do calculo da solu¢ao numérica
adaptativa, quando ha um numero de células proximo a malha uniforme, é mais
alto do que o custo computacional da evolugao da solugao numérica em uma malha

uniforme em si.

Para avaliar aproximidade das solugdes, na Tabela 6.13 sdo apresentados os erros
LY, L% e L para essa simulacdo. As solucoes obtidas com o cédigo CARMEN-
MHD para malhas adaptativa e uniforme se aproximam da solucao de referéncia,
apresentando error da ordem de 10™* e 1073 para £! e £2, respectivamente. Pode-se
observar que o erro L é igual para os casos uniforme e MR. Isso pode ocorrer devido

ao baixo refinamento da malha, que torna as estruturas da solucdo mais suaves.

Na Figura 6.45 sao apresentadas as varidveis p, p, u,, u,, B, e B, obtidas com o
c6digo CARMEN-MHD para o nivel L = 7. Essa simulacao utiliza 55% das células

e gera uma economia de 35% no tempo de CPU. Mais uma vez é observado que o
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aumento do refinamento da simulacao contribui para uma malha melhor adaptada

ao problema e um maior ganho de CPU.
Conclusoes parciais

As solugoes do problema tridimensional resistivo para L = 6 sdao obtidas e compa-
radas. As topologias nas solugoes sao similares e apresentam estruturas difusas. A
solucgao adaptativa é obtida com 76% das células necessarias para a simulagao e nao
ha ganho de CPU. Isso ocorre devido a baixa resolugdo do problema. Quantitati-
vamente, os resultados se mantém proximos, indicando que existem uma coeréncia

entre eles.

Os resultados obtidos para o nivel L = 7 apresenta as mesmas estruturas do nivel
inferior, porém melhor representadas. Neste caso, ha uma porcentagem menor de

células utilizadas na simulagdo e uma melhora no ganho de tempo de CPU.

Tabela 6.13 - Erros obtidos com as simulagdes do problema da nuvem magnética ideal,
com MR (¢” = 0.01) e VF no cédigo CARMEN-MHD, comparados com a
solucao de referéncia, em trés dimensoes.

Cédigo e Erros
Variaveis
CARMEN-MHD LY(x107%) L£%(x1073) L™
P 4.005 5.549  8.239
p 207.3 328.8 58.78
. Uy 7.026 20.18  2.450
Malha uniforme 0.779 1.244  2.339
u, 1.634 2.285  2.626
B, 1.369 1.860 2.374
B, 2.127 3.322 1.134
B. 2.139 3.234  1.012
P 4.027 5.558  8.239
p 208.9 329.7 58.78
Uy 7.048 20.18  2.450
MR u, 0.813 1.324  2.339
u, 1.666 2.417  2.626
B, 1.363 1.852 2.374
B, 2.134 3.321 1.134
B 2.138 3.230  1.012

N
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Figura 6.43 - Variaveis p, u, e u, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢ = 0.06 e nivel
L = 6 com o modelo MHD resistivo para o problema da nuvem magnética
com os codigos CARMEN-MHD MR com ¢y = 0.01 e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

2224
l 16.93

11.6:

l 6.30
0.999

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.44 - Variaveis p, B, e B, (de cima para baixo) obtidas no tempo ¢ = 0.06 e nivel
L = 6 com o modelo MHD resistivo para o problema da nuvem magnética
com os codigos CARMEN-MHD MR com ¢y = 0.01 e FLASH.

FLASH CARMEN-MHD

Fonte: Producao do autor.
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Figura 6.45 - Varidveis p, p, uz, uy, B, e B, obtidas no tempo ¢ = 0.06 e nivel L = 7 com
o modelo MHD resistivo para o problema da nuvem e choque com o c6digo
CARMEN-MHD com €3 = 0.03.

P p

2224
l 16.93

Fonte: Producgao do autor
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6.4 Reconexao magnética

No Capitulo 2 é discutida a nao-conservacao de fluxo magnético que ocorre quando
efeitos resistivos sao adicionados ao sistema MHD. Esse tipo de situacao fisica per-
mite com que a topologia das linhas de campo magnético seja modificada. Com isso,
pode-se simular fendmenos no quais ocorrem a reconexao das linhas de campo mag-
nético. A reconexao magnética, é um processo fundamental em plasmas altamente
condutores, e foi introduzida no inicio dos anos 50 como um processo central que

permite a conversao de energia magnética em energia cinética.

No contexto dos fendmenos espaciais e astrofisicos, o processo de reconexdo mag-
nética ocorre quando as linhas de campo magnético se conectam e, em seguida, se
separam, mudando de direcao e reestruturando as quantidades macroscopicas do
plasma, como o fluxo e energia térmica. A reconexao é, a0 mesmo tempo, um feno-
meno local e global. A resistividade localizada pode gerar efeitos globais no dominio
de interesse. Com isso, o campo magnético tem uma topologia antes e depois do
fendmeno, ou seja, uma certa configuracao espacial correspondendo a uma certa

densidade de energia que é transferida para as particulas durante o processo.

Em um fluido resistivo, o nimero de Lundquist mede a importancia da resistividade

em um meio. Esse valor é denotado por S e definido por

gl (6.1)
n

em que cy é a velocidade de Alfvén, L é a escala global e i é a resistividade. Para
valores altos de S, que sdo comuns em plasmas espaciais ou astrofisicos, ha uma
correspondéncia com efeitos resistivos pequenos. Na Figura 6.46, é apresentada uma
ilustragdo do processo de reconexdo magnética em duas dimensoes. Uma regiao de
difusao é definida com dimensao d x A, com § e A as variagdes em z e y, na qual
o valor da resistividade é nao-nulo e ocorre o processo de reconexao das linhas
de campo magnético. Nessa configuracao, as linhas de campo magnético possuem
diregdes opostas. A velocidade inicialmente aponta na direcao da regiao de difusao
(inflow) e, durante o processo, assume outra diregao e sentido baseada na localizagao

dessa regiao.
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Figura 6.46 - Ilustragao do processo de reconexao magnética em duas dimensoes.
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Fonte: https : //www.cfa.harvard.edu/ scranmer/ITC /eaaa,econngchindler.ps

Os modelos mais conhecidos de reconexao sao o Sweet-Parker (PARKER, 1957) e o
Petscheck (PETSCHEK, 1964). A seguir, é feita uma contextualiza¢ao simplificada
desses modelos. No modelo Sweet-Parker, a regiao de difusao é caracterizada como
uma estrutura bem fina em z (6 < L) e com extensdao da ordem de L em y. Com
isso, a taxa de reconexao nessa configuracao é dada por M = ﬁ Ja no modelo
Petschek, a regiao de difusao é definida como § x A, tal que A < L e A > §. Nesse
caso, a taxa de reconexao ocorre de forma que M < %@ Normalmente, essa taxa
de reconexao é maior que a do modelo Sweet-Parker. Isso implica que no modelo
Petschek, o processo de reconxao ocorre mais rapido. Neste trabalho, apresentam-se

os resultados para o problema da reconexao magnética no contexto de Petsckek.

A condigao inicial para o problema da reconxao magnética (JIANG et al., 2012), é

dadaporp=1,p=0.1,u=0,B,=0¢e¢

—1, se x < —0.05
By = {sin(7z/0.01), se |x| < 0.05 (6.2)
1, se x > 0.05

Na regiao de difusao [—0.05,0.05] x [0.2,0.2], a resistividade é definida por
n = 0.25n (cos(mz/0.1) + 1) (cos(my/0.4) + 1), (6.3)

em que 7y = 0.00075 ¢é a resistividade inicial. O dominio computaciional é dado por

Q = [-0.5,0.5] x [—2,2] e os pardmetros de simulagdo sdo o tempo final ¢ = 2.5,
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a, = 0.4, nimero de Courant v = 0.4, parametro de truncamento € = 0.0005, nivel

de refinamento L =9 e constante adiabética v = 5/3.

Para esse problema nao é obtida uma solugao com o cdédigo FLASH, pois nao é pos-
sivel realizar simula¢oes numéricas com a resistividade variando no espago. O codigo
FLASH utiliza apenas valores constantes no dominio computacional. Sendo assim,
os resultados obtidos com o cédigo CARMEN-MHD sao apresentados e discutidos
juntamente com os resultados originais presentes no artigo em que essa condicao
incial é proposta (JIANG et al., 2012). Alguns parametros da simulac¢ao, como o valor
1o, nao sao informados pelo autor. Com isso, apos alguns testes e andlises, esses valo-
res sao aproximados. E importante ressaltar que os resultados obtidos no artigo sio
obtidos para uma malha 2048 x 4096, enquanto os resultados do CARMEN-MHD
utiliza uma malha 512 x 512. Dessa forma, podem existir estruturas diferentes entre
os dois resultados. O objetivo dos resultados apresentados é avaliar o comportamento

da solugao do problema dentro do que é discutido pelo autor.

Na Figura 6.49 é apresentada a variavel pressao, juntamente com as linhas de campo
magnético, exibida em Jiang et al (esquerda) e obtida com o cédigo CARMEN-MHD
(direita). As duas solugbes apresentam os mesmos valores maximo e minimo para a
escala de cores. Pode-se observar que existe uma regiao central bem representada,
com simetria em relacdo ao eixo y. Em ambos os casos, essa estrutura se encontra
bem representada, com contornos acentuados e bem definidos. Outras estruturas
mais suaves, como nas fronteiras horizontais em z = —0.5 e x = 0.5, também
ocorrem em ambos os casos. Na figura do artigo, existem algumas estruturas nao

presentes na soluc¢ao do cédigo CARMEN-MHD, devido a sua alta resolugao.

Os cortes na solugdo em y = 0.5 sdo apresentados para as variaveis p, u,, p e B*/2
(pressao magnética) na Figura 6.48, para o intervalo [—0.2,0,2]. O comportamento
dos cortes é semelhante para as duas solugoes, no entanto hé algumas diferencas que
podem ser provenientes da alta resolugdo ou dos esquemas numeéricos escolhidos. A
variavel densidade, apresenta valores mais elevados ao comparada com o resultado
do artigo e uma estrutura acentuada no centro do dominio. No geral, o cortes do
solucao obtida com o c6digo CARMEN-MHD apresenta estruturas coerentes com o

resultado do artigo.

As variaveis MHD obtidas com o codigo CARMEN MHD sao apresentadas na Fi-
gura 6.47. A estrutura central do problema ocorre em todas as variaveis do modelo,
bem representadas e definidas dentro do dominio. A simulagdo numérica no tempo

final é obtida sem instabilidades ou oscilagbes numéricas na solucao. Também é si-
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mulado o caso com ¢ = 0.008, o qual roda até o final, mas o valor do parametro de

truncamento nao é necessario para representar as estruturas do problema.

Com a abordagem adaptativa, necessita-se de 55% das células para a simulagao,
implicando em uma economia de 40% de tempo de CPU. Para simulacoes em maior

resolucgao, é possivel que haja uma melhora nesses valores.

A variavel £ é apresentada juntamente com o campo de velocidade e a malha adap-
tativa na Figura 6.50. Pode-se observar que a malha adaptativa concentra o maior
numero de células na parte central do dominio, que é onde existem as maiores des-
continuidades do problema, sendo eficaz na representacao das estruturas existentes.
Além disso, analisando os vetores do campo de velocidade, pode-se observar que
a sua estrutura se assemelha ao processo de reconexao magnética ilustrado na Fi-
gura 6.46, em que a velocidade se direciona no sentido da regidao de reconexao e

muda a sua orientacao.
Conclusoes parciais

O problema da reconexdao magnética é comparado com os resultados obtidos em
Jiang et al 2012, verificando o comportamento da solucdo em todo o dominio e
localmente a partir de cortes na solucio. E importante ressaltar que alguns dados
nao foram disponibilizados pelo autor em seu artigo, levando a dificuldades para
a reproducao do problema proposto. Dados como a resistividade 7y e os locais de
corte das varidveis foram obtidos a partir de estudos desses valores, permitindo
a aproximacao e comparacao dos resultados obtidos. Além disso, a alta resolucao

apresentada no artigo limitou algumas comparacoes que poderiam ser feitas.

As estruturas presentes na solucao do c6digo CARMEN-MHD sao coerentes com os
resultados apresentados em (JIANG et al., 2012). Os perfis das varidveis tém compor-
tamentos préximos aos esperados, sugerindo que os resultados locais sdo coerentes
entre si e a fisica do problema é mantida. A estrutura da solugdo é coerente com o
processo de reconexao descrito, juntamente com o comportamento dos campos de

vetores obtidos.

A malha da simulacao se adapta a solucao, concentrando a maior parte das células
na estrutura central do dominio, onde ocorre as maiores variagoes. No entanto,
estruturas menores e mais proximas a fronteira, também apresentadas na figura em
(JIANG et al., 2012), sdo capturadas e localizadas de forma adequada com a malha

adaptativa.
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Figura 6.47 - Varidveis p, p, uz, uy, By e By obtidas no tempo ¢ = 2.5 e nivel L = 9
com o modelo MHD resistivo para a reconexao magnética com o codigo

CARMEN-MHD com €y = 0.005.
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Figura 6.48 - Varidveis p, p e v, e a pressdo magnética B?/2, obtidas para o problema da
reconexao magnética, no tempo t = 2.5, para o resultado do artigo (linha) e
com o c6digo CARMEN-MHD com ¢; = 0.005 (tracejado).
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Figura 6.49 - Varidvel p e linhas de campo magnético, obtidas para o problema da reco-
nexao magnética, no tempo t = 2.5, para o resultado do artigo e o com o
cédigo CARMEN-MHD com ¢y = 0.005.

CARMEN-MHD

Fonte: Producao do autor
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Figura 6.50 - Variavel £ e campo de velocidade com a respectiva malha adaptativa da
simulacao obtidas no tempo ¢ = 2.5 e nivel L = 9 com o modelo MHD

resistivo para a reconexdo magnética com o cédigo CARMEN-MHD com
ep = 0.005.
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7 CONCLUSOES

Ao longo deste trabalho sao apresentadas a abordagem tedrica MHD desenvolvidas
e ferramentas numéricas utilizadas para a sua simulagao numérica. Utilizando uma
discretizacao por volumes finitos, o codigo CARMEN-MHD possibilita a simulacao
numérica MHD adaptativa de um novo ponto de vista: a analise de multirresolugao
adaptativa. Esse tipo de metodologia é recente do contexto de MHD e tem um grande

potencial de localizagao de estruturas na solugao e de ganhos computacionais.

As simulagoes sao rodadas com o cédigo CARMEN-MHD com o objetivo de ve-
rificacdo das implementagoes e dos resultados obtidos, utilizando como referéncia
resultados obtidos com um codigo verificado e conhecido na area. Os problemas es-
tudados sao escolhidos de forma a abranger uma variedade diferente de situagoes
fisicas e de complexidades, de forma a garantir o funcionamento do cédigo de forma
coerente e eficiente na captura da topologia intrinseca de cada situagao. Sao realiza-
das discussoes acerca dos resultados e comparagoes qualitativas e quantitativas com
solugoes de referéncia, a fim de avaliar a coeréncia das solu¢des numéricas obtidas e

a suas convergéncias para os resultados esperados.

Os resultados obtidos mostram-se coerentes tanto na abordagem adaptativa quanto
na abordagem uniforme. As restrigoes fisicas do modelo MHD sao respeitadas do
ponto de vista numérico, contribuindo para a manutencao da fisica dos problemas

simulados e sua reproducao adequada.

As estruturas presentes na solucdo do modelo MHD sao localizadas em diferentes
regioes em cada varidvel, pois nao ocorrem necessariamente no mesmo local. Esse
tipo de situagdo é complicada do ponto de vista de adaptatibilidade, pois a malha
deve ser escolhida de forma a contemplar todas essas estuturas. O critério de adap-
tatividade utilizado para a solu¢gdo numérica do modelo MHD mostra-se eficaz na
avaliacao das estruturas presentes nas solugoes, mesmo em casos onde existem es-
truturas em todo o dominio computacional. Além disso, a estabilidade da simulagao

numérica é garantida.

E observado que hd a possibilidade de obter uma adaptatividade étima de malha, a
partir de uma avaliacao do valor do parametro de truncamento escolhido e dos erros
obtidos na aproximacao. Além disso, & medida que o nivel maximo de refinamento
é aumentado, as estruturas locais da solucao se tornam mais acentuadas e, assim,
sao melhor adaptadas, diminuindo a propor¢ao do ntimero de células necessarias ao

longo da simulagao com relacao a malha uniforme e, consequentemente, aumentando
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o ganho de tempo de CPU. Demonstra-se que ha possibilidades de ganhos computa-
cionais significantes com a utilizacao da MR adaptativa, mesmo em simulagoes nao
paralelas. Com isso, a abordagem MR ¢ eficiente do ponto de vista computacional

dos problemas MHD propostos.

Pela primeira vez a multirresolu¢do adaptativa no contexto MHD é avaliada com
o modelo resistivo e em trés dimensoes. Ao longo deste trabalho, verifica-se o seu
potencial de uso, mostrando a sua eficiéncia na representacdo de estruturas locali-
zadas e a coeréncia fisica da solucao obtida. Conclui-se que o desafio de adaptar os
modelos MHD ideal e resistivo em duas e trés dimensoes, juntamente com os esque-
mas numéricos necessarios, foi bem sucedido, produzindo o c6digo CARMEN-MHD
verificado e documentado como um produto desse trabalho e facilitando simulagoes

numéricas eficientes e de qualidade.
Trabalhos futuros

A partir da contribui¢ao deste trabalho, alguns tépicos que podem ser derivados em

trabalhos futuros sdo

e Verificagdo do modelo MHD resistivo em trés dimensoes com malhas com

maior resolucao.

e Implementacao de uma entrada de dados reais para o cédigo CARMEN-
MHD.

e Utilizacao de uma abordagem paralela, a fim de diminuir o tempo de si-

mulacao.
e Validacao do cédigo a partir da comparagao com eventos reais.

e Implementacao de métodos numéricos de alta ordem.

Este codigo CARMEN-MHD verificado possui uma grande usabilidade, é uma fer-
ramenta util para validagoes MHD e comparacoes de adaptatividade, contando com
um manual de documentacao (GOMES, ) e disponibilizacdo online do cédigo! e da
documentacao?. Ao longo do desenvolvimento deste trabalho foram submetidos tra-
balhos para eventos cientificos(GOMES; DOMINGUES, 2013; GOMES et al., 2017c).
Também foram aceitos trabalhos em periddicos (DOMINGUES et al., 2013; GOMES et

thttps://github.com/wavelet Applications/carmenMHD
2https:/ /waveletapplications.github.io/carmenMHD/
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al., 2015; GOMES et al., 2017a; GOMES et al., 2017b). J& existe um trabalho derivado
da contribuigao desta tese, que resultou em submissdo para peridédico (LOPES et al.,
2017), em uma versao em bloco usando a adaptabilidade por meio do método de
gradiente escalonado no ambiente AMROC para um MHD ideal. Atualmente, um

artigo com os resultados finais da tese esta em redacao.

139






REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALBADA, G. V.; LEER, B. V.; ROBERTS, W. A comparative study of
computational methods in cosmic gas dynamics. In: Upwind and
High-Resolution Schemes. [S.1.]: Springer, 1997. p. 95-103. 49

ALFVEN, H. Existence of electromagnetic-hydrodynamic waves. Nature, v. 150,
n. 3805, p. 405406, 1942. 1, 47

BALSARA, D. S.; KIM, J. A comparison between divergence-cleaning and
staggered-mesh formulations for numerical magnetohydrodynamics. The
Astrophysical Journal, v. 602, n. 2, p. 1079, 2004. 2

BALSARA, D. S.; SPICER, D. S. A staggered mesh algorithm using high order
godunov fluxes to ensure solenoidal magnetic fields in magnetohydrodynamic
simulations. Journal of Computational Physics, Elsevier, v. 149, n. 2, p.
270-292, 1999. 2

BASTING, M.; KUZMIN, D. An FCT finite element scheme for ideal MHD
equations in 1d and 2d. Journal of Computational Physics, v. 338, p. 585 —
605, 2017. 21

BERGER, M. J.; COLELLA, P. Local adaptive mesh refinement for shock
hydrodynamics. Journal of Computational Physics, v. 82, p. 64-84, maio
1989. 2

BERGER, M. J.; OLIGER, J. Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial
differential equations. Journal of Computational Physics, v. 53, n. 3, p.
484-512, 1984. 2, 169

BIHARI, B. L.; HARTEN, A. Multiresolution schemes for the numerical solution
of 2-D conservation laws i. STAM Journal on Scientific Computing, STAM,
v. 18, n. 2, p. 315-354, 1997. 3, 32

BITTENCOURT, J. Fundamentals of plasma physics. 3rd ed.. ed. [S.1]:
Springer—Verlag, New York, 2004. 7

BRACKBILL, J. U.; BARNES, D. C. Note: The effect of nonzero V - B on the
numerical solution of the magnetohydrodynamic equations. Journal of
Computational Physics, v. 35, n. 3, p. 426-430, 1980. 41

141



BRECHT, S.; LYON, J.; FEDDER, J.; HAIN, K. A simulation study of east-west
imf effects on the magnetosphere. Geophysical Research Letters, Wiley Online
Library, v. 8, n. 4, p. 397400, 1981. 2

BRECHT, S. H.; LYON, J. G.; FEDDER, J. A.; HAIN, K. A time dependent
three-dimensional simulation of the earth’s magnetosphere: Reconnection events.
Journal of Geophysical Research: Space Physics, Wiley Online Library,
v. 87, n. A8, p. 6098-6108, 1982. 1

BRIO, M.; WU, C. C. An upwind differencing scheme for the equations of ideal
magnetohydrodynamics. Journal of computational physics, Elsevier, v. 75,
n. 2, p. 400422, 1988. 2

BRYAN, G. L.; NORMAN, M. L.; O'SHEA, B. W.; ABEL, T.; WISE, J. H;
TURK, M. J.; REYNOLDS, D. R.; COLLINS, D. C.; WANG, P.; SKILLMAN,

S. W.; SMITH, B.; HARKNESS, R. P.; BORDNER, J.; KIM, J. hoon; KUHLEN,
M.; XU, H.; GOLDBAUM, N.; HUMMELS, C.; KRITSUK, A. G.; TASKER, E.;
SKORY, S.; SIMPSON, C. M.; HAHN, O.; OISHI, J. S.; SO, G. C.; ZHAO, F;
CEN, R.; LI, Y.; COLLABORATION, T. E. Enzo: An adaptive mesh refinement
code for astrophysics. The Astrophysical Journal Supplement Series, v. 211,
n. 2, p. 19, 2014. 2

CALLEN, J. D. Plasma descriptions II: MHD. In: Fundamentals of plasma
physics. Madison: University of Wisconsin-Madison: [s.n.], 2003. 8, 13

CHEN, F. Introduction to plasma physics. [S.L]: Springer US, 1974. 1, 7

CHILDS, H.; BRUGGER, E.; WHITLOCK, B.; MEREDITH, J.; AHERN, S.;
PUGMIRE, D.; BIAGAS, K.; MILLER, M.; HARRISON, C.; WEBER, G. H;
KRISHNAN, H.; FOGAL, T.; SANDERSON, A.; GARTH, C.; BETHEL, E. W_;
CAMP, D.; RiBEL, O.; DURANT, M.; FAVRE, J. M.; NAVRATIL, P. Vislt: An
End-User Tool For Visualizing and Analyzing Very Large Data. In: High
Performance Visualization—Enabling Extreme-Scale Scientific Insight.
[S.1.: s.n.], 2012. p. 357-372. 65

COHEN, A. Numerical analysis of wavelet methods. Paris: Elsevier, 2003. 3,
21, 35, 61

COHEN, A.; KABER, S. M.; MiLLER, S.; POSTEL, M. Fully Adaptive
Multiresolution Finite Volume Schemes for Conservation Laws. Mathematics of
Computation, v. 72, n. 241, p. 183-225, 2003. 3

142



COLELLA, P.; GRAVES, D.; LIGOCKI, T.; MARTIN, D.; MODIANO, D.;
SERAFINI, D.; STRAALEN, B. V. Chombo software package for amr
applications-design document. [S.1.]: unpublished, 2000. 2

COURANT, R.; FRIEDRICHS, K.; LEWY, H. On the Partial Difference
Equations of Mathematical Physics. IBM Journal of Research and
Development, v. 11, n. 2, p. 215-234, march 1967. 26

DAI, W.; WOODWARD, P. R. A simple Riemann solver and high-order Godunov
schemes for hyperbolic systems of conservation laws. Journal of Computational
Physics, v. 121, p. 51-65, 1995. 2

. A simple finite difference scheme for multidimensional
magnetohydrodynamical equations. Journal of Computational Physics, v. 142,
n. 2, p. 331-369, 1998. 2, 21, 109

DAVIS, S. F. Simplified second-order Godunov-type methods. STAM J. Sci.
Statist. Comput., v. 9, p. 445, 1988. 51

DEDNER, A.; KEMM, F.; KRONER, D.; MUNZ, C.-D.; SCHNITZER, T;
WESENBERG, M. Hyperbolic divergence cleaning for the MHD equations.
Journal of Computational Physics, v. 175, p. 645-673, 2002. 2, 41, 42, 44, 47

DEITERDING, R.; DOMINGUES, M. O.; GOMES, S. M.; ROUSSEL, O.;
SCHNEIDER, K. Adaptive multiresolution or adaptive mesh refinement: A case
study for 2D Euler equations. ESAIM Proceedings, v. 29, p. 28-42, 2009. 3

DEITERDING, R.; DOMINGUES, M. O.; GOMES, S. M.; SCHNEIDER, K.
Comparison of adaptive multiresolution and adaptive mesh refinement applied to
simulations of the compressible euler equations. SIAM Journal on Scientific
Computing, STAM, v. 38, n. 5, p. S173-S193, 2016. 3, 169

DOMINGUES, M. O.; GOMES, A. K. F.; GOMES, S.; MENDES, O.; PIERRO,
B. D.; SCHNEIDER, K. Extended generalized lagrangian multipliers for
magnetohydrodynamics using adaptive multiresolution methods. ESAIM
Proceedings, v. 43, p. 95-107, 2013. 59, 138, 139

DOMINGUES, M. O.; GOMES, S. M.; ROUSSEL, O.; SCHNEIDER, K. An
adaptative multiresolution scheme with local time stepping for evolutionary PDEs.
Journal of Computational Physics, v. 227, p. 3758-3780, 2008. 28

143



. Space-time adaptive multiresolution methods for hyperbolic conservation
laws: Applications to compressible Euler equations. Applied Numerical
Mathematics, v. 59, p. 2303-2311, 2009. 28

. Adaptive multiresolution methods. ESAIM Proceedings, v. 34, p. 1-96,
2011. 3, 21, 27, 34, 35

EINFELDT, B.; MUNZ, C.-D.; ROE, P. L.; SJOGREEN, B. On Godunov-type
methods near low densities. Journal of Computational Physics, v. 92, p. 273,
1991. 51

EVANGELISTA, E. d. F.; DOMINGUES, M. O.; MENDES, O.; MIRANDA,

O. D. A brief study of instabilities in the context of space magnetohydrodynamic
simulations. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, SciELO Brasil, v. 38,
n. 1, 2016. 94, 102

EVANS, C. R.; HAWLEY, J. F. Simulation of magnetohydrodynamic flows-a
constrained transport method. The Astrophysical Journal, v. 332, p. 659677,
1988. 2

EYMARD, R.; GALLOUET, T.; HERBIN, R. Finite volume methods.
Handbook of numerical analysis, v. 7, p. 713-1018, 2000. 27

FITZPATRICK, R. Plasma physics: an introduction. [S.1.]: Crc Press, 2014. 19

FRANK, A.; JONES, T. W.; RYU, D.; GAALAAS, J. B. The
magnetohydrodynamic Kelvin-Helmholtz instability: A two-dimensional numerical
study. The Astrophysical Journal, v. 460, p. 777, 1996. 94

FRYXELL, B.; OLSON, K.; RICKER, P.; TIMMES, F. X.; ZINGALE, M.;
LAMB, D. Q.; MACNEICE, P.; ROSNER, R.; TRURAN, J. W.; TUFO, H.
FLASH: An Adaptive Mesh Hydrodynamics Code for Modeling Astrophysical
Thermonuclear Flashes. The Astrophysical Journal Supplement Series,
v. 131, p. 273-334, nov. 2000. 1, 169

GOEDBLOED, J. P.; POEDTS, S. Principles of magnetohydrodynamics:
with applications to laboratory and astrophysical plasmas. [S.1.]: Cambridge
university press, 2004. 7

GOMES, A. K. F. Carmen-MHD Code Manual (version 1.0). Sao José dos
Campos: Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais. IBI:
<8JMKD3MGP3W34P/3PULLA8>. Disponivel em:
<http://urlib.net/sid.inpe.br/mtc-m21b/2017/11.08.19.04>. 138

144


http://urlib.net/sid.inpe.br/mtc-m21b/2017/11.08.19.04

GOMES, A. K. F. Analise Multirresolugao adaptativa no contexto da
resolucao numérica de um modelo de magnetohidrodindmica ideal. 2012.
199 p. IBI: <8IMKD3MGP7W /3CE6FSE>.
(sid.inpe.br/mtc-m19/2012/08.10.15.02-TDI). Dissertacao (Mestrado) — Instituto
Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE), Sdo José dos Campos, 2012. Disponivel
em: <http://urlib.net/8JMKD3MGP7W/3CE6FSE>. 50, 59, 155

GOMES, A. K. F.; DOMINGUES, M. O. A preliminary study of a MHD model in
the adaptive multiresolution context. In: Proceeding Series of the Brazilian
Society of Computational and Applied Mathematics. [S.1.: s.n.], 2013. v. 1.
138

GOMES, A. K. F.; DOMINGUES, M. O.; MENDES, O. Ideal and resistive
magnetohydrodynamic two-dimensional simulation of the kelvin-helmholtz
instability in the context of adaptive multiresolution analysis. TEMA (Sao
Carlos), SciELO Brasil, v. 18, n. 2, p. 317-333, 2017. 59, 138, 139

GOMES, A. K. F.; DOMINGUES, M. O.; MENDES, O.; SCHNEIDER, K. On the
verification of adaptive three-dimensional multiresolution computations of the
magnetohydrodynamic equations. Journal of Applied Nonlinear Dynamics,
aceito, 2017. 138, 139

. A resistive magneto-hydrodynamic numerical model in the context of
cell-averaged adaptive multiresolution methods: Verification tests. In: CSE17
Abstracts. Atlanta, Georgia: [s.n.], 2017. 138

GOMES, A. K. F.; DOMINGUES, M. O.; SCHNEIDER, K.; MENDES, O.;
DEITERDING, R. An adaptive multiresolution method for ideal
magnetohydrodynamics using divergence cleaning with parabolic—hyperbolic
correction. Applied Numerical Mathematics, v. 95, p. 199-213, 2015. Fourth
Chilean Workshop on Numerical Analysis of Partial Differential Equations
(WONAPDE 2013). 50, 59, 138, 139

HARTEN, A. Discrete multi-resolution analysis and generalized wavelets. Applied
Numerical Mathematics, v. 12, n. 1, p. 153 — 192, 1993. SPECIAL ISSUE. 2, 3,
21, 28, 32, 35

. Adaptive multiresolution schemes for shock computations. Journal of
Computational Physics, Elsevier, v. 115, n. 2, p. 319-338, 1994. 2, 3, 21, 28, 32,
35

145


http://urlib.net/8JMKD3MGP7W/3CE6FSE

. Multiresolution Algorithms for the Numerical Solution of Hyperbolic
Conservation Laws. Communications on Pure and Applied Mathematics,
v. 48, n. 12, p. 1305-1342, 1995. 2, 3, 21, 28, 32

. Multiresolution representation of data: a general framework. STAM
Journal of Numerical Analysis, v. 33, n. 3, p. 385394, 1996. 2, 3, 21, 28, 35

HARTEN, A.; ENGQUIST, B.; OSHER, S.; CHAKRAVARTHY, S. R. Uniformly
high order accurate essentially non-oscillatory schemes, I11. Journal of
Computational Physics, v. 131, n. 1, p. 3 — 47, 1997. 32

HARTEN, A.; LAX, P. D.; LEER, B. van. On upstream differencing and
Godunov-type schemes for hyperbolic conservation laws. STAM Review, v. 25,
p. 35, 1983. 2, 26, 50

HELZEL, C.; ROSSMANITH, J. A.; TAETZ, B. An unstaggered constrained
transport method for the 3D ideal magnetohydrodynamic equations. Journal of
Computational Physics, Elsevier, v. 230, n. 10, p. 3803-3829, 2011. 70, 84, 109

HOLST, B. Van der; TOTH, G.; SOKOLOV, I.; POWELL, K.; HOLLOWAY, J.;
MYRA, E.; STOUT, Q.; ADAMS, M.; MOREL, J.; KARNI, S. et al. CRASH: A
block-adaptive-mesh code for radiative shock hydrodynamics-implementation and
verification. The Astrophysical Journal Supplement Series, IOP Publishing,
v. 194, n. 2, p. 23, 2011. 2

HOPKINS, P. F. A constrained-gradient method to control divergence errors in
numerical mhd. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, The
Royal Astronomical Society, v. 462, n. 1, p. 576-587, 2016. 62

JIANG, G.-S.; WU, C.-C. A high-order WENO finite difference scheme for the
equations of ideal magnetohydrodynamics. Journal of Computational Physics,
Elsevier, v. 150, n. 2, p. 561-594, 1999. 70, 71

JIANG, G.-S.; WU, C. chin. A high-order WENO finite difference scheme for the
equations of ideal magnetohydrodynamics. Journal of Computational Physics,
v. 150, n. 2, p. 561 — 594, 1999. 21

JIANG, R.-L.; FANG, C.; CHEN, P.-F. A new MHD code with adaptive mesh
refinement and parallelization for astrophysics. Computer Physics
Communications, v. 183, n. 8, p. 1617 — 1633, 2012. 129, 130, 131

146



KAIBARA, M. K.; GOMES, S. M. A fully adaptive multiresolution scheme for
shock computations. In: _ . Godunov Methods: Theory and
Applications. Boston, MA: Springer US, 2001. p. 497-503. ISBN
978-1-4615-0663-8. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1007/978-1-4615-0663-8_49>. 3

LAMB, H. Hydrodynamics. Cambridge University Press, 1924. 9

LAX, P. D. Hyperbolic systems of conservation laws and the
mathematical theory of shock waves. [S.1.]: STAM, 1973. 10, 22

LEBOEUF, J.; TAJIMA, T.; KENNEL, C. F.; DAWSON, J. Global simulation of
the time-dependent magnetosphere. Geophysical Research Letters, Wiley
Online Library, v. 5, n. 7, p. 609-612, 1978. 1

LEDVINA, S. A,; MA, Y. J.; KALLIO, E. Modeling and Simulating Flowing
Plasmas and Related Phenomena. Space Science Reviews, v. 139, p. 143-189,
2008. 7

LEE, D. A solution accurate, efficient and stable unsplit staggered mesh scheme
for three dimensional magnetohydrodynamics. Journal of Computational
Physics, v. 243, p. 269 — 292, 2013. 21, 70

LEER, B. V. Towards the ultimate conservative difference scheme. ii. monotonicity
and conservation combined in a second-order scheme. Journal of computational
physics, Elsevier, v. 14, n. 4, p. 361-370, 1974. 49

. Towards the ultimate conservative difference scheme iii. upstream-centered
finite-difference schemes for ideal compressible flow. Journal of Computational
Physics, Elsevier, v. 23, n. 3, p. 263275, 1977. 48

LEVEQUE, R. J. Finite volume methods for hyperbolic problems.
Cambridge: Cambridge University Press, 2002. 558 p. 21, 22, 27, 62

LI, S. An HLLC Riemann solver for Magnetohydrodynamics. Journal of
Computational Physics, v. 203, p. 344-357, 2005. 2

LONDRILLO, P.; ZANNA, L. D. High-order upwind schemes for multidimensional
magnetohydrodynamics. The Astrophysical Journal, IOP Publishing, v. 530,
n. 1, p. 508, 2000. 70, 71

LOPES, M. M.; DEITERDING, R.; GOMES, A. K. F.; DOMINGUES, M. O;
MENDES, O. An ideal compressible magnetohydrodynamic solver with parallel

147


https://doi.org/10.1007/978-1-4615-0663-8_49

block-structured adaptive mesh refinement. Computer & Fluids, Submitted,
2017. 28, 139

MACNEICE, P.; OLSON, K. M.; MOBARRY, C.; FAINCHTEIN, R. D.;
PACKER, C. PARAMESH: A parallel adaptive mesh refinement community
toolkit. Computer Physics Communications, Elsevier, v. 126, n. 3, p.
330-354, 2000. 2

MALLAT, S. G. A theory for multiresolution signal decomposition: the wavelet
representation. Pattern Analysis and Machine Intelligence, IEEE
Transactions on, leee, v. 11, n. 7, p. 674-693, 1989. 27

MARDER, B. A method for incorporating gauss’ law into electromagnetic pic
codes. Journal of Computational Physics, Elsevier, v. 68, n. 1, p. 48-55, 1987.
169

MAYIGUE, C. C.; GROLL, R. A density-based method with semi-discrete
central-upwind schemes for ideal magnetohydrodynamics. Archive of Applied
Mechanics, v. 87, n. 4, p. 667683, Apr 2017. 2

MIGNONE, A.; BODO, G.; MASSAGLIA, S.; MATSAKOS, T.; TESILEANU, O.;
ZANNI, C.; FERRARI, A. Pluto: A numerical code for computational
astrophysics. The Astrophysical Journal Supplement Series, v. 170, n. 1,

p. 228, 2007. 1

MIGNONE, A.; TZEFERACOS, P. A second-order unsplit Godunov scheme for
cell-centered MHD: The CTU-GLM scheme. Journal of Computational
Physics, Elsevier, v. 229, n. 6, p. 2117-2138, 2010. 2, 42

MIGNONE, A.; TZEFERACOS, P.; BODO, G. High-order conservative finite
difference glm-mhd schemes for cell-centered MHD. Journal of Computational
Physics, v. 229, n. 17, p. 5896 — 5920, 2010. 21

MIYOSHI, T.; KUSANO, K. A multi-state HLL approximate Riemann solver for
ideal magnetohydrodynamics. Journal of Computational Physics, v. 208, p.
315-344, 2005. 2, 26, 49, 51, 70, 71

. A comparative study of divergence-cleaning techniques for
multi-dimensional mhd schemes. Plasma and Fusion Research, The Japan
Society of Plasma Science and Nuclear Fusion Research, v. 6, p. 2401124-2401124,
2011. 2, 43

148



MULLER, S. Adaptive multiscale schemes for conservation laws.
Heidelberg: Springer, 2003. (Lectures Notes in Computational Science and
Engineering, v. 27). 3

MUNZ, C.-D.; OMMES, P.; SCHNEIDER, R.; SONNENDRUCKER, E.; VOSS,
U. Divergence corrections techiniques for Maxwell solvers based on a hyperbolic
model. Journal of Computational Physics, v. 161, n. 2, p. 484, 2000. 2, 41

OGINO, T.; WALKER, R.; ASHOUR-ABDALLA, M. A global
magnetohydrodynamic simulation of the response of the magnetosphere to a
northward turning of the interplanetary magnetic field. Journal of Geophysical
Research: Space Physics, v. 99, n. A6, p. 1102711042, 1994. 167

OGINO, T.; WALKER, R.; ASHOUR-ABDALLA, M.; DAWSON, J. An mhd
simulation of the effects of the interplanetary magnetic field by component on the
interaction of the solar wind with the earth’s magnetosphere during southward
interplanetary magnetic field. Journal of Geophysical Research: Space
Physics, Wiley Online Library, v. 91, n. A9, p. 10029-10045, 1986. 1

ORAIN, F.;: BECOULET, M.; DIF-PRADALIER, G.; HUIJSMANS, G.;
PAMELA, S.; NARDON, E.; PASSERON, C.; LATU, G.; GRANDGIRARD, V_;
FIL, A. et al. Non-linear magnetohydrodynamic modeling of plasma response to
resonant magnetic perturbations. Physics of Plasmas, AIP, v. 20, n. 10, p.
102510, 2013. 167

ORSZAG, S. A.; TANG, C.-M. Small-scale structure of two-dimensional
magnetohydrodynamic turbulence. Journal of Fluid Mechanics, Cambridge
Univ Press, v. 90, n. 01, p. 129-143, 1979. 70

OTTO, A. Magnetohydrodynamics. Basic Plasma Physics: Lecture Notes. 2006. 47

PARKER, E. N. Sweet’s mechanism for merging magnetic fields in conducting
fluids. Journal of Geophysical Research, Wiley Online Library, v. 62, n. 4, p.
509-520, 1957. 129

PARKS, G. Physics of space plasmas: an introduction. [S.1.]: Redwood City,
CA; Addison-Wesley Publishing Co., 1991. 17

PETSCHEK, H. E. Magnetic field annihilation. NASA Special Publication,
v. 50, p. 425, 1964. 129

149



POWELL, K. G. An approximate riemann solver for magnetohydrodynamics. In:
. Upwind and High-Resolution Schemes. Berlin, Heidelberg: Springer
Berlin Heidelberg, 1997. p. 570-583. 2, 51

POWELL, K. G.; ROE, P. L.; LINDE, T. J.; GOMBOSI, T. I.; ZEEUW, D. L. D.
A Solution-Adaptative Upwind Scheme for Ideal Magnetohydrodynamics. Journal
of Computational Physics, v. 154, p. 284-309, 1999. 2, 169

ROE, P. L. Characteristic-based schemes for the euler equations. Annual review
of fluid mechanics, Annual Reviews 4139 El Camino Way, PO Box 10139, Palo
Alto, CA 94303-0139, USA, v. 18, n. 1, p. 337-365, 1986. 49

ROUSSEL, O. Developpement d’un algorithme multiresolution adaptatif
tridimensionnel pour la resolution des equations aux derivees partielles

paraboliques: application aux instabilites thermodiffusives de lamme. Tese
(Doutorado) — Université de la Mediterranee, 2003. 3, 32, 38, 61

ROUSSEL, O.; SCHNEIDER, K.; TSIGULIN, A.; BOCKHORN, H. A
conservative fully adaptative multiresolution algorithm for parabolic PDEs.
Journal of Computational Physics, v. 188, p. 493-523, 2003. 3, 28, 29, 30, 32,
38, 59

. A conservative fully adaptive multiresolution algorithm for parabolic
{PDEs}. Journal of Computational Physics, v. 188, n. 2, p. 493 — 523, 2003.
3, 59

RYU, D.; MINIATI, F.; JONES, T.; FRANK, A. A divergence-free upwind code
for multidimensional magnetohydrodynamic flows. The Astrophysical Journal,
IOP Publishing, v. 509, n. 1, p. 244, 1998. 2, 70, 71

SALAH, N. B.; SOULAIMANI, A.; HABASHI, W. G. A finite element method for
magnetohydrodynamics. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v. 190, n. 43-44, p. 5867 — 5892, 2001. 21

SCHNACK, D. D. Lectures in magnetohydrodynamics: with an appendix on
extended MHD. [S.L.]: Springer, 2009. 9, 10

SKALA, J.; BARUFFA, F.; BUCHNER, J.; RAMPP, M. The 3D MHD code
GOEMHDS3 for astrophysical plasmas with large Reynolds numbers-Code
description, verification, and computational performance. Astronomy &
Astrophysics, EDP Sciences, v. 580, p. A48, 2015. 1, 54, 70, 167

150



SOVINEC, C.; GLASSER, A.; GIANAKON, T.; BARNES, D.; NEBEL, R.;
KRUGER, S.; SCHNACK, D.; PLIMPTON, S.; TARDITI, A.; CHU, M. Nonlinear
magnetohydrodynamics simulation using high-order finite elements. Journal of
Computational Physics, v. 195, n. 1, p. 355 — 386, 2004. 21

SPRUIT, H. C. Essential Magnetohydrodynamics for Astrophysics. ArXiv
e-prints, jan. 2013. 7

STONE, J. M. The zeus code for astrophysical magnetohydrodynamics: new
extensions and applications. Journal of Computational and Applied
Mathematics, v. 109, n. 1, p. 261 — 280, 1999. 1

STONE, J. M.; GARDINER, T. A simple unsplit godunov method for
multidimensional MHD. New Astronomy, v. 14, n. 2, p. 139 — 148, 2009. 21

STONE, J. M.; GARDINER, T. A.; TEUBEN, P.; HAWLEY, J. F.; SIMON, J. B.
Athena: A new code for astrophysical mhd. The Astrophysical Journal
Supplement Series, v. 178, n. 1, p. 137, 2008. 1

TORO, E. F. Riemann solvers and numerical methods for fluid dynamics:

a practical introduction. [S.1.]: Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1999. 48

TOTH, G. The V - B constraint in shock-capturing magnetohydrodynamics codes.
Journal of Computational Physics, v. 161, p. 605-652, 2000. 2, 43, 109

TOTH, G.; ROE, P. L. Divergence and curl-preserving prolongation and restriction
formulas. Journal of Computational Physics, v. 180, p. 736-750, 2002. 21

TOUMA, R.; ARMINJON, P. Central finite volume schemes with constrained
transport divergence treatment for three-dimensional ideal MHD. Journal of
Computational Physics, v. 212, n. 2, p. 617 — 636, 2006. 2, 109

Van Leer, B. Towards the ultimate conservative difference scheme. V - A
second-order sequel to Godunov’s method. Journal of Computational Physics,
v. 32, p. 101-136, jul. 1979. 48

WESENBERG, M. Efficient finite-volume schemes for
magnetohydrodynamic simulations in solar physics. Tese (Doutorado) —
Universitatsbibliothek Freiburg, 2003. 2, 26

XISTO, C. M.; PASCOA, J. C.; OLIVEIRA, P. J. A pressure-based high resolution
numerical method for resistive mhd. Journal of Computational Physics,
v. 275, n. Supplement C, p. 323 — 345, 2014. 109

151



XU, Z.; BALSARA, D. S.; DU, H. Divergence-free weno reconstruction-based finite
volume scheme for solving ideal mhd equations on triangular meshes.
Communications in Computational Physics, Cambridge University Press,

v. 19, n. 4, p. 841-880, 2016. 2

ZACHARY, A. L.; MALAGOLI, A.; COLELLA, P. A higher-order godunov
method for multidimensional ideal magnetohydrodynamics. STAM Journal on
Scientific Computing, SIAM, v. 15, n. 2, p. 263-284, 1994. 2, 70

ZHANG, W.; ALMGREN, A. S.; DAY, M.; NGUYEN, T.; SHALF, J.; UNAT, D.
Boxlib with tiling: An AMR software framework. CoRR, abs/1604.03570, 2016. 2

152



APENDICE A - IDENTIDADES VETORIAIS

Neste apéndice sao apresentadas as identidades vetoriais utilizadas ao longo deste
trabalho. Sejam f uma funcao real e a, b, c vetores, todos derivaveis em relacao a

T,y ez

V-(fa)=fV-a+a-Vf, (A.1)
ax (Vxb)=(Vb)-a—aV b, (A.2)
V-(ab)=a-Vb+bV-a, (A.3)
V-(axb)=b-Vxa—a-Vxb, (A.4)
a-(bxc)=c-(axb)=b-(cxa),, (A.5)
(axb)xc=a-cb—b-ca, (A.6)

(A7)

V x (axb)=V-(ba—ab),
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APENDICE B - OPENMP APLICADO AO CODIGO MHD-FV

Este apéndice foi desenvolvido a partir de uma sugestao apresentada durante o
exame de proposta de Tese. O cédigo MHD-FV foi primeiro c6digo base para este
trabalho desenvolvido para a simulacido do modelo MHD ideal em volumes fini-
tos (GOMES, 2012), com o objetivo de verificagdo da implementacao, comparagao
de tempo e acuracidade da solugao adaptativa. Com ele foi possivel avaliar qual o
impacto que uma implementacao paralela tem sobre esse tipo de simulaciao. O com-
pilador utilizado com o cédigo CARMEN-MHD é o gt versdo 4.8.4, no sistema
operacional Ubuntu 14.04. O servidor utilizado para as simulagdes possui processa-

dor Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2640 v2 2.00GHz, com memdria RAM de 128GB.

Primeiramente, avaliaram-se quais eram as fungoes que utilizavam a maior porcen-
tagem de tempo de CPU da simulacao. Para tal, foi utilizado o software livte GNU
gprof*, desenvolvido por Jay Fenlason, o qual possibilita o conhecimento da distri-
buicdo de custo computacional das fungoes de um determinado cédigo durante a
sua execucao. Esas informagoes podem ser utilizadas como um indicativo de onde
o c6digo necessita de paralelizagao. Nesse contexto, foram feitos testes para dois
problemas j& apresentados: o problema de Riemann 2D e a instabilidade de Kelvin

Helmholtz, ambos em duas dimensoes.

Em B.1 é apresentado o perfil obtido com o software GNU gprof para uma simula-
¢ao do problema Riemann 2D em uma malha com 256 x 256 células. Sdo apresenta-
dos os valores percentuais mais relevantes e suas respectivas fungoes: stateUstar,
que calcula os estados intermediarios do fluxo HLLD; main, a fung¢do principal;
consStepRK2, que performa a evolugao temporal da solugado; e eigenvalue, que ca-

lula os autovalores do sistema MHD. Com isso, observa-se que o maior percentual

Thttps://sourceware.org/binutils/docs/gprof/

Texto B.1 - Perfil da simulac¢ao do problema Riemann 2D em uma malha com 256 x 256

células.
% cumulative self self total
time seconds seconds ms/call ms/call name
30.41 202.22 202.22 0.00 0.00 stateUstar
19.39 331.14 128.92 main
7.68 382.21 51.07 0.04 0.06 consStepRK?2
7.45 431.75 49.54 0.00 0.00 eigenvalue
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Texto B.2 - Perfil da simulagdo do problema da instabilidade de Kelvin-Helmholtz em uma
malha com 256 x 256 células.

% cumulative self self total
time seconds seconds ms/call ms/call name
29.88 59.50 59.50 0.00 0.00 stateUstar
19.17 97.67 38.17 main
8.34 114.28 16.61 0.00 0.00 eigenvalue
8.27 130.75 16.46 9.58 14.62 consStepRK2

de tempo de CPU estd associado ao calculo do fluxo numérico, o qual é chamado se-
paradamente em duas dimensoes. Para o caso da instabilidade de Kelvin-Helmholtz,
em que o perfil é apresentado em B.2, para uma malha de 256 x 256 células o mesmo
padrao é observado. Entao, devido ao alto custo computacional do calculo do fluxo

numérico, a paralelizacao foi restringida a esse processo.

Para a paralelizacao, ¢ utilizado o chamado OpenMP?, o qual é uma interface simples
e flexivel para desenvolver aplicagoes paralelas em plataformas desde um computa-
dor portatil até um super computador. No contexto dos fluxos numéricos do modelo
MHD, utilizam-se as diretivas de se¢oes paralelas. Diretivas do OpenMP sao aplica-
das a um bloco estruturado, que consiste em uma tnica declaracao ou um conjunto
delas, com uma tunica entrada no inicio e outra no fim. A construcao das sec¢oes
paralelas é um atalho para especificar uma construcao paralela contendo se¢oes, de-
notada por #pragma omp parallel sections. No Texto B.3, apresenta-se a secao
da funcdo main que inclui o calculo dos fluxos numéricos em ambas as diregoes.
As diretivas #pragma omp section nas linhas 3 e 23 sdo utilizadas para separar os
blocos da direcao x e y. Como eles sao independentes, o célculo dos dois sera feito

ao mesmo tempo, resultando em um ganho de tempo de CPU.

Os problemas Riemann 2D e instabilidade de Kelvin-Helmholtz sdo rodados para
malhas com 128 x 128, 256 x 256 e 512 x 512 células, com o objetivo de avaliar
os ganhos em tempo de CPU obtidos ao utilizar o paralelismo para o calculo dos
fluxos numéricos. Na Figura B.1, apresentam-se os graficos mostrando os tempos
de CPU (em log; 0) a medida que a resolugdo malha aumenta, com as simulagoes
serial (linha sélida) e paralela (linha pontilhada), para os problemas de Riemann
2D (a esquerda) e Kelvin-Helmholtz (a direita). Pode-se observar que hd um ganho

no custo computacional em ambos os casos para as simulagoes paralelas, mantendo-

2http://www.openmp.org/
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Texto B.3 - Implementacao da parte paralela no cé6digo MHD-FV. Essa secao do cédigo

compreende o calculo dos fluxos nas duas diregoes.

#pragma omp parallel sections
{
#pragma omp section
{
// Fluzo mumerico na direcao T
for (int j=1; j<JIMAX-1;j++){
for (int i=0; i<IMAX-1;i++){
for(int kvar=0; kvar<VAR;kvar++){
vecx [0] [kvar] = primitive[i][j][kvar];
vecx [1] [kvar] = primitive[i+1][j] [kvar];
auxFx [0] [kvar] = Fx[i]l[j][kvar];
auxFx [1] [kvar] = Fx[i+1][j][kvar];
}
auxRhoEx [0] rhoE[i] [j];
auxRhoEx [1] rhoE[i+1][j];
RiemannSolver (vecx,auxRhoEx ,auxFx,3,xSlopeMax ,6) ;

for (int kvar=0; kvar<VAR;kvar++)
Flil[j]l[kvar] = auxFx[0] [kvar];
}
}
}
#pragma omp section
{
// Fluzo mumerico na direcao ¥y
for(int i=1; i<IMAX-1;i++){
for (int j=0; j<JIMAX-1;j++){
for(int kvar=0; kvar<VAR;kvar++){
vecy [0] [kvar] = primitive[i][j][kvar];
vecy [1] [kvar] = primitive[i][j+1][kvar];
auxFy [0] [kvar] = Fyl[i][j][kvar];
auxFy [1] [kvar] = Fy[i][j+1] [kvar];
}
auxRhoEy [0] rhoE[i] [j];
auxRhoEy [1] rhoE[i] [j+1];
RiemannSolver (vecy, auxRhoEy ,auxFy ,4,ySlopeMax ,7) ;

for (int kvar=0; kvar<VAR;kvar++)
G[il[j] [kvar] = auxFy[0] [kvar];
}
}
}
}
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Figura B.1 - Graficos comparativos entre as simulagoes serial e paralela, para os proble-
mas de Riemann 2D e instabilidade de Kelvin-Helmholtz, com malhas de
tamanhos 128 x 128, 256 x 256 e 512 x 512.

Riemann 2D  Kelvin-Helmholtz
Tamanho da malha 128 256 512 128 256 512
Ganho em tempo OpenMP (%) 49 42 39 50 41 40

se na faixa de 50 — 60% independente da quantidade de células na malha, como

apresentado na Tabela .

Conclui-se, entao, que utilizando a diretivas OpenMP para para a paralelizacao
dos fluxos numéricos no cédigo MHD-FV em duas dimensoes é possivel reduzir o
custo computacional da simulacdo em aproximadamente 40%, de forma simples e
sem alterar a estrutura inicial do codigo. A extensdao desse estudo para o codigo
CARMEN-MHD nao foi realizada, pois a estrutura e a implementagao dos algorit-
mos neste coédigo sao diferentes das presentes no cédigo MHD-FV, demandando um
estudo mais aprofundado acerca dos métodos de paralelizacao, o qual nao faz parte

do escopo deste trabalho.
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APENDICE C - IMPLEMENTACAO RESISTIVA

Neste apéndice ¢é discutida a implementacao dos termos fonte referentes ao modelo

MHD resistivo apresentado no Capitulo 2.

Como discutido anteriormente, o modelo MHD resistivo pode ser entendido como
uma generalizacao do modelo ideal na qual é adicionada dissipacao ao sistema e,
com isso, nao hé mais conservacao de fluxo magnético. Nesse modelo, as equagoes
de conservagao de energia e fluxo magnético do modelo ideal sao acrescidas pelos

seguintes termos fonte:

a) fluxo de energia denotado pelo termo B x nJ e

b) resistividade Ohmica expressa pelo termo 7 J.

As Equagoes 2.28¢c e 2.28d, associadas a densidade de energia e ao campo magnético,

que possuem os termos fonte de interesse sao apresentadas novamente

2
g—f+vlu(5+p)+u-<%1—33ﬂ = V-(BxnJ), (C.1)

em que a densidade de corrente J = (J,, J,, J,) é dada por
nJ =V x B. (C.3)

Os termos fontes das Equagoes C.2 e C.2 estdao em funcao de J, diferente da forma
apresentada no Capitulo 2 (em fungao de B), pois é necessario o célculo das com-

ponentes J;, Jy, J, individualmente na implementacao resistiva.

A implementagao é feita em cada direcao do fluxo separadamente e, em cada caso,
os calculos sao apresentados para cada dimensao. Primeiramente, o valor da resisti-
vidade 1 é aproximado como uma média de células adjacentes. Esse valor ¢ utilizado
para todas as dimensoes. A partir disso, sdo calculados os valores das componentes

de J. Com os valores atualizados, adiciona-se os termos resistivos aos fluxos de B e

£.

Nas préximas secoes, a implementacao dos termos fonte associados a resistividade é
apresentada passo-a-passo, de forma a complementar a abordagem numérica apre-

sentada no Capitulo 3, explicitando o calculo dos termos em cada dimensao.
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C.1 Passo 1: Calculo da densidade de corrente J

Primeiramente, levando em conta que a densidade de corrente nao é computada
como uma variavel do modelo, o seu céalculo é explicitado para uma, duas e trés

dimensoes, considerando J = (J,, Jy, J,), isto é,

0B, 0B,
1D:  J,—0, == =2, (C.4)
0B oB 0B 0B
2D : _ 77 _ 77 e e )
Ja oy’ Ty ox’ J: ox oy’ (C5)
B B B B B B
sp: g, =B 9By 9B OB, 0B, OB

oy 9z VT 0z or P dx oy’

lembrando que a densidade de corrente é calculada a partir do rotacional de B. Na
discretizacao, denota-se o valor J; i, = (Julijk, Jylijks Jzlijk), associado a célula
Cijk, em que 7, j, k estao relacionados as dire¢oes x,y, z, em um tempo arbitrario
t". Por simplicidade, os indices i, j, k sao explicitados apenas quando estao sendo

utilizados na discretizacdo. A mesma ideia ¢ utilizada para B; e & j .

A discretizacao utilizada é do tipo Upwind de primeira ordem para as derivadas par-
ciais. Por exemplo, a derivada espacial na diregao x de uma quantidade U = U, ; x,
9U hode ser aproximada por Z5%=1 Nesse contexto, tem-se o cdlculo nu-
oz Ax )

mérico da densidade de corrente em uma, duas e trés dimensoes.

ou seja,

Caso unidimensional

No caso unidimensional, como nao existe fluxo nas dire¢oes y e z, as componentes

Jy e J, sao obtidas a partir do valor das células nas variaveis B, e B..

JJ: - 07

Ty = Az ’
o (By‘i - By‘ifl)

J, = Ay .
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Caso bidimensional

Neste caso, como nao ha fluxo apenas em z, entao calcula-se apenas as derivadas

em ey
g, = Beli= Beli)
Ay
(Bz|z - Bz|i—1)
Joo= - Ax ’
g = Byli=Byli-)  (Belj = Bilj-1)
? Ax Ay '

Caso tridimensional

Em trés dimensoes as componentes do vetor J sao calculadas para todas as diregoes.

(B.|; — B:|j—1)  (Bylx — Bylr-1)

B, — Byli— B.|; — B,|i—

Jy _ ( m|k Azm|k 1) o ( z|z sz‘z 1)’ (08)
B,|; — B,li— B.|; — B;|i—

J, = ( y‘z Axy|z 1) _ ( r|J Aym|J 1). (0.9)

Com todas as componentes da densidade de corrente obtidos, segue-se adiante para

o caleulo do termo de resistividade Ohmica.
C.2 Passo 2: Resistividade Ohmica

Neste passo, o valor da resistividade 7 é discretizado por n; ;x, nao importando se
é constante ou variavel ao longo da malha computacional, pois o calculo pode ser
utilizado em ambos os casos. Com isso, dentro do contexto do método do volumes

finitos, em cada caso de estudo, esse valor é aproximado como uma média.

Como o termo da resistividade Ohmica é obtido a partir do campo elétrico

E, o valor resultante ¢ denotado nas proximas equagoes como E,.r, isto ¢,
(EmfxaEmfyaEmf) = TI(J;L«, Jyv Jz)
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Caso unidimensional

O célculo de 77 neste caso é naturalmente a média dos estados a esqueda e a direta,

visto que ha apenas uma direcao onde ha fluxo.

_ 1
n = = m+n-),

2
Emfz = 0,
Emfy = ﬁJy7
Emp, = 7.

Caso bidimensional

Em duas dimensoes, a aproximagao de n é feita de acordo com a dire¢ao escolhida.
Para a direcao x, tem-se a média da resistividade entre as posigoes ¢ e © — 1, assim
como no caso unidimensional. Na direcdo y, a média é obtida entre os valores de 7

em j e j — 1. Em cada direcao sao atribuidos os valores correspondentes de J.

—Direcao x
B 1
7= 5 tn-),
Emfz = 0,
Emfy = ﬁ‘]yv
Ey;, = nJ..
—Direcao y

B 1
n o= §@+m4%

Emfz = ﬁt]aza
Emfy = 0,
Enp. = ..
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Caso tridimensional

A idéia do calculo de 77 no caso tridimensional é analoga aos outros casos, adicionando

a direcao z, na qual a média 7 é obtida a partir das posi¢oes adjacentes k e k — 1.

—Direcao x
]

Emg,

Epyg,

Emg,
—Direcao y
]

Eng,

Epyg,

Emg,

—Direcao z

7, (C.10)
0

Observa-se que a componente de E,,; que coincide com a direcao que estd sendo

calculado o termo Ohmico assume valor nulo, pois ndo ha derivadas parciais nesse

componente associadas a dire¢do de interesse, como apresentado nas Equagoes C.4,

C.5eC.6.

Assim, o cédlculo da resistividade Ohmica ¢é finalizado para todas as dimensoes. O

proximo passo € o calculo do termo de energia.

C.3 Passo 3: Fluxos de energia

Nessa secao, o calculo do termo B x nJ = B x E,,; € explicitado. Primeiramente

sao apresentados os valores analiticos para cada direcao e, depois, sua discretizacao

em todas as dimensoes. O fluxo de energia é denotado por Er = (Ef,, EF,, Er,).
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Ao calcular o produto vetorial pertinente ao termo, tem-se

—

Er =B x Emf = (By Emfz — Bz Emfy) 7 (Cll)
%

+ (B.EBw. — By Euny) (C.12)
—

+ (ByEnys, — By Ens.) k- (C.13)

Para o célculo das componentes do vetor Ep, utilizam-se os valores do vetor E,, ¢ e as
componetes do campo magnético B,, B, e B,. Assim como feito com a resistividade
na secao anterior, as varidveis B, B,, B, sao aproximadas na interface por uma
média entre os estados adjacentes nas diregoes x,y,z. Sendo assim, obtém-se os

valores Er,, Er,, Er,, dados por

1 -

Er, = 5 [(By+ Byli1)Bng. — (Bz+ Boli 1) By, ]
1 -

Er, = 5 |(B:+ Bilj-1) By, — (B + Bulj1)Euy.]
1 -

Er, = 9 (Be + Bili—1)Emy, — (By + By|k_1)Eme '

C.4 Passo 4: Atualizacao dos fluxos

Depois do calculo de E,,, s ¢ Ep, os fluxos em B e £ devem ser atualizados. Lembrando
que esses vetores sao acompanhados por operadores diferenciais, ou seja, V x nJ e

V-Bxnl.

Direcao x

F(&) = F(&)—Er,
-7:<By) = f(By) - Emfz
(Bz) = ]:(Bz) + Emfya (014)
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Direcao y

(
G(B.) = G(B.) — Eny,, (C.15)

Direcao z

H(E) = H(E) - EFr
H(B:) = H(B:) = Enmy,

H(By) = H(By) + Eny,, (C.16)
em que JF, G e H sdo os fluxos numéricos estimados nas diregoes x, y e z, respecti-

vamente.

Para a construgdo da implementacao dos termos resistivos no cédigo CARMEN-
MHD, foram estudados os cédigos Athena, apresentado no Apéndice E e FLASH,
apresentado no Capitulo 5. Ambos os cddigos sao utilizados na simulacao MHD re-
sistiva e ja verificados nesse contexto. Além disso, possuem discretizacao em volumes

finitos, assim como o codigo CARMEN-MHD apresentado nesse trabalho.

A implementagao no coédigo CARMEN-MHD levou em consideracao o célculo das
derivadas espaciais dos fluxos numéricos para a evolugao temporal da solugao. Por
isso, o calculo dos operadores diferenciais V- e Vx associados aos termos B x nJ
e nJ, é realizado juntamente com o fluxo numérico. Esse procedimento evita que
sejam feitos cdlculos desnecessarios ao longo da simulacao e, além disso, a estrutura

ja implementada no codigo é aproveitada.
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APENDICE D - TERMOS DE DIFUSAO ARTIFICIAL

Em alguns casos, a simulagao do modelo MHD pode se tornar instavel devido a
valores abruptos de gradientes, criando oscilagoes locais na solugao numérica do
modelo. Nesse contexto, adiciona-se ao modelo numérico termos de difusao artificial
nas variaveis conservativas, ou seja, operadores Laplacianos de p, pu e £ juntamente
com o coeficiente de difusao x. Como esse tipo de instabilidade ocorre de forma
local, entao os termos de difusdo apenas sao utilizados onde sdo necessarios, de
forma que nao influenciem de forma negativa na topologia do problema. Esse tipo
de metodologia é comumente utilizado para auxiliar a estabilidade da simulagao
(SKALA et al., 2015; ORAIN et al., 2013; OGINO et al., 1994). O modelo MHD resistivo
com difusdo artificial e correcao parabdlica-hiperbédlica é dado por
dp

hlss ) _ 2
5 TV () xVp,

o0& B? )
§+V- €+p+7 u—B:(u-B)| = V- [Bxn(VxB)]+xV€,

1
85;: +V. [puu + (p + 532) I-— BB] = xV3(pu)
0B
E+V-(uB—Bu)+V@/} = -V x(nV xB).
o 2 N 0}21
E +ChV'B = _C_IQ)

Os termos Laplacianos adicionados nas equagoes da continuidade, momento e ener-
gia, associados a essas mesmas variaveis, contribuem com comportamentos dissipa-
tivos, suavizando posiveis oscilagoes numéricas que possam ocorrer durante a simu-
lacio do modelo. E importante que valores de y sejam suficientemente pequenos
para que removam as oscilagoes, ao mesmo tempo que nao modifique a topologia

esperada do problema.

E importante ressaltar que, neste trabalho, os termos de difusao nao sao utilizados no
modelo, pois a solu¢ao numérica se comporta de maneira estavel e nao ¢ interrompida

durante a simulacao, possibilitando a sua obtencao.

167






APENDICE E - OUTROS CODIGOS MHD

Neste apéndice sao apresentados brevemente alguns cédigos conhecidos e relevantes

dentro do contexto da simulagdo MHD.
E.1 FLASH

FLASH! ¢ um cédigo verificado de metafisica modular e paralelo, desenvolvido nas
linguagens FORTRAN90 e C no Flash Center da Universidade de Chicago, bem
conhecido pela comunidade de geofisica espacial e astrofisica (FRYXELL et al., 2000).
Esse cédigo inclui a implementacao dos modelos MHD ideal e resisitivo, com a dis-
cretizacdo pelo método dos volumes finitos. E possivel rodar simulacoes adaptati-
vas, utilizando o algoritmo chamado Adaptive Mesh Refinement (BERGER; OLIGER,
1984), e com uma malha uniforme, que é o interesse para este trabalho. Nao séo
apresentadas comparagoes entre diferentes tipos de adaptabilidade, no entanto, essa
comparagao é possivel (DEITERDING et al., 2016). Os resultados obtidos com o c6digo
FLASH sao utilizados apenas para fins de comparagoes de topologia da solucao do

problema, e para o calculo do erro associado as simulagoes com o c6digo CARMEN.

Para a simulagao com o cédigo FLASH, as seguintes configuragoes sao definidas:
para a evolugao temporal, utiliza-se o esquema numérico Hancock de um passo; para
corrigir os erros associados a divergéncia do campo magnético, utiliza-se o algoritmo
conhecido como §-wave, baseado na correcao de divergéncia introduzida por Powell
(1999), que estabiliza o método numérico adicionando termos fontes proporcionais a
VB, ou seja, o vetor termo fonte dado por S = (0, —-BV-B, —uV-B, —(u-B)V-B)
¢é adicionado do lado direito das equagdoes MHD.

A implementagao da corregao de divergéncia do campo magnético no FLASH é uma
versao modificada do algoritmo eight-wave (MARDER, 1987; POWELL et al., 1999).
Essa formulacao remove a restricao V - B ao adicionar um termo uV - B na equagao
de B, levando ao sistema quasi linear classico, no qual apenas a equagao do campo

magnético nao esta na forma conservativa.

Os resultados obtidos com o c6digo FLASH sao utilizados como uma referéncia para
os resultados do codigo CARMEN-MHD. Esse tipo de procedimento comparativo é
usual no contexto de verificacao de coédigos. H4 uma grande dificuldade em encontrar
codigos que possuam exatamente os mesmos métodos numéricos. Como o FLASH é

um cédigo verificado e muito utilizado por uma comunidade ativa, o objetivo da sua

flash.uchicago.edu/site/flashcode/
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utilizacao é garantir que os resultados do c6édigo CARMEN-MHD estao convergindo

para a referéncia, utilizando um esquema de segunda ordem em ambos os codigos.
E.2 Athena

O c6digo Athena é um cédigo MHD astrofisico livre desenvolvido inicialmente para
estudos relacionados ao meio interestelar e formacao estelar. Esse cédigo permite
a simulagdo dos modelos MHD ideal e resistivo, utilizando uma discretizagao por
volumes finitos na linguagem C'**. Em particular, o Athena possui a implementacao
dos modelos MHD néao-ideais associados aos termos de resistividade Ohmica, efeito

Hall e diffusao ambipolar.

Com esse c6digo é possivel performar simulagoes em duas e trés dimensoes, em coor-
denadas cartesianas ou cilindricas, com quatro tipos diferentes de fluxos numéricos
(Force flux, HLLE, HLLD e Roe), reconstrugdes até terceira ordem e dois tipos de
integragao no tempo (CTU e MUSCL-Hancock). O cédigo Athena é adequado tanto
para uso em maquinas pessoais quanto em super computadores, e é disponibilizado

pela Universidade de Princeton.

E.3 PLUTO

O codigo PLUTO? é utilizado para obter a solucao numérica do modelo GLM-MHD
no contexto da dindmica de fluidos astrofisicos, desenvolvido nas linguagens C'/C'++
e FORTRAN. As equacoes diferenciais parciais sao utilizadas em suas formas de leis
de conservagao, utilizando uma discretizacao pelo método dos volumes finitos. As
simulagbes numéricas podem ser realizadas com abordagens adaptativa no contexto

da metodologia adaptive mesh refinement e malha uniforme.

Assim como o cdédigo Athena, o codigo PLUTO ¢é altamente portatil, podendo ser
rodado em computadores pessoais ou em maquinas de alta performance, utilizando
uma paralelizacago MPI. A sua disponibilizacao é feita pela Universita Degli Studi

di Torino.
E4 OTTO MHD-2D

Esse codigo é disponibilizado na pagina do A. Otto® e tem o objetivo de perfor-
mar uma simulacado MHD de processos basicos na magnetosfera, como a entrada

de plasma proveniente do vento solar e a liberagao de energia na cauda magné-

2http://plutocode.ph.unito.it/
3http://how.gi.alaska.edu/ao/2dprog/
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tica. O codigo é composto por 5 modulos: reconexao magnética, instabilidade de
Kelvin-Helmholtz, instabilidade de Raleigh-Taylor, reconexao de causa e plasmoéides

e tearing mode.

Diferente dos codigos Athena e FLASH apresentados anteriormente, o codigo MHD
apresentado nessa se¢ao utiliza uma discretizacao em diferencas finitas. Com isso, sao
adicionados ao modelo outros termos fonte nas equacoes de conservagao de masse
e momento. Esses termos tém o objetivo de evitar o surgimento de oscilagoes na
solugao, mantendo a estabilidade do método. Esses termos nao sao necessarios nos
casos anteriores, pois o método dos volumes finitos é baseado na forma integral de

leis de conservacao.
E.5 BATS-R-US

O c6digo BATS-R-US? (Block-Adaptive-Tree-Solarwind-Roe-Upwind-Scheme) é de-
senvolvido na Universidade de Michigan, pelo grupo de magneto-hidrodindmica com-

putacional. Além disso, faz parte do Space Weather Modeling Framework.

Sua implementacao permite a simulagdo numérica das equagoes MHD em trés di-
mensoes, utilizando uma discretizagao pelo método de volumes finitos e uma aborda-
gem adaptativa de mesh refinement com blocos retangulares. Possui implementacao
paralela utilizando MPI e a linguagem utilizada é FORTRAN90. Além disso, esse
codigo é desenvolvido para realizar simulagdes da magnetosfera no contexto MHD,

permitindo a entrada de dados reais.

4https://ccme.gsfe.nasa.gov/models/modelinfo.php?model=BATS-R-US
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