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RESUMO

Este trabalho aborda o problema da selecdo de proje
tos avaliados por multlplos critérios su3e1tos a restrigdes 1linea
res, onde as variaveis de decisao sao do tipo zevo-um (aceita ou
reJeJta) As avaliacdes dos projetos em cada um dos crlterlos Sao0
feitas usando valores linguisticos ao invés de valores numéricos,
com seu significado representado por conjuntos nebulosos. A deter
minacdo do grau em que uma dada alternativa de selecao de prOJetoq
pertence ao conjunto nebuloso das solucdes nac-dominadas e feita
por um algoritmo de rapida convergenc1a ¢ baixo tempo de processa
ménto em computador. -

ABSTRACT

This paper deals with the multi-criteria project
selection problem subject to linear constraints, with zero-one
decision variables (accept or reject kind). The project appraisals
in each criterium are done using linguistic instead of numeric
values, with their meaning represented by fuzzy sets. The
computation of the grade of membership of a given alternative, in
the fuzzy set of all nondominated alternatives, is made by an
algorithm that converges rapidly on the final solution taking very
little computer processing time.

i. INTRODUCAO

O problema da selecdo de projetos (PSP), com multi
plos critérios ponderados e restricdes lineares, pode ser definido

como:

max JKT Cx

(PSP)
suj. a x€X,

onde:

A € o vetor m-dimensional, {Ai}; dos pesos relativos dos cri

térios de avaliacio;



C & a matrix mxn, {c;;}, dos valores dos projetos, segundo
cada critério de avaliacido;

-

LORY

x &€ o vetor de decisdao n-dimensional, {xj}; x,=0,1;

J

LO2Y

X € o conjunto {x le < by xj==0,1};

A € a matriz pxn, {akj}, dos coeficientes das restrigbes 1i
neares; e

b € o vetor p-dimensional, {b,}, das constantes das restri
¢oes lineares.

0 problema PSP, como descrito acima, pode ser resol
vido por um algoritmo {ualquer de programacado inteira zero-um. En
tretanto, quando nao se conhece o vetor A, o problema da selecao
de projetos pode ser transformado num problema com multiplas fun
coes-objetivo (uma para cada critério), agora com a finalidade de
encontrar todas as solucgoes eficientes (nao-dominadas) de um pro
blema descrito por:

max Cx
(PSP'])
suj. a x€ X..

Para a solucdo de PSP' ja foram desenvolvidos alguns
algoritmos — como, por exemplo, aquele apresentado em Bitran (1979) —
que, todavia, requerem grande tempo de processamentc em computador
quando o valor de n se torna alto. Como ilustracado desse fato, os
dados mostrados em Bitran (1979), acerca do desempenho do algorit.
mo 1la apresentado, indicam tempos de processamento acima de 100 se
gundos de CPU, de um computador Burroughs B-6700, na solucdo de
problemas comn=18, m=3 ¢ p=4.

Ainda em Bitran (1979) & utilizada uma variacdo do
algoritmo citado para solucionar um problema originario de ~ PSP',
considerando-se os valores da matriz C como intervalos numeéricos
ao invés de nameros. Esse algoritmo, como o anterjor, apresenta a
limitacdo de nao ser adequado para a solucao de problemas com valo
res de n elevados.

Uma variacdo do problema PSP, que pode ser entendida
como um problema intermediario entre PSP e PSP', & aquela que re
sulta quando se adota a mesma formulacgio de PSP, mas admite-se que



os valores de 5 sejam considerados valores lingiiisticos ao invés
de numéricos. Por exemplo, as avaliagles dos projetos podem ser fei
tas utilizando conceitos lingliisticos tais como: muito baixo, bai
xo, médio, acima de médio, alto etc., tirados de um vocabulario de
finido convenientemente. Esta abordagem, em geral, representa mais
fielmente a situacdo que envolve a selecao de projetos de pesquisa
e desenvolvimento.

Entretanto, o problema assim colocado ainda esta mal
definido; uma melhor definicao desse problema, bem como um algorit
mo para a sua solugcao, sdao 0s tOpicos que Se verao a seguir.

2. 0 PROBLEMA DA SELEC;O DE PROJETOS COM RETORNOS NA FORMA LINGUIS
TICA

Uma vez tendo-se os conceitos lingiiisticos resultan
tes da avaliacao dos projetos em cada um dos critérios, eles podem
sey representados por conjuntos nebulosos para permitir um trata
mento quantitativo do problema. Esta operacao consiste em associar
o conceito lingiiistico a uma escala numérica através de uma funcio
(funcdo de pertinéncia do conjunto nebuloso correspondente) que faz
corresponder a cada vdlor da escala um grau entre zero e um, 0 qual
traduz a compatibilidade daquele valor numérico com o conceito lin
gliistico que ele pretende representar. Por exemplo, o conceito al
to pode ser representado, numa escala de 0 a 10, por um conjunto

nebuloso com funcgio de pertinéncia u dada por:

alto

Magte (W = exp [- (u=10)2/10]; 0 < u < 10.

Considere-se, entdo, para o problema em questdo a se
guinte notacao:

U={u€R|0<suss; e >0})e o conjunto universo sobre o  qual
estio definidos os conjuntos nebulosos associados aos va
lores lingiiisticos dos projetos, em cada um dos crité
rios de avaliacao;

hij(cij) € a funcdo de pertinéncia do conjunto nebuloso, definido
o em U, que representa o valor lingliistico do projeto j em

relacdo ao critério ij; i=1, 2,..., Mm; 3 =1, 2,..., nj

Cij € U;



C € a matriz {cij} que se obtém tomando um particular con

junto de valores para Cij’-i =1, 2,..., m; j=1,2,...,m,

Por outro lado, o problema definido como PSP tem como
objetivo encontrar uma solu¢fo Otima para a situacdo que ele descre
_ve. Este objetivo, entretanto, ndao pode mais ser mantido no proble
ma em questao, a menos que Se estabeleca uma relacao de preferéen
cia muito rigida entre conjuntos nebulosos, o que nao faz parte
dos propositos deste trabalho. Todavia, ainda que de uma forma ndo-
rigida, deve-se estabelecer alguma relacdo de preferéncia entre os
conjuntos nebulosos para permitir uma comparacgao entre alternati
vas de acgio.

Com este*proposito, serdac adotados os conceitos  de
preferéncia nebulosa e dominagao nebulosa, apresentados em Orlovsky
(1980), em razao de seu apelo intuitivo. As definigdes que se  se
guem foram extraidas daquele trabalho.

DEFINICAO: Dados dois conjuntos nebulosos ndo-interativos, defini
dos em Y, com funcoes de pertineéncia v, e v,, entao

n (va,vy) = sup min {vy(y), v2{(z), uw(z,y)} (2.1)
vy,z2, €Y

define o grau de preferéncia do conjunto nebuloso v, sobre v;, on
de:

X € o conjunto das alternativas viaveis (como definido  ante
riormente};

Y é o conjunto universo das estimativas (valores numéricos) as
sociadas as alternativas em X; e

w(z,y) € o grau em que z & preferivel a y.

DEFINICAO: Para um dado conjunto de alternativas X e uma relagao

de preferéncia n a ele associada, define-se como subconjunto de al

ternativas ndo-dominadas o conjunto nebuloso com funcdo de  perti
P ND

nencia n da forma:

AP (x) =1 - sup [n(y,x) -n(x,y)], (2.2)

y €X



onde o valor de nND

(x) € entendido como o grau em que a alternati
va X (x €X) ndo € dominada por qualquer outro elemento doc conjunto
X. Para simplificar a notagao, nND (x) serd denominado grau de ndo-

dominagao de x.

Estas definicbes foram estendidas em Dias Jr. (1983)
para o caso em que 0o$ conjuntos nebuloesos v; e v; sao interativos,
e, quando aplicadas ao problema em questao, tomando-se Y igual a
U, resultam nas seguintes expressdes para ni(x', x2) e VP (x0y

n (x!, x2)

max [ max min {h,.(c,. )37}, (2.3)
2,7, €U ~CeA(z,y) 1i,j -
zZ3y

onde:

n (x*, x?%)

la relagao de preferencia n (vi,vz) em U;

relacdo de preferéncia induzida no conjunto X pe

x!, x2€X;

€ i ..}
C a matriz {clj},

A (z,Y) ={CIEZJ\.Q..)(J.‘ = Z € ZEA.C..XZ.=y; c..GU};
? 13 1°1) 73 i3 171] 7] 1}

min {hij(cij)} = notacdo adotada para representar a operagao

15) min {hy;{c11), hiz2(caz2),..., hmn(cmn)};

nND (x°) = min [max min {hi.(ci.)}:l (2.4)
x €X €ij i,j J J

suj. a 2 Tex® -aTex > 0

cijj €U ¥ i,

x® (dado) € X.

As expressoes (2.3) e (2.4) sao validas somente quando os  conjun
tos nebulosos hij forem normais, istolé, iup hij(cijJ = 1.
ij
Desse modo o problema denominado PSP evoluiu para
o seguinte problema, quando se tomam 0s valores dos projetos expres
s0s por conceitos lingliisticos e se mantém validas as demais carac
teristicas do PSP:



"dada uma alternativa de escolha de projetos (x°), determinar
o seu grau de nao-dominagao nND_ (x%)",

Matematicamente, isto corresponde a resolver o problema descrito em
(2.4).

ND

3. ALGORITMO PARA O CALCULO DE n (x%)

Em Dias Jr. (1983) encontram-se as provas das seguin
tes proposigoes:

PROPOSICAO 3.1: Os problemas (a) e (b) que se seguem tém 0  MmesSmMo
valor otimo.

{a)} min {z(x) = max min {h..(c..)}}
x€X cij 1,7 o4

suj. a aIexe - aTex

W
=

Cij € u ¥y i,j

x° (dado) € X;

(b} max min {hi.(cij)}

¢;5 1.3
suj.aATCx°—ATCan ¥ xeX
cijGU Y 1,]

x? (dado) ¢ X.
PROPOSICAO 3.2: Sejam os problemas Py, P, € P3; descritos abaixo:

(e )]

P,y : m?x [y = min {hlj ij

clj 1,]

suj. a ATex® - aTex?

W
o=

Zleox? - algx? 2 0

o

(@]
"

1
S
@]
9]

3
W

0

x%, x*, x2,..., xP € X (dados)

c.. €U ¥ i,i;



P, max | ¥y = min {h.
ij 1,]
suj. a \Texo -

AL Cx® -
\Lext -
AT(3x° -
x%, xt,...
.. €U
1]

P, : max [y = min {h;
C.. i,j
1]
suj. a ATCxO -

x?, x4 ¢
cij €U

Seja cil.i (i=1,..., m; =
lor Otimo y' > 0, construi

U}

max c. .,

com
1)

min ¢.., com
1]

x3 e X tal que
‘entdo existira uma solucdo

Se existir

W

W

0

2

0

Z

x4 e x (dados)
v i,j;

1]

1j -

jle

T

aex1 z 0

X (dados)

¥ i,j.

1, 2,.
da como se segue:

.+, n) uma solucao de

ij

0; VY i,3.

Teorxe - aTer x4 < 0, onde C'

de P; que também € solucao de P,.

A = {C

- },

1
1]

PROPOSICAO 3.3: Seja o problema:

determinar z*
C. .
13

suj.

max [min {h

1,3
arlcx® - aTex 0

x?, x € X {(dados); x° = X

c.. €U

ij Y 1,).



Supondo que h, . € continua em U, ¥ i,j, entdo dados 0 ¢ z'

" t : .
C' = {Cij} tais que:
cij = max Cij tal que hij(cij)
[] _ -
Cij = min Cij tal que hij(cij)
tém-se:

ATC'}(O - ATC'X

A

0 = 2z* < z',

)\TC'x" - ATC'x > 0 = z*

W
t

T

A C o x? T

ATC'x =0 = z* = 2",

As Proposicdes 3.1, 3.2
mos que se seguem para a determinacao
ALGORITMO 1:

1. Inicialize fazendo th

g 1 e
3 2! se xn =
- » j
o P
2 z', se X3 = 0; ¥V i,j
e
e 3.3 justificam os algorit

de nND x".

= 0 (vetor nulo) e z* = 1,

2., Resolva, utilizando o algoritmo 2, o problema:

2% = max.[miﬁ {hij(cij)}]A
Cij i,j

T

suj. a »" Cx°® - AL ex®t 5 o0

c.. €U v oi,j.

1]

3. Utilize os valores de Cij obtidos no passo 2 e resolva:

y* = max )\TCx-
suj. a x € X
(C € a matriz {ci.});

J

ot

seja x - a solucao otima.

4, Se AT(ZX°= y* entao pare e nND

rio, volte ao passo 2.

(x°) = z*; em caso

contra

(Observe neste algoritmo que ao final do passo 3, na primeira ite

- ot -
racac, X corresponde a uma solucgao com n

ND=1-)



ALGORITMO 2:

1.

2.

Inicialize com a = z*; b = 0; e = erro permitido,

Calcule C;j’ Vi,j de modo que
* * ° _
iy = max Cij’ com hij(cij) 2z, Sse Xj =1 e
* : * .0
Calcule A = AL C* x° - ATQC*th, onde C* = {c;j}.

Se A
se A < 0 entéo‘faga a

0 entao pare;

[t

[H
v

para o passo 5;

*

se A > 0 entao faca b z

¢ va para o passo 5.

Faca zaux = (a+b)/2; se |z* - zaux| < e entado pare; em caso
contrario, faca z* = zaux e volte ac passo 2.

4, EXEMPLO DE APLICACAO

ta que

A utilizacdo efetiva do metodo aqui proposto necessi
estejam disponiveis:

um vocabulario com todos os termos lingiliisticos possiveis,
ou uma regra de construcao desses termos, para representar
as avaliacdes dos projetos candidatos em cada um dos crité

Tios;

as funcoes de pertinéncia correspondentes aos termos lin
giiisticos, determinadas por um consenso de opinioes entre

pessoas participantes do processo; e

um ""tradutor" que, uma vez dados os conceitos lingiisticos,
>

associe a eles as funcdes de pertinéncia correspondentes.

Quanto aos dois primeiros itens, foge aos objetivos

deste trabalho dpresenta-los em sua forma definitiva. Todavia, pa
ra um maior esclarecimento, pode-se encontrar em Dias Jr. (1383) um

vocabulirio com as caracteristicas mencionadas acima.



Quanto ao terceiro item, deve-se ressaltar que o pro
grama de computador que executa os algoritmos 1 e 2, e éncontra-se
em Dias Jr. (1983), nao faz a traducdo automatica dos conceitos
lingiiisticos em funcdes de pertinéncia correspondentes, necessitan
do, portanto, que tais funcoes lhe sejam fornecidas diretamente co
mo dados de entrada.

Tendo em vista esta limitac¢ao operacional, no exem
plo apresentado a seguir associar-se-ao funcdes de pertinencia qua
draticas hipotéticas aos conceitos lingliisticoes, com o iinico obje
tivo de ilustrar o método e sem qualquer intencao de que tais cur
vas representem efetivamente os conceitos correspondentes.

- Para facilitar essa associagao, optou-se pela repre
sentacio de uma curva do tipo a.x® + aiyx + a, atravées de seus para
metros uy;, v, € hm que representam, respectivamente, a menor raiz,

a maior raiz e o valor maximo, como ilustrado na Figura 4.1.

| N
~ 7
0 u, u, 1 Cij

Fig. 4.1 - Representacdo de uma funcao
de pertinencia.’

Como exemplo, considerar-se-ao, entdo, oS seguintcs
dados:

a) n = 5 (nimero de projetos);

b) m 3 (nimero de critérios);

B

¢) uma unica restrig¢do linear, que pode ser uma restricao de

custos, dada por:

50X1+100X2+20x3+40xu+60X5$120;



d) as avaliacoes dos projetos mostradas na Tabela 4.1;

e) as fungoes de pertinéncia, definidas no intervalo [0,1]
(Tabela 4.2), representando os conceitos da Tabela 4.1 (a

rigor as fungoes hiﬁ sao truncadas superiormente no valor

-

1.
TABELA 4.1
AVALIACOES LINGUISTICAS DOS PROJETOS
PROJETO
CRITERIO | PESO . -]
1 2 3 4 5
acima abaixo de
i .2 alto - alto .de médio mas médio
nedio nio-baixo
. - muito Y
2 .5 baixo médio alto baixo medio
acima de midio .
3 .3 medio mas : baixo alto medie
nag-alto | SUPerier
TABELA 4.2
PARAMETROS DAS FUNCOES DE PERTINENCIA

hij Uy Us hm hij_ u, uz hm hij Uy Uz hm
hiy 0,7 1,3 1,0 | hay -0,3 0,3 1,0 | hsy 0,5 0,9 1,0
hya 0,7 1,3 1,0 hz2 0,3 0,7 1,0 | hso 0,% 0,75 1,0
his 0,5 1,5 1,3 hys 0,7 1,3 1,0 ha; -0,3 0,3 1,0
hye 0,1 0,5 1,0} hyy -0,1 0,1 1,0 ] hse 0,7 1,3 1,0
hys 0,3 0,7 1,0 hzs 0,3 0,7 1,0 | hys 0,3 0,7 1,0

A listagem que se segue mostra os valores de AP (x 9)
para varios valores de x° considerados e o nimero de iterac¢oes na
execucao do algoritmo 1 até a obtencdo do valor final de nhD, para
cada caso. O valor de nND esta representado por NETA, e x* € o ve
tor de zeros e uns, onde um valor zerc ou um na i-€simaposicaosig
nifica, respectivamente, que o projeto i nao faz parte ou faz par

te da solucao x°.



ENTRE ¢nM DNs NUMGLE PROJETOS E OHJETIVOS ¢ FORMATD LIVRE
5 3

ENTRE caoM N PESNS RELATIVOS ¢ FORMATD LIVRE

020 0,50 r, 30
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ke® HM = VALUp MAXEMO
uun unaty i
0b7000 1-?“00 1-0\}00
D.7000 12000 1« 300
B.s000 18600 1.3000 "
D.1000 0 e G0 1.0000
0, ani'y ne7LLU 10008
“0.3600 D 2UGY 1.0010
0430006 Be7ishU 1.00600
Cuavnd 1. 3000 1.4000
“0.,1000 D.1500 1.000n
f.a000 Na7800 1.0000
f.g0nn Da0200 1.0000
G.sn0D 0.7500 180010
=0 3000 N, 3Gy 1. 300
0,7000 143000 10000
G000 G,70C0 10000

ENTRE com N& CUSTDS 0GS 2ROJFTOS ¢ FORMATO LIVRE
20,00 100.00 PALER ] 4. 00 60,00
FNTRE £OM o1iAkT. DISPUMIVEL pE RECURSOS 1 FURMATO LIVRE
12C.0n0
ENTRE ¢cnw n £PRO PEAMITING Prso CALCHULY DE NETA FORMATO LIVRE

0., 001000
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00111
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HUMOE TTERACDES = 1

FNTRE cnM SPLUCAD PARA AVALISE f FaRYATO 80711

01100

NETA = b.77a
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16001
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NUHGOE TTEPAENES © 1

5. ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Os Algoritmos 1 e 2 foram programados em FORTRAN pa.
ra um computador Burroughs B-6800 e foram feitos alguns testes pa
ra verificar a sua sensibilidade a mudancas nas formas de hij' Fo
ram testadas trés formas diferentes para aquela funcao: triangu
lar, quadratica e normal. Dos resultados obtidos com cerca de 80

ND para cada um

testes, onde cada teste correspondeu ao calculo de n
dos trés tipos de curva utilizados, observou-se que os algoritmos
s3ao pouco sensiveis a forma das funcdes hij no sentido de diferen
ciar entre "boas'" solugbes (por exemplo, nND acima de 0,7) e
"mas' solucdes (por exemplo, nND abaixo de 0,3), que é o seu prin

cipal objetivo.

A velocidade de convergéncia para a solucao final,nos
testes realizados, foi extremamente alta, nio tendo sido necessa
rias mais de trés iteracSes (trds passagens pelo passo 2 do  Algo
ritmo 1) para chegar & soluclo final de problemas com o nimero de
projetos variando entie 5 e 50, com o.numero de critérios entre 1
e 10, ¢ com.hi, quadraticas. O tempo.de processamento observado, no
caso extremo em que n foi considerado igual a 50, ficou em torno

de 1 segundo.



6. CONCLUSOES

0 algoritmo apresentado tem como principal objetivo
fornecer uma avaliacdo (grau de nao-dominacdo) de uﬁa dada alterna
tiva de selecdao de projetos. A partir deste objetivo, sua wutiliza
cao mais adequada seria complementar e nao substituir dualquer dos
métodos de otimizacdo ja existentes. Neste sentido, o algoritmo po
deria ser utilizado:

- para testar uma solucfo Otima fornecida por um outro modelo
que utilize dados de natureza diversa daquela aqui tratada;

ou

- como parte de um algoritmo mais geral de busca da  solugao
otima (ou solugdes eficientes).

Claramente, trata-se de um resultado ainda bastante
jimitado se comparado com os dos modelos de otimizagao aplicaveis
a situacdes onde as variaveis e parametros sao definidos de forma
precisa e numérica. A razdo disto esta na complexidade computacio
nal apresentada pelos modelos que tratam de variaveis lingtiisti
cas. Todavia, os baixos tempos de processamento obtidos nos testes
do algoritmo apresentado pode ser uma indicacao de que trabalhos
futuros nesta direcdo poderao levar a novos modelos que substituam
com vantagem os modelos atuais, no contexto da Pesquisa e Desenvol
vimento, onde as informacdes disponiveis apresentam-se, na melhor
das hipoteses, de forma imprecisa.
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