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Resumo

O objetivo central desse projeto é modelar e analisar um processo de propagacao de
informacao, com um estudo em epidemiologia, em escala local, a partir de sistemas de
equacoes diferenciais nao-lineares, acopladas e nao-autonomas utilizando parametros que
variam no tempo conforme dados hidrometeorologicos fornecidos pelo Centro Nacional
de Monitoramento e Alertas de Desastres Naturais (CEMADEN). Os primeiros passos
da pesquisa trataram da analise de estabilidade e bifurcagoes de modelos epidemiolégicos
simplificados. A segunda parte foi constituida no desenvolvimento de um modelo préprio,
diferentes simulagoes variando os paraemtros e suas respectivas andlises. Este projeto é
desenvolvido com apoio de uma bolsa de Iniciacao Cientifica pelo Instituto Nacional de

Pesquisas Espaciais (INPE).

Introducao

Os anos de 2017 e 2018 configuram o Biénio da Matematica no Brasil, por isso, nesse
periodo tao importante para a Matematica, é de suma importancia, promover projetos

na area que tenham uma grande relevancia no ambito cientifico, tecnolégico e social.

Dessa maneira, analisando a atual conjectura do mundo globalizado atualmente, po-
demos concluir que, dentre os muitos problemas em pauta, um dos mais discutidos é a
questao da satide. Mais especificamente, os riscos e consequéncias que uma epidemia iria
causar. Levando em consideracao, o constante fluxo de informacao e pessoas ao redor
do globo, uma doenca infecciosa e transmissivel pode rapidamente se espalhar a nivel
mundial em muito pouco tempo, gerando assim, um surto epidémico. Exemplos de crises
epidémicas nao faltam na historia recente da humanidade: a peste bubonica, também
conhecida como peste negra, que assolou o continente europeu durante o século XIV, di-

zimando cerca de um terco da populagao europeia da época; mais recentemente, a gripe



suina e o virus ebola provocaram uma comoc¢ao no mundo inteiro, esse tltimo atingindo
majoritariamente, o continente africano entre 2013 e 2016 e causando mais de 11.000
mortes, segundo a OMS. Mais especificamente, no Brasil, o Zika virus, notificado em ter-
ritorio nacional pela primeira vez em 2015, trouxe consigo efeitos desastrosos para muitas

familias, causando complicagoes na gravidez que culminava na ma formacao do feto.

Outro problema, que a principio nao tem muita relacao com contagios e epidemias,
é o problema de escoamento de dgua nos grandes centros urbanos. O Brasil é um pais
com altos indices pluviométricos nas regides Sul e Sudeste, onde estao concentrados esses
grandes centros, assim, para onde vai esse excesso de agua, é uma questao muito deli-
cada. Um escoamento ineficiente pode gerar enchentes, prejudicando milhares de pessoas.
Segundo o IBGE (2014), enchentes deixaram cerca de 1,4 milhao de desabrigados entre
2008 e 2012 Além disso, pode agravar problemas ambientais, causando deslizamentos de
terra, culminando em prejuizos a estradas, e até mesmo a morte de moradores préximos

a areas de risco.

Dessa forma, um modelo matematico que modele os processos de propagacao citados

acima, se faz necessario para a andlise e prevencao de eventos prejudiciais a sociedade.

O objetivo desse relatorio é apresentar as atividades feitas referente ao projeto na

segunda metade do ano de 2017 e no primeiro semestre de 2018.

Conceitos Estudados

A primeira parte do projeto foi constituida do estudo de conceitos diversos e abran-
gentes nas areas de Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordindrias lineares e nao-lineares

e Epidemiologia.

1. Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Comecando a partir dos conceitos mais basicos de Sistemas de EDOs, foi dedicado



muito estudo ao estudo tedrico dos Sistemas, com foco na parte Teoria Qualitativa
de Sistemas Lineares, ou seja, desde a definicao de pontos fixos, até a analise de
diagramas de bifurcagoes. Comecamos com o estudo de estabilidade linear a partir
dos autovalores de sistemas lineares mais simples; depois foi-se analisado sistemas
nao lineares, mas que sao localmente lineares, e como se pode associd-lo a um
sistema linear mais facil de se obter as caracteristicas de suas solugoes. Por tltimo, o
Método de Lyapunov para analisar a estabilidade de sistemas que nao sao localmente

lineares.

Além disso, conceitos sobre estabilidade estrutural, com foco nas bifurcacoes de
diferentes, assim como estabilidade de Sistemas Nao-Lineares também foram am-
plamente discutidos, ja que formam a base tedrica fundamental para os modelos

desenvolvidos.
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Figura 1: Retrato de Fase de um Sistema de EDOs assintoticamente estavel, com

autovalores complexos e parte real negativa.

2. Epidemiologia
Muito se foi estudado em relagao aos Modelos Compartimentais classicos, que deram
origem a modelagem de processos epidemiolégicos utilizando Sistemas de EDOs, SI,
SIS e SIR, sendo realizado sua andlise desde o inicio, achando os pontos fixos, até
decidir sua estabilidade. Além disso, muitos outros modelos (Figura 2) de diferentes
publicacgoes foram discutidos em conjunto para melhor se decidir que tipo de modelo

e para qual doenca irfamos focar, todos com caracteristicas singulares e levando em



consideracao diversos tipos de parametros.
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Figura 2: Diagrama de como funciona um modelo cléssico de epidemia com
transmissao por vetor. Em que a parte de cima representa as interagoes entre

humanos e a de baixo, as dos vetores transmissores.

Modelos

Os modelos desenvolvidos levam em consideragao a dinamica da populacao de mos-
quitos propagadores (vetores) da Febre Amarela, e foram divididos nos seguintes compar-

timentos:
e [(t): Representa a populacgao de ovos, em um instante t.
e L(t): Representa a populagao larval, em um instante t.
e P(t): Representa a populagao de pupas (casulo), em um instante t.

e M (t): Representa a populagao de mosquitos, em um instante t.



Baseado nesses compartimentos, seguem os diferentes modelos idealizados:

C;f = . M(t) — .. E(t)
ijf — 0, E(t) — 0. L(t)
f;f = 01.L(t) — 0,.P(1)
djf = 0, P(t) — pum-M(t)

Em que os parametros sao os seguintes:

Tabela 1: Resumo dos parametros.

Cif = G M(t) — 0. E(t)

C;f = 0. E(t) — 01.L(t)

C;]; = 0. L(t) — 0,.P(t)
=P 1) — MO

Simbolo Parametro Unidade | Dominio
Oe Taxa de transicao per-capita entre E e L day=! 0,1]
oy Taxa de transicao per-capita entre L e P day=! 0,1]
o Taxa de transicao per-capita entre P e M day=! [0,1]
JTi. Taxa de mortalidade per-capita de M day™* [0,1]
Om Taxa de ovoposicao de um mosquito fémea | day™? (0,00)
kpm, Capacidade de suporte para a populacao M - (0,00)




O, k.
Figura 3: Diagrama representando os modelos acima. A imagem da esquerda representa

o modelo (1), sem o parametro k,, e a da direita, o modelo (2).

Simulacoes & Resultados

As simulagoes e os graficos mostrados abaixo foram feitos no software Berkeley

Madonna.
Modelo 1

O modelo (1), como podemos notar, é um sistema de EDO linear, auténomo, nao
conservativo e acoplado que apresenta apenas um ponto fixo trivial, que seria o ponto
(E,L,P,M)=(0,0,0,0), sem a presenca de mosquitos.

Devido a sua linearidade, segue da resolucao de Sistemas com coeficientes constan-

tes que podemos supor que as solucoes do sistema sao da forma:

x(t) = c1(z11, 212, 713, $14)T-6A1t+02($21, T22, T23, 3U24)T-6’\2t+- A1 (g, T2, Tas, $44)T-6/\4t

Em que ); é um autovalor da matriz dos coeficientes do sistema e (2;1, Zs2, Zi3, Zia)
¢ um autovetor associado ao autovalor \;.

Para calcular os pontos fixos, assumimos ¢,,.f # f,, caso contrario, teriamos
infinitas solugoes para o sistema usado para calculd-los, assim como um autovalor nulo.
Essa suposigao, levou a simulagoes utilizando valores nos parametros encontrados em [9],

e como resultado temos dois casos:



® Se ¢p < i
Todos os autovalores sdo negativos (ou tém parte real negativa), portanto, substituindo-
os na solucao geral do sistema, temos que a solucao como um todo tende a 0, quando
t — 400, pois temos que cada fator separadamente tende a 0 (ja4 que temos e ele-
vado a um numero negativo, ou pela féormula de Euler, o produto de uma funcao
limitada - seno e cosseno - por e elevado a um nimero negativo). O que condiz com
os resultados esperados, ja que o parametro ¢,,.f esta relacionado com o nascimento
de novos mosquitos e j,,, com a morte, portanto, nesse caso, a populacao tende a

voltar ao ponto de equilibrio (0,0,0,0), o que caracteriza um ponto estavel.
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Figura 4: Simulagao para o caso ¢, < fin,.

® Se ¢ > it
Temos um autovalor positivo e outros trés negativos (ou com parte real negativa),
portanto, substituindo-os na solugao geral do sistema, temos que a solucao nao
converge (crescem indefinidamente) quando ¢ — +00, pois temos que os fatores que
dependem de e elevado a um dos autovalores negativos (ou com parte real negativa)
vao para 0, mas aquele que tem o autovalor positivo, faz com que a solugao como um
todo nao convirja para 0. O que, novamente, condiz com os resultados esperados, ja
que nesse caso, a taxa de entrada de novos mosquitos (nascimento) é maior que a de
saida (morte), o que faz com que a populagao cresga indefinidamente, caracterizando

assim, um ponto de equilibrio instavel.



STARTTIME =0
STOPTIME =

Figura 5: Simulagao para o caso ¢, > fin,

Assim, o diagrama abaixo representa o comportamento da populagao de M, de
acordo com o parametro ¢,,. A curva verde representa o ponto fixo trivial. Para o
primeiro caso, as solugoes do sistema sao atraidas para esse ponto de equilibrio. Para o
segundo caso, a populagdo de M (assim como a dos outros compartimentos do sistema)

cresce indefinidamente.
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Figura 6: Diagrama de bifurcacoes para o Modelo 1.

Modelo 2

Para esse modelo, temos um sistema nao-linear devido a quarta equagao, O que

torna a sua resolucao de forma analitica mais complicada. Dois pontos de equilibrio foram



encontrados: novamente o trivial, assim como no Modelo (1) e o ponto (E, L, P, M) =
11 1 1

k. - Ty Ty Ty T
m(¢m ,U/m)(a_e o o, ¢m

caso contrario, terfamos populagao negativa. No geral, é o modelo mais factivel com a

). Consideramos esse ultimo apenas se ¢,, > [, ja4 que,

realidade. Analogamente, podemos dividir os resultados obtidos novamente em dois casos:

® Se ¢ < fim:

Analogo ao mesmo caso no Modelo 1, temos resultados consistentes com os espera-
dos. Como o parametro de entrada do sistema é menor que o de saida e consideramos
apenas um ponto de equilibrio (o trivial), todas as solugoes convergem para este e

é estavel. Como podemos ver na simulagao a seguir para esse caso:

STARTTIME = 0
STOPTIME =
D1 =00

Figura 7: Simulagao para o caso ¢, < fim.

o Se Oy > i

Nesse caso, temos dois pontos de equilibrio. Assim como na simulagao para esse
caso no Modelo 1, o ponto fixo trivial é instavel, contudo, ao invés das populagoes
crescerem indefinidamente, estas sao atridas para o outro ponto de equilibrio, o que

ja é um comportamento mais similar com o que pode acontecer no mundo real.
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Figura 8: Simulagao para o caso ¢, > fin.

Dessa forma, o diagrama a seguir representa novamente, o comportamento da
populagao de M de acordo com o parametro ¢,, e as duas curvas sao os pontos de equilibrio
do sistema. Para o primeiro caso, temos que as solucoes sao atraidas pela curva do ponto
fixo trivial enquanto que no segundo caso, a populacao de M sao repelidas pelo ponto de

equilibrio trivial e atridas pelo outro ponto de equilibrio.
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Figura 9: Diagrama de bifurcagoes para o Modelo 2.

Alteracoes



O projeto inicial previa modelar outros processos de propagacao de informagao, como
problemas de escoamento e enchentes, contudo, devido a uma literatura ampla e diversi-
ficada sobre o assunto, o bolsista junto com seus orientadores decidiram fazer um modelo
para um processo epidemioldgico, apenas, mas com parametros que variam com o tempo,
além de incorporar conceitos recentes relacionados a dinamica do sistema. A alteracao
também se deve ao fato de que o Brasil atualmente passa por um surto de Febre Amarela,
que ja causou 81 mortes desde o comeco de Julho de 2017, e mais de 200, desde 2016,
segundo o Ministério da Saide. Assim a mudanga no projeto é pontual dada a situagao

do pais.

Atividades Realizadas

O bolsista participou de dois grandes eventos mo primeiro periodo da bolsa. O
primeiro foi o XXXVII Congresso Nacional de Matemética Aplicada e Computacional
realizado entre os dias 19 e 22 de Setembro, nas dependéncias do Instituo de Ciéncia e
Tecnologia da UNIFESP, da FATEC e do Parque Tecnoldgico, na cidade de Sao José dos
Campos, onde o bolsista participou como ouvinte e voluntario na organizacao do evento.
O segundo foi o XVII Workshop de Computagao Aplicada realizado entre os dias 20 e
22 de Novembro, nas dependéncias do INPE, no evento o bolsista apresentou um poster
intitulado ”Modelagem Matemaética em Epidemiologia”.

O bolsista também interagiu com um bolsista de doutorado da Alemanha que veio
ao Brasil e ficou entre Novembro e Dezembro de 2017, no ambito de um projeto tematico
FAPESP em que os orientadores participam, e que foi de suma impotancia para o desen-
volvimento do projeto e do bolsista, as reunides em inglés realizadas entre os dois, sobre
o uso de dados de mobilidade em modelos epidemiolégicos.

Jé no segundo semestre de 2018, o projeto foi apresentado no IV Congresso Académico
da Universidade Federal de Sao Paulo, realizado no campus Sao José dos Campos nos dias
11 e 12 de Junho de 2018 e agraciado com um certificado de Mencao Honrosa na area de

Matemaéatica.



Conceitos estudados na IC também foram amplamente utilizados na Unidade Cur-

ricular "Modelagem Computacional” cursada na Universidade Federal de Sao Paulo.

Perspectivas

O modelo desenvolvido em [5] servird de base para o trabalho — trata-se de um sistema
dinamico nao linear, acoplado, nao conservativo e nao autonomo, premiado em Jornada de
Iniciagao Cientifica do IMPA, quando o orientador deste projeto era aluno de graduagao.

O modelo (2) apresentado serd, portanto, modificado para incluir parametros (taxa
de oviposigao, capacidade de suporte do ambiente) que dependem da chuva e temperatura
(e portanto, do tempo), assim como termos nao lineares para os outros compartimentos
do modelo (representando a influéncia do ambiente na sua taxa de crescimento, similar
a equacao 4 dos mosquitos) e as equagoes representando os seres humanos (Suscetiveis,
Infectados, etc).

O CEMADEN ira prover os dados de precipitacao pluviométrica e temperatura
que irao tornar o sistema nao autonomo.

Para comecar com essa nova etapa, considerando a média do acumulado de chuva
dos ultimos 80 anos da cidade de Campinas por més obtemos a seguinte tabela em mm

de chuva:

Tabela 2: Média do acumulado de chuva por més de Campinas, nos tltimos 80 anos.

Jan Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set Out Nov

251,24 | 191,43 | 159 | 69,75 | 61,26 | 51,18 | 32,99 | 30,69 | 63,66 | 122,69 | 145,75 | 207,88

Assim, precisamos aproximamos esses dados discretos para uma fungao continua

que depende do tempo, para podermos incorporar esses dados nas equagoes do Modelo
T

(2). A funcio utilizada foi: f(¢) = 110,275 - cos(gt) + 140, 965. Assim, a capacidade de

suporte do ambiente (k,,) vai agora estar diretamente relacionada a essa fungao e como



podemos ver no grafico a seguir, onde a curva pontilhada em vermelho representa os dados
reais da Tabela (2) e a curva em azul a fungao f, para uma versao inicial, essa apoximagao

por f é satisfatéria.

Average rain's accumulation in Campinas

mm

Figura 10: Gréafico comparativo entre os dados reais (vermelho) e a aproximagao pela

fungao considerada (azul).
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