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INTRODUCAO

Satélites sincronos em Orbitas circulares ou elipticas tem sido de forma bem ampla,
tanto para o uso de missdes militares, abrangendo desde localizacdao de soldados, até envio
de misseis intercontinentais, quanto para o uso civil, em navegacdo, localizagdo por
GPS(Global Positioning System, sigla em inglés), satélites de telecomunicacao, etc.

Desde a década de 60, a unido Soviética vem colocando em Orbita muitos satélites
de comunicagdo, da serie Molniya, com Orbitas altamente excéntricas.

Os satélites sincronos sdo do ponto de vista dindmico os mais complexos, devido
aos harmonicos tesserais do geopotencial que produzem multiplas ressonancias que
interagem provocando movimentos consideravelmente ndo-lineares quando comparados as
oOrbitas ndo ressonantes.

Neste trabalho ¢ proposto levar em consideracdo efeitos dindmicos entre dois
corpos, a Terra e um satélite artificial (Geoestacionario e GPS), onde o potencial da Terra
sera considerado ndo esférico. Isso ¢ feito considerando-se algumas condigdes iniciais, bem
como parametros da geometria do sistema. A ressonancia considerada ¢ a 1:1, o satélite
realiza uma revolu¢do enquanto a Terra realiza uma rotacdo, e a 2:1, o satélite realiza duas
revolugdes enquanto a Terra realiza uma rotag¢do, considerando os harmoénicos zonal e

tesseral no desenvolvimento do geopotencial.



I - INTRODUCAO TEORICA

l. PROBLEMA DE DOIS CORPOS

O problema de dois corpos que descreve a interagdo gravitacional entre dois pontos
de massa, pode ser resolvido analiticamente e a solucao ¢ a equacao geral das conicas. No
entanto, o caso particular mais simples e talvez mais importante do problema de N corpos ¢
0 caso em que N=3, referente ao problema de trés corpos. Mesmo assim nem esse caso

possui uma solucao analitica fechada.
Equacio do movimento

Considerar o movimento de dois corpos de massas m; € mp, com seus respectivos
vetores de posi¢do ry e rz segundo a origem no ponto zero, no espaco inercial. O vetor que
relaciona a posicdo relativa entre a massa m; e my € o r = r; + ry, € como a forca

gravitacional ¢ a conseqiiéncia da aceleragdao das massas, teremos:

MImZ_’_ - (1)

Flszllz/lZ;:mzrz ()
r

Onde G é a constante universal gravitacional e seu valor e G=6,67260x10™"

21 2 .
Nm“Kg™, com isso podemos escrever:

—_ —_

m1r1+m2r2:0 ®)

Integrando duas vezes, teremos:
Myt Myyp,=4 )
mlr1+mzr2:at+b (%)

Onde a e b sdo constantes vetoriais devido a integragdo. Considerar R como o vetor

posicao do centro de massa de m; e m;, teremos:



*=m|r1+m27"2 (6)

R
mtm
Onde podemos escrever:
= a
m.tm,
e

Ro_dtb (8)

mtm,

Isso implica em que o centro de massa se move uniformemente em uma reta com
velocidade constante.
Agora vamos considerar o movimento de m, em relagdo a m;, simplificando o

problema e mostrar a sua parte mais importante. Com isso a equacdo 1 e 2, introduzi-las na

equagdo ~ ;1+772 , teremos a seguinte equacao:

r
A’ pr o ©)
dt r
r P
F
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Figura 1.1. Diagrama de forcas agindo sobre as massas m; € m,, com a posi¢ao dos vetores.



Considerar x#=G(m; + m;) como a constante gaussiana. Como podemos observar

que estd equagdo vetorial apresente derivadas de segunda ordem, para resolvermos ela
precisaremos obter seis constantes, com isso obter a Orbita relativa e obter como o raio r
varia com o tempo.

Como o campo gravitacional ¢ conservativo, ou seja, tanto a energia do sistema
como o momento angular se conservam. Para a conservagdo da energia do sistema,

teremos:

srul=0 (10)
r
Multiplicando por - , teremos:
535 ;> B
rrt ,u? r= 0 (11)

Aplicando s seguintes definigdes algébricas:

> o

rr-vy
yy=vY
rr=rr
Teremos a seguinte equagao:
T
VTt = 0
r
Onde podemos obter:
' r dv 1 dr
vp+u=S=0=>v—+u——
VA a
Onde:
o _dv
dt dt| 2
e
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Onde:

2
alv. _r|_,
el 2 r

Com isso podemos concluir, depois de integrar a equacdo acima, que:

2

gzl—ﬁ=c0nstante (12)

2 r
Chama-se energia mecanica especifica esta equacdo, pois ela ¢ uma constante do
movimento.
Para a conservacao do momento angular(h) — grandeza fisica obtida pelo produto da
massa inercial de um corpo por sua velocidade.
Podemos definir como massa inercial como a razdo entre a forca aplicada a um
corpo pela sua aceleragdo, na fisica Newtoniana, isso e provado fazendo o produto vetorial

de r pela equacao do movimento.

P )= 0

r r
Lembrando que o produto vetorial de dois vetores de mesma dire¢ao produz o vetor
nulo.
rx,=0
d(;x;):;x;+;x;
dt
= i (}7 X ,“;) =0
dt
rxv=h=cte (13)

O termo entre parénteses ¢ uma constante, que € definida pelo produto vetorial entre
r e v, ao plano que contém r e v. Como r e v se mantém perpendicular no mesmo plano,

significa que A ¢ constante.



Figura 1.2. Visualizac¢do dos respectivos vetores v, r ¢ h.

Considerando uma transformag¢do de coordenadas retangulares para polares,
teremos nosso novo sistema ( r , @), referente a uma origem no centro de massa m; e
arbitrario para a correspondente de 6=0.

Podemos notar que hd um movimento o centro de massa de m; e m; no plano

inercial, enquanto que o referencial linear permanece fixo.

A A

Considere p» e @ vetores unitirios de diregdo ao longo da trajetoria do respectivo

vetor direcdo, teremos a seguinte relacio:

A
- A

e 00 r-[rrg e ta(re)lo as



Figura 1.3. Movimento relativo de duas massas, no plano inercial e girante.
. . . 2.0 " . .
Substituindo a expressdo rxp—} por =, 0z onde » € um vetor unitario
perpendicular ao plano da orbita. Pela regra da mao direita, os dois vetores unitarios
formam um triangulo, com isso teremos:
h=r6 (15)
Considerando o movimento das duas massas m; € m, durante um intervalo ot , onde
o tempo inicial € t=0, tem as seguintes coordenadas polares (r, ), com o respectivo o,
essas coordenadas se tornam (r +or, 8+06). Com isso a area de varredura do vetor em

relacdo ao tempo ot € :

16
5Az;r(r+5r)sen56?z;rz50 (16)

Realizando algumas alteragdes , aproximagdes e fazer ot — 0 , nos teremos a
seguinte equagao:
dA_1 do_1, (1)
dt 2 dt 2
Onde h ¢ uma constante, implicando que a area varrida pelo vetor ¢ diretamente
proporcional ao tempo decorrido, ou seja, a velocidade de varredura € constante, como

Kepler pode constatar em seus estudos de um modelo planetario.



Posicao e velocidade de uma o6rbita

Nos podemos obter a equagao escalar do movimento relativo substituicdo a equacao

para p» a partir equacao 14 na equagdo abaixo

p v
ar,r (18)
dt’ r

e comparando as componente y* nos obtemos:

r—ry =t (19)

r

No podemos resolver esta equagdo e encontrar um r em fungdo de @, fazendo a
substituigdo por x=1/r eliminando o tempo e fazendo uso da constante h=,'Q- Para

diferenciar r com o respectivo tempo, nos obtemos:

1 du du 20
p=— Pg=n (20)
u db do
e
du . .du
r=—h Sy =gy LY @D
do do
E com isso nos podemos reescrever desta forma:
du _H (22)
do h
Esta ¢ uma equacao diferencial de segunda ordem com a seguinte solucao geral:
(23)

u =§[I+ecos(t9—w)]

Onde e ¢ a amplitude e @ ¢ a fase, onde sdo duas constantes de integragdo e
substituindo ela por r teremos:

i » (24)
1+ ecos(d — @)

Esta ¢ a equagdo geral das coOnicas em coordenadas polares, onde e ¢ a

excentricidade e p € o semilatus rectun, com isso teremos:

p=h/u (25)



As possiveis formas de conicas:

- Circulo e=0 p=a

- Elipse 0<e<l p=a(l-é’

- Parabola e=1 p=2q

- Hipérbole  e>1 p=a(e’- 1)

Onde “a” ¢ semi-eixo maior da conica. Podemos perceber que dependendo do
angulo que o plano corta o cone, ha a formagdo de certas conicas, por exemplo, para um
circulo o plano corta o cone perpendicular ao eixo do cone.

Lembrando das seguintes relagdes algébricas :

b*=a’(1-¢%)

Substituindo b no semi-eixo menor teremos:

_a(l-¢€) (26)
1+ ecos(6 — o)

Na mecanica celeste e costume o uso de termo em longitude quando referimo-nos
a qualquer angulo que esta sendo medido com o respectiva linha de referencia no espago
inercial, com isso o angulo € ¢ chamado de anomalia verdadeira.
Substituindo f=0—@ na equagdo 26, teremos uma fung¢ao periddica, de periodo
de 7, com isso ela se torna:
_a(l-¢) 27
' 1+ecos(f)
Usando as coordenadas cartesianas do sistema central do centro de massa com os

pontos no pericentro, as componentes de posi¢ao vetorial se tornam:

X = r cos (f)
e
y = r sen(f)

Em uma o6rbita de periodo e area varrida por um vetor radial tem a expressao de
area igual a A=rab, para a elipse. Para a equagdo 17, a area ¢ igual a At/a, e com isso

teremos que 4°= u a(l-¢’), com isso desenvolvendo, teremos:

L 28)
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L. O POTENCIAL GRAVITACIONAL DEVIDO AO ACHATAMENTO

As equagdes do movimento sdo as seguintes(Martins Lara e Antonio Elipe, 2002):

.o . _ (30)
y+ 20x=0Q %
=0, (30)
Onde a funcdo que descreve o potencial total devido ao achatamento é:
(31

1 .
Q — %2 2 + _
2ZU (x y) y(xayaz)
onde Vi due ¢ a parte da que ¢ a energia devido ao potencial gravitacional

com o efeito do achatamento.

2 2 2 2

1 32

. _ﬂMaJ {3cz,zx2y—cz,{1—3i]H (32)
r r 7 2 r

Sendo € a constante gravitacional, r =+/x>+ y”+ z2 € 0 raio da dOrbita do satélite,
X Ty Tz

a ¢ o raio equatorial da Terra e os coeficientes harmonicos sdo C2 o -0,1082630x107 ¢

C2 , =0,1814964x107° (Deprit e Lopez,1996),

Sendo que a energia total do sistema , que € uma constante , pois ¢ um problema de
dois corpos, ¢ :

C=2Q-(x'+y'+7) (33)

Il SATELITES SINCRONOS DE TELECOMUNICAGAO E GPS

Sabemos que a Terra ndo ¢ redonda, ha um achatamento de aproximadamente 20
Km na regido dos polos esse achatamento causa mudangas no seu potencial gravitacional,
tornando-o mais complexo para a efetuar calculos de orbitas ao redor daquele, por isso
levamos em consideracdo esse fendmeno.
GPS ¢ um sistema de abrangéncia global como o nome sugere tem facilitado todas
atividades, tanto militares quanto civis, que necessitam de posicionamento, permitindo que
concepgdes antigas e que de certa forma ficaram estagnadas e até esquecidas no tempo,

pudessem ser colocadas em pratica. Um exemplo disto € o que vem ocorrendo com a



agricultura de precisdo, um conceito estabelecido por volta de 1929, que s6 agora vem
sendo colocado em pratica, gracas a integracao de varias geotecnologias, dentre elas o GPS,
que além de melhoraria da vida, ajuda nas pesquisar de diversas areas como a
geoldgica,ambientais, e outras mais areas de pesquisa.

A concepgdo do sistema GPS permite que um usuario, em qualquer ponto da
superficie terrestre, ou proximo a ela, tenha sempre a disposi¢do de pelo menos 4 satélites
para serem rastreados, permitindo navegagdo,tanto aeroespacial quanto naval, em tempo
real, sob quaisquer condigdes meteoroldgicas.

O principio basico de navegagdo pelo sistema GPS ¢ relativamente simples,
consiste na medida das distancias entre o usudrio e cada um dos satélites rastreadores.
Conhecendo as coordenadas dos satélites em um sistema de referéncia, € possivel calcular
as coordenadas da antena do receptor em terra, no mesmo sistema de referéncia dos
satélites, do ponto de vista geométrico, apenas trés distancias, ndo pertencentes ao
mesmo plano, seriam suficientes para se determinar o posicionamento do usuario.
Neste caso, o problema se reduziria a solucdo de um sistema de trés equacgdes a trés
incognitas, uma quarta medida ¢ necessaria em razdo do nao sincronismo entre os reldgios
dos satélites e dos receptores em poder dos usuarios, devido a forca gravitacional, que

~ A

causa uma fenomeno de “lentidao” do tempo devido a esta, comprovada pela teoria da
relatividade geral, o que adiciona um incognita ao problema.

O GPS disponibiliza dois tipos de servigos, conhecidos por: SPS (Standard
Positioning Service — Servigo de Posicionamento Padrao) e PPS (Precise Positioning
Service — Servico de Posicionamento Preciso). O SPS ¢ um servi¢o de posicionamento e
tempo padrdo que estd disponivel a todos usudrios do globo, sem cobranga de qualquer
taxa. O PPS proporciona melhores resultados, mas ¢ restrito ao uso militar e a usuarios
autorizados.

O funcionamento do GPS ¢ suportado por trés segmentos principais: 0 segmento
espacial, constituido pela constelagdo de satélites e toda a tecnologia de comunicacdo de
dados a partir dos mesmos; o segmento de controle, formado por um conjunto de estagdes
terrestres onde funciona toda a inteligéncia e controle do Sistema; e, o Segmento de

usudrios,constituido pelos receptores GPS e todos as técnicas e processos, empregados

pelos usuérios em suas aplicagdes.

10



II - METODOLOGIA

O objetivo deste estudo € a obtengcdo de mapas que tornam possivel a visualizagao
das regides caoticas e ressonantes de uma determinada oOrbita, neste caso trataremos de
orbitas de satélites artificiais do tipo GPS e Geoestacionario, no que envolve um planeta
nao esférico, neste caso a Terra.

Orbitas ressonantes causam uma serie de problemas, devido a sua complexidade
em encontrar uma solug¢do para um sistema nao-linear de equagdes, pois a sua ressonancia
causa esse tipo de reacdo na orbita.

Para este estudo, consideramos a seguinte configuragao.

Figura 2.1. Condigao inicial.
A partir de agora vamos considerar algumas condigdes iniciais, o satélite sendo
langado na posi¢do no ponto p, tendo como demais condigdes iniciais pontos proximos a

ele,um Ax .
E considerando o sistema contendo uma dada energia, tendo

L FORMULAGAO MATEMATICA

Para a analise do problema e necessario o calculo do raio orbital do satélite GPS,
Geoestacionario, suas respectivas velocidades e energias. Para o calculo do raio orbital

teremos:

Ly (34)

11



Como z33,>>pp. , podemos fazer a seguinte aproximagéo:

4 2
2 T 3
T=2 )4

Comoo 7 =7 _ =27, teremos a seguinte relagéo:

TZXGme B
i
szme[ B
372 =d
16 77

Para esta relacdo veremos que Aers 20030, -

, para o Geoestacionario;

, para o GPS.

(35)

Para a obtermos as velocidades, vamos utilizar o problema circular de dois corpos,

onde:

Como r = a, podemos escrever :

Para a obten¢do da Energia do sistema, vamos utilizar a formula do artigo(Martins

Lara e Antonio Elipe, 2002),onde:

-2
C=2Q_V

Onde Q e a componente do potencial gravitacional levando-se em consideragao o

achatamento da Terra.

Para tanto devido a complexidade do problema e as limitagdes da Secao de
Poincaré, vamos basear nosso estudo duas dimensdes, X e Y, considerando plano 0z, com

isso as equagdes do movimento, considerando r = /x> + y* + ;2 , teremos:

;—230)/:935

y+2ZU).c:Qy

Desenvolvendo as derivadas teremos:

12



pxx 3xpa’(C,, —4C,, ) 15C,, ua’x{x® —y*)

x—2my=0’xa— p 5 7 (36)
- . 3yua’|\C, , +4C 15C, , ua* ylx* —y?
y+2wx=w2xa—’u;x+ ada (2;‘; 22) 15Csak r7y( ') (37)

Com os seus respectivos coeficientes, ao qual os valores estdo na introducao
teorica. Sao essas as equacdes que serdo introduzidas na rotina de integra¢do para obtermos

os valores desejados.
1. FERRAMENTA COMPUTACIONAL E OBTENGAO DE DADOS

A técnica estudada para ser usada no projeto foi a se¢do de Poincaré, ela ¢ uma
ilustracdo das regides regulares e cadticas de um problema de N corpos, ela funciona da

seguinte maneira, ha uma oOrbita, ela passa por varios planos, mas escolhemos um plano

para analisar, por exemplo, X x X .

Como estamos interessados em analisar um plano (neste caso o plano nos eixos X
e na sua respectiva velocidade), o método para isso ¢ uma rotina numérica, onde o objetivo

e analisar se o satélite cruza o respectivo plano.

-
X

Figura 2.2. Representacdo artistica dos que ocorre com uma 6rbita, bidimensional.

E com esses pontos analisar a caracteristica de cada mapa apresenta. Para isso ¢é
utilizadas a linguagem FORTRAN e a rotina modificada CROSS3a.F. O programa

funciona da seguinte maneira:
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1 — Ele recebe de um arquivo de entrada os dados iniciais: Energia do Sistema, letra de
identificacdo, nimero de pontos por condi¢do inicial, nimero de condi¢des iniciais e as
condi¢des iniciais.

2 — Depois ele realiza uma serie de simulagdes numéricas, onde temos integragdes e
métodos para achar os pontos mais proximos ao plano desejado.

3 —Descarrega a informagdes num arquivo de chamado res####&.dat3, onde #### ¢ a
Energia do Sistema e & a letra de identificagdo, ele conte o tempo, a velocidade em X e o
espaco em X, separadas por colunas.

4 —Outro arquivo fornece um relatério sobre o andamento da rotina, se alguma
irregularidade ocorrer, por exemplo, o satélite se aproximou muito da Terra, ou se afastou
muito, ele para as integracdes e fornece nesse arquivo o que ocorreu, o nome desse arquivo

¢ featt#t##&.dat3.

5 — Se gera o grafico de X x X , para analisa-lo e estudar as regides de caos e ndo-caos.

IITI - RESULTADOS

Nesta abordagem, entramos na rotina com as condicdes iniciais dadas da seguinte
maneira, para o raio orbital do satélite geoestacionario, onde esse raio ¢ de
aproximadamente 42164 Km=1 U.A., enquanto que outros parametro como o« (raio

equatorial) ¢=6378 Km=0,1513 U.A., ®=1.0, o x=1 e os demais parametros sdo o0s
mesmo, como C,,,C, .

Com esse pardmetros pudemos calcular a energia do sistema, através da formula
33, e com isso, pudemos confeccionar tabelas com o valor das energias:

Tabela 1: Resultados dos calculos da Energia do Sistema para o Geoestacionario.

Resultado para o Geoestacionario

X Y Z VX Vy Vz Raio C
0,97 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 1,015 | 0,000 | 0,97 1,97185526E+00
0,98 | 0,000 || 0,000 || 0,000 || 1,010 | 0,000 | 0,98 1,98083476E+00
0,99 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 1,005 | 0,000 [ 0,99 1,99022681E+00

1 0,000 | 0,000 | 0,000 | 1,000 | 0,000 1 2,00002503E+00
1,01 || 0,000 || 0,000 || 0,000 | 0,995 [ 0,000 | 1,01 2,01022331E+00
1,02 | 0,000 || 0,000 | 0,000 || 0,990 | 0,000 | 1,02 2,02081575E+00
1,03 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,985 | 0,000 [ 1,03 2,03179669E+00

14



Tabela 1: Resultados dos céalculos da Energia do Sistema para o Geoestacionario.

Resultado para o0 GPS
X Y Z VX Vy \Vz Raio C
0,6 0,000 | 0,000 | 0,000 1,291 0,000 0,6 2,02678256E+00
0,61 | 0,000 | 0,000 | 0,000 1,280 || 0,000 | 0,61 2,01155455E+00
0,62 | 0,000 | 0,000 | 0,000 1,270 || 0,000 | 0,62 1,99740826E+00
0,63 | 0,000 | 0,000 | 0,000 1,260 | 0,000 | 0,63 1,98430170E+00
0,64 | 0,000 | 0,000 | 0,000 1,250 || 0,000 | 0,64 1,97219549E+00
0,65 | 0,000 | 0,000 | 0,000 1,240 || 0,000 | 0,65 1,96105269E+00
0,66 | 0,000 | 0,000 | 0,000 1,231 0,000 | 0,66 1,95083859E+00

Depois de efetuados os calculos, introduziu-se esse parametro na rotina, para
poder avaliar o tipo de Orbita que se formaria, ndo ocorreu nada, ouve uma variagdo muito
grande de energia, causando a parada das integracdes, com isso esses parametros foram re-
calculados, chegando no mesmo resultado, e mesmo assim, nada ocorreu.

Tento em vista que nada que se introduzia na rotina ocasionava algum resultado,
apenas por curiosidade o aumento da energia do sistema, de alguma forma que ndo poderia
ter acontecido, mas ocorreu, as rotinas ndo apresentaram mais essa variagdo brusca de
energia, podendo prosseguir com as rotinas, mas isso foi muito estranho, pois o erro para a
diferenca na Energia do sistema ¢ proximo a 50%, um erro, muito absurdo.

O interessante ¢ que os resultados deveriam ser parecidos com esses obtidos, mas
devido a essa variagdo de energia, isso ndo ¢ possivel, houve algum erro que nao pode ser
detectado.

Logo abaixo uns mapas, um de Geoestacionario e outro do GPS.

15



res3000022A.dat' u ($2):($3)

0.1 F , \ ’ ]

005 | b | ]
o1 | / ]

0.5 1 1 i L 1

X

Figura 3.1. Gréfico da Se¢do de Poincaré para um Satélite Geoestacionario.
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Figura 3.2. Grafico da Se¢do de Poincaré para um Satélite GPS.
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Figura 3.3. Grafico da Se¢do de Poincaré para um Satélite GPS.

IV - CONCLUSAO E RESULTADOS FUTUROS

O estudo aqui sugerido trata-se de algo cotidiano, havendo outros estudos
anteriores que, no qual, podemos adquirir alguma informagdo para a melhoria deste
trabalho.

Os resultados apresentados nesse relatério ndo foram satisfatorios, havendo
problemas em alguns pontos desta pesquisa, havendo muitas incoeréncias com relagdo aos
dados obtidos, ou seja, as Segdes de Poincaré foram obtidas, mas nao a energia do sistema
correta, ele teve de ser aumentada para parametros que chegam a ser absurdos, com erro de
mais de 40%, e com a energia do sistema as, mas com uma pequena alteracdo na rotina,
para ela ignorar a energia contida no sistema, houve resultados mais absurdos.

De uma maneira geral, pode-se concluir que os resultados aqui obtidos ndo sdo
nada satisfatorios e promissores, tendo em vista para a continuacdo desta pesquisa um
estudo tridimensional das orbitas para tirar conclusdes mais satisfatorias, e descobrir o que

ocorreu para esse tipo de resultado ter ocorrido.

17



V - REFERENCIAS

- Murray, C.D. and Dermot, S.F.:1999 ’Solar System Dynamics’

Cambridge University Press. pp. 63-67.

- Winter, O.C. and Murray, C.D.: 1994 ‘Atlas of the Planar, Circular, Restricted
Three-Body Problem. I. Internal Orbits’, Queen Mary and Westfiel College 1994.

- 9°.Escola de Verao ‘Dinamica Orbital & Planetologia’. UNESP-Guaratingueta

- Neto, A.G.S.:2005 ‘Estudo Numérico de Orbitas Ressonantes no Movimento de
Satélites Artificiais’ 4 Congresso Tematico de Dindmica, Controle e Aplicacio.

- Lara, M. and Elipe, A.: 2001, Periodic Orbits Around Geostationary Positions’

18



