Determinag¢io da Esfera de Influéncia em Fungéio das Condigdes de Encontro.

Rosana Ap.&2 ? Nogueira de Araijjo’ (FEG- UNESP Bolsista PIBIC/CNPq)
Dr. Anténio F. Bertachini de A. Prado® (DMC/INPE)

RESUMO

Em problemas envolvendo a delimitagfio da influéncia gravitacional de dois
corpos sobre um terceiro corpo se faz importante a determinaciio de suas esferas de
influéncia.

As esferas de influéncia normalmente adotadas sfio fixas e se baseiam em
pardmetros estaticos como as massas dos corpos envolvidos e a distancia entre eles.
Neste trabalho foi proposto levar em consideragio efeitos dinimicos como a velocidade
relativa anterior a um encontro, entre uma particula e um planeta por exemplo, bem
como pardmetros da geometria desse encontro na determinacidio da esfera de influéncia
de um corpo.

Desta forma foi possivel a obtengfio de uma formulagdo matemitica para o
calculo do raio de influéncia (a partir de que distincia do planeta a particula comeca a
sentir a sua influéncia) em fungfio destes pardmetros, para que seja proporcionada uma
porcentagem de variagiio de energia pré-estabelecida.

O procedimento adotado foi o da simulagio numérica do problema restrito de
trés-corpos, onde ¢ feito um acompanhamento da energia do problema de dois-corpos
{entre os corpos que fazem o encontro). Utilizando a linguagem FORTRAN e o
integrador Gauss-Radau foi redigida uma rotina para realizar as integragdes numéricas.
Esta rotina fornece o valor da energia do problema de dois-corpos para a particula ao
longo do perfodo de integragio quando esta faz uma grande aproximacio com um outro
corpo no decorrer de sua evolugéo orbital.

O desenvolvimento deste trabalho permitiu concluir que de fato o raio da esfera
de influéncia de um corpo que proporciona o efeito de ganho ou de perda de energia
sobre outro de massa muito inferior, esti relacionado com a distancia a que este passa
do outro corpo ¢ de sua velocidade.

O resultado encontrade leva a conclusdo de que a relagio entre esse raio de
influéneia e a velocidade da particula é diretamente proporcional, ou seja, quanto maior
a velocidade, maior deve ser o raio da esfera de influéncia. Isso se deve ao fato de que a
particula de maior velocidade devera sentir a influéncia do outro corpo por mais tempo
para que lhe seja proporcionada a mesma porcentagem de variag@io de energia que
ocorre para o corpo de menor velocidade,

Pretende-se futuramente, através da inclus@io de outros parAmetros, obter uma
fungdo matematica, que possibilite a delimitacio do raio da esfera de influéncia de um
corpo, para diferentes velocidades de eventuais particulas que sofram uma grande
aproximagdo com este.
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INTRODUCAO

Em problemas envolvendo a delimitacéio da influéncia gravitacional de dois corpos
sobre um terceiro corpo se faz importante a determinagfio de suas esferas de influéncia. O
conceito de esfera de influéncia esta relacionado 2 técnica de manobra gravitacionalmente
assistida (Broucke, 1988), e pode ser descrita como, a regifio onde a atragfio gravitacional
de um corpo sobre outro corpo é predominante, em relagiio a atragfio gravitacional de
Outros corpos.

As esferas de influéneia normalmente adotadas sio fixas e se baseiam em
pardmetros estaticos como as massas dos corpos envolvidos e a distdncia entre eles. E
proposto neste trabalho levar em consideragfio efeitos dindmicos como a velocidade relativa
anterior ao encontro, bem como pardmetros da geometria do encontro, na determinagfio da
esfera de influéncia de um corpo.

Desta forma pretende-s¢ obter uma formulaciio matematica para o calculo da esfera
de influéncia em funcfio destes pardmetros.

O procedimento adotado é o da simulagiio numérica do problema restrito de trés-
corpos, onde € feito um acompanhamento da energia do problema de dois-corpos (entre os
corpos que fazem o encontro).

Utilizando a linguagem FORTRAN e o integrador Gauss-Radau foi redigida uma
rotina para realizar as integracdes numéricas.

Esta rotina fornece o valor da energia do problema de dois-corpos para a particula
a0 longo do periodo de integracio, além de diversos outros parimetros que nos permitem
compreender as alteracdes no movimento da particula, quando esta faz uma grande

aproximag¢éo com um outro corpo, no decorrer de sua evolugio orbital.



I- INTRODUCAO TEORICA.

l. O PROBLEMA DE TRES CORPOS.

O problema de dois corpos que descreve a interagio gravitacional entre dois pontos de
massa, pode ser resolvido analiticamente ¢ a solugfio ¢ a equagfio geral das cdnicas. No entanto,
o caso particular mais simples e talvez mais importante do problema de N corpos € o caso em
que N=3, referente ao problema de trés corpos. Mesmo assith nem esse ¢aso possui wma solugio
analitica fechada.

O problema de trés corpos € separado em problema geral dos trés corpos, em que ¢
estudado o movimento das trés particulas interagindo gravitacionalmente entre si, € em problema
restrito de trés corpos.

Existem solu¢des particulares conhecidas para esse caso, como, as solugdes de Lagrange.
O subcaso conhecido como “Problema Restrito de Trés Corpos” € um dos topicos mais
investigados em Mecinica Celeste, existindo uma grande quantidade de trabalhos publicados na
literatura que abordam essc assunto.

. O PROBLEMA CIRCULAR RESTRITO DE TRES CORPOS.

No problema circular restrito de trés corpos, ¢ estudado o movimento de uma particula
mg, de massa desprezivel, que sofre a aglo gravitacional de dois outros corpos m; € my. Os
outros dois corpos tém seu movimento descrito pelo problema de dois corpos.

Como foi considerado que a particula m; possui massa muito pequena em relagio aos
outros dois corpos, podemos dizer que ela ndo perturba o movimento destes, por isso o problema
¢ chamado de restrito. E recebe o nome de circular porque o corpo de massa m; estd em Orbita

circular ao redor do corpo principal ().
Equacdes do movimento.

Considere um sistema de referéncia inercial de coordenadas (£,) centrado no

centro de massa do sistema (ponto Q) , como mostra a Figura (1);



L

Figura 1- Esquema do problema de trés corpos onde os
sistemas de referéncia inercial (&,n ) e girante (x,y ) estio

relacionados. A origem O est4 localizada mo centro de
massa dos dois corpos

Vamos assumir que as duas massas exercem uma for¢a na particula, embora a particula

ndo afete as duas massas.

Sendo, o eixo &, 0 eixo ao longo da linha que une m; a m; no tempo t=0, com 0 ¢ixo T
perpendicular a eles € ac plano orbital das duas massas, € (§;n,) €(&,n,) as coordenadas de my
e mp. Como m; esta em Otbita circular ao redor de m; serd utilizado um sistema conveniente de
unidades de medida de forma que a distincia de separagio entre eles, que é constante, seja a = 1,
e que as unidades de tempo e massa sejam escolhidas de forma que G(m;+my)=1. Nesse sistema
de unidades a terceira Lei de Kepler levaadn= 1. Como m, > m,, sera definido que:

m,

h= (H

m, +m,
de forma que:

wm=l-p, e p,=p (2)

logo: W +F2 =1

As equagdes do movimento da particula, no sistema inercial sio:



L L
3)
H—N -
My =y L0 +u2nz 3‘13
5 L
onde:
1.12 =(E,»1 _gj)l + (Tll —113)2
)]

r22 =(§2 _&3)2 +(M, _T|3)2

e (§;,m,) sdo as coordenadas da particula. Como as massas principais estio se¢ movendo em
orbitas circulares ao redor do centro de massa, a distAncia entre elas € constante. Logo, essas
massas movem-se com velocidade angular também constante. Portanto pode ser considerado o
movimento da particula em um sistema de referéncia que gira junto com as massas principais.

Considerando agora um sistema de coordenadas girantes (x,y) com origem no centro de
massa. A diregfio do eixo x € escolhida de forma que os corpos principais estejam sempre
situados nesse eixo. O eixo y é perpendicular ao eixo x. A figura 1 ilustra essa situagio.

As coordenadas de my € m, sdo (x5,y1) = (—p, 0) e (x2,y2) =(n, 0)
£ =(x+p,)’+y (5)
5 =(x-k)+y

Onde (x,y) sdo as coordenadas da particula em relagéo ao sistema girante.
Estas coordenadas relacionam-se com as coordenadas do sistema inercial através de uma

rotagdo simples, dada pela seguinte matriz de rotagéo:

EY (cosnt —sinnt 0)x
n|=|sinnt cosnt Oy (6)
g 0 0 1 z

Se nés diferenciarmos cada componente dessa matriz duas vezes, obtemos:

€ . X—ny

; cosnt —sinnt 0}

n :[sin nt cosnt Of y+nx )]
‘ 0 0 1 ,

S z



x-2ny-n’x

?’ cosnt —sinnt 0
Tl =

- 0 0 1
5

sinnt  cosnt 0] y+ 2nx- n’y

i

Dessa matriz, concluimos que :

(x—2ny-n*x)cost) —(y+ 2a x—n’y)sen{nt) =| p, X'r; L K, xglf_ xJoos(nt) + [
1

(x— 2ny— n’x)sen(nt) + (y+ 2nx— n’y)cos(nt) = | p, X, iy er; x]sen(nt) - [ul
e 2 r

1,13

':7—3 ysen(nt)

=S5+ !':—32 y(cosnt)

®

®

Multiplicando essas duas equagdes por cos(nt) e sen(nt) respectivamente ¢ somando-as, €

multiplicando a primeira por —sen(nt) e a segunda por cos(nt) e somando-as, obtemos as equagdes

do movimento da particula no sistema girante:

X+, Xy
3 Ha )
1 2

(x-2ny-u’x)=—

(y+2n x—nly)=- (% + %]y
1 2

Podemos escrever essas equagdes na forma:

-2ny =2 ¢ v+ 2nx =200
Y'-ax b4 By
onde:
n’ N
U=s—x?+y)+ L+ 12
2 L 5

(10)

(1)

(12)

(13)



II- METODOLOGIA

Como foi dito anteriormente, as diversas formulagbes matemdticas existentes atualmente
para o calculo da esfera de influéncia de um corpo, levam em consideragio fatores ditos estéticos,
como as massas dos corpos envolvidos e a distidncia entre eles,

No entanto o que se constata € que outros fatores da drbita do corpo m;, como a sua
velocidade ou a distdncia com que esse se aproxima do corpo my, entre outros, sdo fundamentais
nesse tipo de problema, resultando em diferentes variagdes de energia.

Temos por objetivo obter uma fungfio para o caleulo do raio de influéncia de um corpo,
que proporcione uma variagio de energia previamente estabelecida no corpo m; quando este se
encontra no ponto de maior aproximagf#io com © corpo nmy, considerando inicialmente
determinados pardmetros como: a sua massa, a velocidade com que a particula se aproxima deste

¢ 0 pardmetro de aproximacio d .
Para isso, consideramos inicialmente a seguinte configuragio;

y=n
M, 1t v
—
3 x=¢
Baricentro do mz d P(m;}
m, sistema

Figura 2- Condigdio Inicial

A partir de agora, para esse problema, iremos assumir gue m; € o Sol, m; um planeta cuja
massa sera variada, e m; uma particula que orbita ao redor do Sol, mas que em um determinado
momento sofre uma grande aproximagio com o planeta tendo sua energia alterada,

Nessa figura, 1, e y, so respectivamente, a distdncia entre os corpo de massa mp e my
a0 baricentro do sistema, ¢ d é o pardmetro de aproximagdo, que é a distdncia minima de
aproximagfo da particula (P) ao corpo de massa ms.

Observando essa condicfo inicial imposta propositalmente, ¢ mostrada na Figura 2 ,
podemos chegar a algumas conclustes.



Inicialmente o sistema girante (X,y) coincide com o sistema inercial (&,n). Como a

particula € colocada exatamente sobre o eixo X, sua posi¢do inicial nfo terd componente em y,

sendo portanto dada, pela simples soma das distincias u, e d. O mesmo é vélido para a obtengéo

da velocidade da particula, que nessa configuragiio é perpendicular ao eixo x, tendo portanto
somente componentes em y. Assim, as condigdes iniciais do problema podem ser resumidas da

seguinte forma:

x=y +d y=0 (14)

x=0 y=v

. FORMULAGCAO MATEMATICA

Para a analise do problema ¢ necessario o célculo das energias inicial e final da particula,
pois somente assim pode-se afirmar se um corpo esteve, estd ou se ja deixou a regifo de
influéncia de um outro corpo.

Para o calculo dessas energias serd usada a seguinte funcfio, bastante conhecida da

mecéinica celeste:

E=ly2_ B (15)
2 r

Para o célculo da energia da particula em relagfio ao Sol essa funcio fica:

E=%v 2 _Hw (16)

onde:

vps: € a velocidade da particula em relagdo ao Sol, no sistema inercial.
t, : € a distdncia da particula a0 Sol.

Analogamente, para o calculo da energia em relagdo ao planeta, temos:

1 2 uplm
E=_v - ba 17
2w Tytan

onde:

vpp: € a velocidade da particula em relag@o ao planeta no sistema inercial.

I - € a distincia da particula ao planeta.



As velocidades da particula em relagdio ao Sol (vps) e em relagio ao planeta (vpp) sdo
velocidades relativas, e podem ser calculadas atraveés de:

VPS=J(é "‘ipian)2 +(n —‘1pian)2
(18)

vpp =J(é —&sol)? + () - nsol)’

Como pode ser observado, sdo necessdrias as componentes da velocidade da particula

(&m), do planeta (&, Mpma ) € d0 Sol (§4,My, ), no sistema inercial, que devido a
configuragio inicial (figura 2) sdo dadas no sistema girante.
A transformaciio dessas componentes da velocidade da particula do sistema girante para

as do sistema inercial, € possivel utilizando a matriz de rotagéo (7), obtendo-se entdo:

£ = (x ~ ny)cos(nt) - (y + nx)sen(nt)
(19)

ﬁ = (;'( ~ny)senn(nt) + (3} + nx)cos(nt)

Para o célculo das velocidades do planeta e do Sol no sistema inercial, serd feito o

seguinte desenvolvimento geométrico € matematico.

® Para o planeta.

Na figura (3) é demonstrado como se dd a evolugfio orbital do planeta. No sistema

inercial, ele se move com uma velocidade v ao redor do Sol. No sistema girante ele se move em

uma drbita circular em torno do baricentro do sistema, estando parade em relagéio ao Sol.



'y
y
>
nplan
1 &
ﬁp Planeta
. > &

Bariceniro -
do sistema

Figura 3- Representacgdo da evolugdo orbital do
planeta no sistema girante. Nessa figura
0=90°-nt .

Dessa situa¢do, obtém-se que:

5..,,1,,, = vc08(90°—nt) = v(cos(90° ) cos(nt) + sen{90° )sen(nt))

€ portanto:
& = VSED(0t) 20)
e ainda que:
7 = vsen(90°—nt) = v(sen(90°) cos(nt) — cos(90° ycos(nt))
e entdo:

Ny =V C0S(n) 1)

® Para o Sol.

A mesma figura pode ser considerada para o cdlculo dos componentes da velocidade do

Sol no sistema inercial, ja que este assim como o planeta também possui movimento circular

em relagdo ao baricentro do sistema. Sendo assim as componentes (£,,M;) também serdo

dadas por:

(22)

&1 = vsen(nt) Ty = ¥ COS(NL)




No sistema girante, a velocidade do Sol e do planeta é nula (eles estdo sobre 0 mesmo
eixo (x), estando portanto parado um em relagéo ao outro).
No sistema inercial, eles movem-se com uma velocidade linear dada por:
v=a@r (23)
em termos orbitais: @=n, e r é a distincia que o corpo se encontra do ponto de rotagéio, sendo
portanto r =y, parao planeta, e r=—pu; para o sol. Substituindo esses valores em (20), (21) ¢ nas
equacdes (22), tem-se que:
v=ny, (planeta) (24)
v=np, (Sol)
Substituindo (22) em (18, 19 ¢ 20), chegamos em:

‘ipm = p,sen(nt)

C— @)

%m, = —,sen(nt)

ﬁml = —1, cos(nt)

Com o calculo dessas componentes da velocidade do planeta e do Sol no sistema inercial,
¢ possivel voltar em (18) e obter as velocidades relativas da particula em relagdo ao planeta e ao

Sol (vps € Vyp), € por fim calcular a energia da particula em relagiio ac plancta (Epan) € em relagdo
ao Sol (Esop).

Il. FERRAMENTA COMPUTACIONAL

Como estamos interessados na variagio de energia sofrida por uma particula quando ela
eventualmente sofre uma grande aproximagio com um corpo bastante massivo, como um planeta,
iremos observar como varia a sua energia em relagfo ao Sol, isto porque o corpo tem uma drbita
ao redor do Sol, que dependendo da variagdo de energia proporcionada por um encontro préximo
sera alterada.

Se o corpo ndio sente a influéncia do planeta, a sua Orbita permanece a mesma, € portanto

ndo havers varia¢io de energia em relagdo ao sol



Ent#o, utilizando a linguagem FORTRAN e o integrador Gauss-Radau foi redigida uma
rotina para realizar integragBes numéricas que forneca o valor da energia do problema de dois-
corpos para a particula ao longo do periodo de integraggo.

Neste programa entramos com as condi¢des iniciais dadas por (14), e¢ variamos o
pardmetro de aproximagdo d ¢ a velocidade da particula v.

O método usado consiste em fixar uma veloctdade e variar o d até um valor para o qual a
energia varie uma porcentagem pré-estabelecida. Quando isso acontecer, é possivel obter através
dos dados gerados na integracdio, o instante em que a energia deixou de variar, ficando dai em
diante constante com um valor acrescido da porcentagem

E possivel também obter a distincia r, € a velocidade da particula exatamente nesse
instante em que a energia deixa de variar. Como esse valor de r; corresponde exatamente ao
ponto em que m; deixa de sentir a influéncia do corpo my, iremos assumir que esse valor

corresponde ao limite do raio de influéncia do corpo mp como mostra a figura 4.

A

Planeta

Figura 4- No ponto A a particula est4 a uma
distancia r; do planeta. A partir desse ponto a
sua energia passa a ser constante. Por isso esse
valor de r; passa a ser considerado o limite do

raio de influéncia do planeta

Construindo um grafico com virios valores desse raio de influéncia em fungfio da
velocidade nesse ponto, é possivel observar 0 seu comportamento, possibilitando a posterior
formulagdo matemAtica desejada, que fornecerd o raio de influéncia em fungéo da velocidade da

particula.

10



E possivel também obter vérios dados como as componentes X € y, & € n que permitem

observar como a trajetoria da particula evolui ao longo da integragéo.

. OBTENGAO DOS DADOS

Apbs a integracdio € criado um arquivo que mostra como as varidveis X, ¥, &, N, Epian,
Esol, V, Iz, variam com o tempo.

Além disso é feito também o célculo da razio (o) entre a energia da particula em relagéo
ao Sol no ponto de maior aproximagio (chamada Eipiciat) € da energia da particula em refagéo ao
Sol no ponto em que a particula deixa de sentir a influéncia do planeta.

Foram estabelecidos dois pardmetros que determinam se a particula esta ou nédo sob a
influéncia do planeta. Em um primeiro caso é considerado que a particitla estd sob a influéncia do
planeta se a variacfio de sua energia for de 1% (e portanto a razfio 6 =Eygcry /Epps, =0.9900), €

num outro caso se a variagio for de 10% (e portanto a raziio 6 =E ycia / Egya, = 0-9000).

A seguir, na Tabela (1) é demonstrado como os dados s3o organizados apés a integrago,
como ¢ feita a selegfio de r; e da velocidade correspondente para esse ponto.

Ficou definida uma preciséio para a variagdo de quatro casas decimais. Acompanhando na
tabela, a coluna “variagio” é possivel perceber quando a precisio passou a ser menor do que a
estipulada. Nesse ponto assume-se a particula deixou de sentir a presen¢a do planeta, ¢ obtém-se
na mesma linha de dados qual o 1, para o qual isso aconteceu e qual a velocidade que a particula
possuia nesse momento. Esses sfo os valores que serdo usados nos graficos de r; pela velocidade
V.

E importante perceber também que apds esse ponto, a energia da particula em relagdio ao
Sol permaneceu constante (dentro do limite de quatro casas de preciséo), o que também pode ser
percebido nos graficos que seguem apds a Tabela (1).

Neste exemplo apresentado na Tabela (1) a massa do corpo m; foi assumida como sendo
1,0x10%, a velocidade inicial da particula (v) fixada foi de 0,130.

Apés vérios testes, o valor do pardmetro de aproximacio d (1%), que € a distancia para a
qual a variagfio de energia que a particula sofrerd apés o encontro sera de 1%, foi de 0,00236.

A linha destacada na tabela fornece todos os valores das varidveis que caracterizam a

6rbita da particula tanto no sistema girante, quanto no sistema inercial.
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Esses dados possibilitam a construgio de graficos que além de mostrar como a 6rbita da
particula evolui em ambos os sistemas, tarnbém ilustram que de fato, apds determinado ponto, a
particula deixou de ser influenciada pelo planeta.

Segue os grificos da energia da particula em relagdo ao Sol pelo tempo (Eyy x tempo),
dessa mesma energia pela distincia r,, das trajetérias da particula nos sistemas inercial e girante

respectivamente e da variagio da energia da particula em relagio ao plancta também pelo tempo,
para a situagdo exemplificada na tabela anterior.

«0,3560 -
-0,3566 —
-0,3670 —
-0,3575 -
-0,3580 -

-0,3585

Energia Sol

-0,3590

-0,3505
] t=1,26
-0,3600

-0,3605

v ———
0 1 2 3 4 5
Tempo

Figura 5- Energia da particula (Tabela 1) em relagiio ao Sol (Energia Sol) em
fungéo do tempo. A partir de t= 1,26 essa energia passa a ser constante dentro da
preciséo considerada, o que indica que o planeta nZo mais exerce influéncia

significativa.
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-0.3560 —

4
-0,3665 -4
-0,3570 -‘4‘
-0,3575 -
-0,3580 -

=0,3585 -

Energia Sol

-0,3590 -

-0,3595

. 12=0,1790
-0,3800 -

-0,3805 R T —
0.0 05 10 15 2,0 25

2
Figura 6- Varia¢4o da energia da particula (Tabela 1) em relagéo ao Sol em fungdo da
distdncia da particula ao planeta.
Apds o ponto r;= 0,1790 que € a distancia da particula ao planeta no instante t= 1,26

(grafico 1) a energia passa a ser constante ao longo da orbita da particula, indicando
pas ng p
que o planeta deixou de influencia-la significativamente

1.5
1.0

0.5+

Eta

0.0

05 — ’ . .
20 A5 1,0 05 0.0 05 10

Figura 7- Trajetdria da particula (Tabela 1) no sistema inercial para
aproximadamente metade do seu perfodo orbital.
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Energia Planeta

0,04

0.5

1,04

-1,5 5

Figura 8- Trajetéria da particula (Tabela 1) no sistema

girante

2,0+

1,54

1,04

0,5+

0,0+

0,5
-1

Figura 9- Energia da particula (Tabela 1) em relagio ao

[ =2

Tempo

planeta.
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HI- RESULTADOS

Utilizando o procedimento descrito acima, foram feitas intimeras simulages com o
objetivo de analisar qual o comportamento do raio de influéncia de um planeta para particulas
com diferentes velocidades. Essas simulagdes foram feitas, considerando trés diferentes massas
para o planeta, com o qual a particula poderia fazer um encontro préximo e para variagdes da
energia da particula em relagéo ao Sol da ordem de 1% e 10 %.

Cada um desses pontos foram obtidos apdés intimeras tentativas, ja4 gue o procedimento
consiste em fixar uma massa para o planeta e uma velocidade para uma particula. Para essa
situaglio foram testados varios valores para “d” até que fosse encontrado um valor que
proporcionasse a porcentagem de variagfio de energia desejada. Quando esse ponto € encontrado,
¢ possivel através da analise dos dados da integragio obter o exato ponto em que a particula
deixou de sentir a influéncia do corpo dentro de uma precisio determinada, e obter a sua posi¢o
(12) e sua velocidade nesse ponto (mais detalhes mo capitulo I1, item ITI- obtencéo dos dados)

Os resultados dessas simulag@es se encontram nas Tabelas (2), (3), (4), bem como os
graficos e a equagfio matematica que descrevem o seu comportamento.
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Tabela 2- para massa mz= 1,0 x 10°¢

r (1%) v (1%) r (10%) v (10%)
0,0829572 0,0455487 0,0326828 0,0235725
0,0927672 0,0507020 0,0430654 0,0287671
0,1014904 0,0553094 0,0520563 0,0338262
0,1102501 0,0599569 0,0600389 0,0385696
0,1237160 0,0671447 0,0659152 0,0426057
0,1067201 0,0580227 0,0890829 0,0520788
0,1128038 0,0612132 0,0805251 0,0510688
0,1143908 0,0618445 0,0910065 0,0563287
0,1545392 0,0836868 0,1076595 0,0639934
0,1440838 0,0780059 0,0981926 0,0615648
0,1393294 0,0751799 0,1092539 0,0670480
0,1380920 0,0740250 0,1161219 0,0707955
0,1417230 0,0756261 0,1181426 0,0723017
0,1944980 0,1053105 0,1505005 0,0873674
0,1485855 0,0970194 0,1748975 0,0991943
0,1898349 0,1025535 0,1254651 0,0758029
0,1504230 0,0768339 0,1401550 0,0836386
0,3199964 0,1790776 0,1443810 0,0855823
0,1789933 0,0946591 0,1585349 0,0930597
0,1642978 0,0821653 0,1912186 0,1097845
0,1969524 0,1045906 0,1692276 0,0982128
0,2406085 0,1300902 0,1686743 0,0970832
0,1974229 0,1028246 0,1666227 0,0942877
0,1997716 0,1031147 0,1761650 0,0994739
0,1945846 0,0969952 0,1755815 0,0970733
0,2104737 0,1080211 0,1754524 0,0941422
0,3314811 0,1812855 0,2254775 0,1273659
0,2109344 0,1042348 0,2000730 0,1098213
0,2554942 0,1357465 0,3303033 0,1838463
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0,3017504 0,1633177 0,2094910 0,1128217
0,2311166 0,1148906 0,2043510 0,1001567
0,2311121 0,1122221 0,2254796 0,1151358
0,2305108 0,1041037 0,2670497 0,1448830
0,2488962 0,1174106 0,3615074 0,2004893
0,2567109 0,1185050 0,3644703 0,2015393
0,3030779 0,1557145 0,2594385 0,1150642
0,2861922 0,1360834 0,4662167 0,2596212
0,3004233 0,1441030 0,3463523 0,1848372
0,3323402 0,1678292 0,2957243 0,1285978
0,3739738 0,1961378 0,4600826 0,2534841
0,3261243 0,1501325 0,4461255 0,2417704
0,3353815 0,1526099 0,4480929 0,2349240
0,3857186 0,1907656 0,5859298 0,3226941
0,5677082 0,3119538 0,9597130 0,5799350
0,5626895 0,3057207 0,3676304 0,1892031
0,4335387 0,2305156 0,7541722 0,4425820
0,5634240 0,3114552 0,8152104 0,4862421
0,4150723 0,2067464 0,6928531 0,3933427
0,5923742 0,3266579 0,5609961 0,3047137

0,5548746 0,2983045

Os pontos da Tabela (2) fornecem os graficos a seguir, quando a porcentagem de variagéo
de energia estabelecida sofrida pela particula foi de 1% e de 10%.

Aproximando esses pontos por uma reta, foi feito entfio o ajuste linear que forneceu a
funcdo (26) para 1% e (27) para 10%.
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Para variaciio de 1%:

0,34
0,32
0,30
0,28
0.26
0,24
0,22
0,20
0,18
0,16
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0.02

raic 1%

Ty . .. r. v roorr 11
0.05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0.55 0,60 0,65
velocidade

Figura 10- Gréfico do raio de infludncia pela
velocidade da particula. para variacéo de 1%

Que fornece a fungfo do raio de influéncia em funcéio da velocidade:

R =(0,53362 + 0,01011)v + (-0,00318 + 0,00285) (26)

Para variaciio de 10 %

0,60 -
0,56 =

o
0,50
0,45

4
0,40
0,35 -
0,30 4
0,25
0,20 -
0,15 -
0,10
0,05
0,00

raio 10%

- r @t 73 - rrr e g7
0,0 0,1 0,2 0,3 0.4 0.5 06 0,7 0.8 0.9 1.0

velocidade

Figura 11- Grafico do raio de influéncia pela velocidade da particula, para
variacdo de 10%
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Que fomece a fungio do raio de influéncia em funcdo da velocidade:
R =(0,58003 £ 0,00947)v + (-0,00761 £ 0,00365)

Tabela 3- para massa mx= 1,0 x 107°

27

r (1%) v (1%) r (10%) v (10%)
0,0640200 0,1092000 0,0353800 0,0541500
0,0756500 0,1316000 0,0456700 0,0741700
0,0879400 0,1548000 0,0579500 0,0986200
0.1142000 02012000 0,0691200 0,1196000
0,1116000 0.1988000 0,0810500 0,1420000
0,1294000 0,2305000 0,0930400 0,1644000

0,1049000 0,1863000
0,1490000 0,2646000 0.1299000 02320000
0,1683000 0,2976000 0.1366000 0.2447000
0,1795000 0,3175000 0.1625000 0,2004000
0,1762000 0,3145000 0,1528000 0,2735000
0,1969000 0,3493000 0,1706000 0,3058000
0,2001000 0,3564000 0,1895000 0,3391000
0,2222000 0,3932000 0,1823000 0,3268000
0,2831000 0,4853000 0,2357000 0,4171000
0,2861000 0,4931000 0,2165000 0,3873000
0,2445000 0,4338000 0,2444000 0,4346000
0.2495000 0.4433000 0,2474000 0,4410000

0,2439000 0,4363000
0,3405000 0,5789000 02760000 0.4901000
0,3138000 0,5448000 0.3044000 0,5362000
0,3577000 0,6095000 0,3997000 0,6720000
0,4482000 0,7299000 0,2938000 0,5231000
0,4460000 0,7323000 0,4030000 0,6855000
0,3885000 0,6611000 0,3205000 0,5688000
0,4138000 0,6984000 0,3544000 0,6229000
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0,4431000 0,7395000 0,4664000 0,7811000
0,0402700 0,0619700 0,4903000 0,8159000
0,0521100 0,0859500 0,4025000 0,7017000
0,4650000 0,7915000
0,5180000 0,8646000
0,5402000 0,8970000

Os pontos da Tabela (3) fornecem os graficos a seguir, quando a porcentagem de variagio
de energia estabelecida sofrida pela particula foi de 1% e de 10%.

Aproximando esses pontos por uma reta, foi feito entfio o ajuste linear que forneceu a
fungio (28) para 1% ¢ (29) para 10%.

Para variagfio de 1%:

0.5 -
0.4 -

0.3 -

Raio

0,2 1

0.1 4

0.0 T T v ¥ '
2.0 02 0.4 0.8 0.8

Velocidade

Figura 12- Gréfico do raio de influéncia pela velocidade da
particula, para variacdo de 1%

Que fornece a fungiio do raio de influéncia em funcdo da velocidade:

R =(0,60346 + 0,00615)v + (-0,00833 + 0,00274) (28)
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Para variacéo de 10%:

0,6
0,5+
0,4 -

0,3 -

Raio

0.2 4

0,1

0,0

—— y
00 o1 02 03 04 05 08 07 08
Velocidade

Figura 13- Grafico do raio de influéncia pela
velocidade da particula, para variacio de 10%

Que fornece a fungio do raio de influéncia em fungo da velocidade:
(29)

R =(0,59736 £ 0,00536)v + (—0,00878 + 0,00268)
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Tabela 4- para massa my=1,0 x 107

1 (1%) v(1%) r (10%) v (10%)
0,5993337 0,3042961
0,9932683 0,3982822
2,0932651 1,0025231 1,0904404 0,5054489
2,3435513 1,1963967 1,3596717 0,5975977
2,5886322 1,3843134 1,5839032 0,6966769
2,8318327 1,5722027 1,6545871 0,8057615
3,0144151 1,7432597 1,9167883 0,9136363
3,0499093 1,8569972 1,9580542 1,0170007
3,1304935 1,9829014 22214104 1,1369164
3,4255392 2,2067503 2,2511523 1,2325512
3,8220794 2,5200815 2,4118610 1,2556183
1,9314240 0,8990122 2,3820619 1,3393350
2,2158072 1,1003063 2,5672802 1,4589028
2,5087992 1,2989118 2,8740411 1,6921877
2,6230664 1,4551388 3,0210240 1,8103105
2,8519775 1,6350923 2,9429827 1,8511903
3,0256363 1,7987191 3,1985606 2,0075423
3,2923035 2,0036278 3,4652720 2,1801881
3,5509485 2,2205901 3,5536376 2,2804832
3,0045250 1,9025426 3,5311524 2,3288084
1,7392209 0,7929550 3,4673146 2,3539866
4,0279525 2,7493381
3,9537771 2,8292569

Os pontos da Tabela (4) fornecem os graficos a seguir, quando a porcentagem de variagfio
de energia estabelecida sofrida pela particula foi de 1% e de 10%.

Aproximando esses pontos por uma reta, foi feito entdo o ajuste linear que forneceu a
fungdio (30) para 1% e (31) para 10%.
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Para variacéo de 1%:

4,0 -

3,5

3.0

raio

2,5+

2,0 4

1.5
0

T 15 rr-1 L AL

v —T—rT ]
.6 0.8 1,0 1.2 1.4 1,6 1.8 20 22 24 2,6

velocidade

Figura 14- Grafico do raio de influéncia pela velocidade

da particula, para variagéio de 1%

Que fornece a fungfo do raio de influéncia em funcio da velocidade:

Para vari

R =(1,15238 £ 0,03131)v + (0,9375 £ 0,05249) (30)

do de 10%:

Raio

v T T T T T T ¥ T T
0.0 0.5 1.0 1.6 20 25 3.0

Velocidade

Figura 15- Gréfico do raio de influéncia pela
velocidade da particula, para variagdo de 10%
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Que fornece a fungfio do raio de influéncia em fungfio da velocidade:

R = (1,27281 £ 0,04088)v + (0,61192  0,06727) E))

25



IV- CONCLUSAO E RESULTADOS FUTUROS

Neste trabalho foi proposto estudar os efeitos de uma grande aproximagédo entre dois
corpos, sendo a massa de um muito maior em comparagéio a do outro, através da variagio
de energia do problema de dois corpos.

O desenvolvimento deste trabalho permitiu concluir que de fato o raio da esfera de
influéncia de um corpo que proporciona o efeito de ganho ou de perda de energia sobre
outro de massa muito inferior, esta relacionado com a distdncia a que este passa do outro
corpo e de sua velocidade.

O resultado encontrado leva 3 conclusfio de que a relagfio entre esse raio de
influéncia e a velocidade da particula é dirctamente proporcional, ou seja, quanto maior a
velocidade, maior deve ser o raio da esfera de influéneia. Isso se deve ao fato de que a
particula de maior velocidade devers sentir a influéncia do outro corpo por mais tempo para
que lhe seja proporcionada a mesma porcentagem de variagfio de energia que ocorre para o
corpo de menor velocidade.

Este trabalho foi ttil por levar ao entendimento detalhado do comportamento de
uma particula quando esta se aproxima de um planeta por exemplo. No entanto o resultado
encontrado niio é suficiente para dizer em casos gerais se uma particula esta ou nio sob a
influéncia de um corpo, j4 que para a configuragfio adotada todas as particulas sofrerdo a
variag@o de energia pré-estabelecida.

O que se pretende futuramente & estabelecer uma relag#o entre a esfera de influéncia
de corpos com diferentes massas e a velocidade de eventuais particulas que passam 4 sua

volta, de forma a delimitar o raio da esfera de influéncia apenas para algumas velocidades.



