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Dinamica de Atitude de Satélites Artificiais

Fernando Nechar Honain (FEI — UNIFEI)
Orientador: [jar M. da Fonseca (INPE/DMC)

RESUMO

O trabalho trata da dindmica de satélites artificiais em orbita da terra, com enfoque
na dindmica de atitude. A atitude se refere ao movimento rotacional do veiculo
espacial em torno do seu centro de massa, em relagdio a um sistema de eixos
conhecido. O problema de se analisar o0 movimento de atitude de um satélite envolve
a modelagem matematica do veiculo, ou seja, a obten¢do das equag¢les da dindmica
do mesmo. Além disto € preciso trabalhar com as equaces da cinematica, que
envolve a as coordenadas angulares do satélite e a sua taxa de variagdo no tempo.
Tendo em vista uma viséo do problema no espago € no tempo, o trabalho mostra
inicialmente um histérico da era espacial. Em seguida apresenta os conceitos
fundamentais associados a dindmica de atitude. Como os sistemas de referencias sfo
muito importantes nesta area do conhecimento, o trabaltho apresenta um estudo dos
procedimentos de transformagdes de coordenadas de um sistema de referéncia para
outros. Em seguida o trabalho apresenta um estudo do movimento do corpo rigido e a
obtengdo das equacdes de Euler para o movimento do satélite artificial. O estudo
movimento livre de torque finaliza o estudo.
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1. Introducgéo

* Atitude de satélites artificiais — perspectiva histérica (Contar um
pouco da histdria dos satélites — sputnik, explorer | e outros).

 Procedimento para descrever a atitude (a4ngulos, quaternion)

e Em que consiste este trabalho.

2. Conceitos fundamentais:
e Dinamica de atitude
Angulos de atitude
Equagdes da cinematica
Rolamento
Arfagem
Guinada
Quarternion
Sistemas de referéncia orbital
Quantidade de movimento angular (Angular momentum)

3. Equacgdes da Cinematica
e Sistemas de referéncia
* Matrizes de Rotacéo
e Angulos de Euler

4. Movimento do Corpo Rigido — Equagées da Dinamica
* Quantidade de Movimento Angular (Angular Momentum)

» Equagdes de Euler (Derivada temporal da quantidade de movimento
angular)

» Estudo do Movimento Livre de Torque

5. Estudo de Estabilidade

6. Resultados obtidos até o momento.



Fernando Nechar Honain

Cnpg/Pibic — Dinamica de Atitude de Satélites Artificiais

1)Introducéo
1.1) Atitude de Satélites Artificiais — Perspectiva Histérica

A excecao dos experimentos pioneiros com foguetes, do Dr. Robert H. Goddard , nas
decadas de vinte e trinta, o interesse americano pela exploracdo espacial, antes da |l
Guerra Mundial, estava restrito aos clubes amadores e & fértil imaginagao dos escritores de
ficgdo cientifica. Com o advento da guerra, e a demanda militar, tornou-se necessario o
desenvolvimento de armas de longo alcance que pudessem ser usadas contra tanques,
veiculos blindados e submarinos. A ciéncia espacial, um termo pouco utilizado na época,
estava restrita a estudos do tempo e das camadas superiores da atmosfera terrestre através
do uso de balbes e de pequenas sondas-foguete. Embora a idéia de se colocar em 6rbita
satélites artificiais com fins militares e cientificos tenha sido sugerida pelas forcas armadas e
varias agéncias civis, nunca se passou da fase de conversacao.

Ate o final da guerra, o interesse dos Estados Unidos nessa tecnologia, porém, aumentaria
dramaticamente. A causa primordial desse fato foi o impacto causado pelos foguetes
alemaes V-2 nos circulos militares e cientificos americanos. Os militares viram no longo
alcance dos V-2 um novo horizonte na emergente era nuclear, enquanto os cientistas
vislumbravam a possibilidade de leva-lo a ser um instrumento que possibilitasse pesquisas
conduzidas a grandes altitudes, e como o veiculo-protétipo para uma viagem de exploracdo
ao espago. Avidos pelo dinheiro que possibilitaria a continuidade de suas pesquisas, experts
alemaes em foguetes foram contratados pelos Estados Unidos. Além disso, quase cem V-2
foram confiscados apés o término do conflito mundial.

O exército comegou a testar os V-2 em 1946. Cientistas e técnicos alemaes, encabecados
por Wernher von Braun (o "pai" do V-2) trabalharam ao lado dos americanos no sentido de
fazer uso dos V-2 para pesquisa. Pelos préximos cinco anos, equipes do Exército, da
Marinha e da Aerondutica; das industrias espaciais e de universidades coletaram
informagGes acerca dos quarenta langamentos de V-2 realizados no periodo. Enquanto os
testes trouxeram dados pouco Uteis em relagdo a pesquisas em altas altitudes, a énfase foi
dada no longo alcance e poder de fogo dos V-2, facetas Uteis quando relacionadas a defesa
nacional. A medida que o programa espacial ia sofisticando-se, tornou-se evidente que era

necessario um novo local para a realizagdo dos langamentos. A partir de outubro de 1949, o
local utilizado passou a ser o Cabo Canaveral.



O cabo era ideal para langamentos. Ndo havia perigos para comunidades das redondezas,
o clima da regido possibilitava opera¢des durante o ano todo e os foguetes eram lancados
sobre o mar ao invés de areas habitadas. Uma cadeia de ilhas providenciava locais para a
construcao de zonas de rastreamento que seguiriam o progresso dos foguetes apés o
lancamento. Alguns anos mais tarde, esses mesmos critérios foram levados em conta na

selecdo da area adjacente ao Cabo Canaveral (llha de Merrit) para a locac@o do Kennedy
Space Center.

No dia 24 de julho de 1950 uma equipe do exército conduziu o primeiro lancamento a partir
do Cabo Canaveral. O foguete, chamado Bumper 8, era um V-2 modificado. Ele alcancou
uma altitude de dezesseis quilometros. As facilidades de lancamento da época contrastam
severamente com as de hoje. Naquele primeiro langamento, os técnicos do exército usaram
um patibulo de pintor para trabalhar no foguete antes do langamento e o centro de controle
foi uma espécie de cabine feita com papel de alcatrao, circundada por sacos de areia.

Pouco mais tarde o exército decidiu dar continuidade ao seus programas no arsenal
Redstone, um antigo centro de desenvolvimento quimico em Huntsville, no Alabama. Os
primeiros projetos desenvolvidos ai foram as constru¢des dos misseis Redstone e Jupiter. O
Redstone era um descendente direto dos V-2 (com alcance de trezentos e trinta e dois

quildmetros) enquanto o Jupiter era uma versdo mais potente do Redstone (com alcance de
dois mil e oitocentos quildmetros).

O exército comegou a testar esses misseis no Cabo Canaveral em agosto de 1953. Cerca
de setenta e cinco técnicos e engenheiros dirigiam em comboio do Alabama ao cabo para
cada teste. La, eles preparavam e langavam o foguete e, logo apés, retornavam ao Alabama
para trabalhar no préximo missil. Quando, mais tarde, o exército contratou a Chrysler Corp.
para produzir os Redstones e os Jupiteres em Michigan, a equipe do Alabama mudou-se
em definitivo para o Cabo Canaveral para conduzir os testes de voo e dar assisténcia ao
pessoal que manusearia essas armas.

No meio da década de cinquenta, a tecnologia espacial nos Estados Unidos atingiu um
estagio onde sérias consideragdes a respeito do lancamento de satélites artificiais a drbita
terrestre estavam sendo feitas. A oportunidade surgiu em julho de 1955, quando o
presidente Dwight D. Eisenhower anunciou que os Estados Unidos colocariam um satélite
em orbita como parte de sua contribuicdo ao Ano Internacional Geofisico (1957-58). A Unido
Soviética também anunciara sua intengdo de orbitar um satélite durante aquele ano,

sugerindo até que a sua Lua artificial seria muito maior do que qualquer uma que os E. U. A.
viessem a lancar.

A competicdo entre as forcas armadas americanas para saber quem teria a honra de
impulsionar o satélite & orbita estava langada. O exército sugeriu o uso de um veiculo
Redstone modificado. A Aerondutica propds o seu Atlas, que ainda estava em fase de
desenvolvimento, e a Marinha expés um modelo melhorado de seu foguete de pesquisa a
grandes altitudes (Viking), que seria chamado Vanguard.

O projeto Vanguard foi selecionado porque oferecia a possibilidade de desenvolvimento de



um foguete cujos sistemas estariam mais voltados para fins civis do que militares. Além
disso, era um projeto cientifico e, ao contrério das propostas do exército e da aeronautica,
teria pouco impacto sobre o desenvolvimento dos misseis balisticos de defesa nacional.

A equipe Vanguard chegou ao Cabo Canaveral ao final de 1955 e iniciou as preparacdes

para o langcamento. Dois Vanguards de teste foram langados em vdos suborbitarios de
sucesso em 1956 e 1957. Ai veio o Sputnik.

O langamento, por parte dos russos, do primeiro satélite artificial, em 4 de outubro de 1957,
ocasionou profundos efeitos no povo americano e nas agéncias governamentais envolvidas
com o desenvolvimento de satélites. Mais do que isso, o tamanho e peso do Sputnik (oitenta
e trés quilos) provaram que os russos tinham desenvolvido foguetes muito mais potentes do
que qualquer um do arsenal americano.

O satélite Sputnik estava a 500 milhas (805Km) de distancia, viajando a 18000 milhas por
hora (28970Km/h), e dava uma volta no mundo a cada 96 minutos. Ele voava sobre os EUA
sete vezes por dia. E 0 som do seu incessante beep fascinava e incomodava.

O nome oficial do satélite era Islustvennyi Sputnik Zemli (homem vigjante do mundo). O
veiculo de langamento era uma versdo de teste do missel balistico Intercontinental
Sovigtico. O Sputnik 2 foi langado em 3 de Novembro de 1957. Ele levava uma cadela
chamada Laika. Instrumentos a bordo mostraram que a Laika sobreviveu no espaco durante
varios dias até o seu fornecimento de oxigénio acabar.

A pressé@o sobre o programa Vanguard era grande. Aumentou mais ainda quando o
secretario de defesa dos E. U. A. pediu ao exército que se preparasse para um lancamento
de satélite para o caso do Vanguard falhar. Apds o sucesso de um terceiro voo de teste, a
equipe Vanguard tentou langar um satélite no dia 6 de dezembro de 1957, pouco mais de
dois meses apos a Sputnik 1. Poucos segundos apés o acionamento dos motores, quando a
Vanguard estava a cerca de 1. 2 metros do chéo, seu foguete perdeu forca, caindo de volta
na area de langamento. A explosao transformou a Vanguard numa bola de fogo que feriu
profundamente a confianga americana. Antes que a equipe Vanguard pudesse preparar um
segundo langamento, o exército decolou o seu satélite Explorer 1 e colocou-o em 6rbita no
dia 31 de janeiro de 1958, usando um foguete Jupiter-C modificado como veiculo de
langamento, chamado Juno 1. Os Estados Unidos estavam no espago. A Explorer 1 tinha
em qualidade o que Ihe faltava em tamanho. Um experimento de bordo, designado pelo Dr.

James Van Allen detectou o cinturédo de radiagéo da Terra, subseqlientemente chamado de
Cinturao de Radiacao Van Allen.

O exército tentaria um segundo lancamento em margo. No entanto, houve uma falha na
ignicdo do quarto estagio do Juno 1. No dia 17 de marco de 1958, a Vanguard colocou o
segundo satélite americano em 6rbita, uma esfera de 1. 6 quilos que permanecera acima de
nos por dois mil anos. Chamado de Vanguard 1, este mintsculo satélite levou ao espaco as
primeiras células solares e é, agora, a mais antiga e menor espagonave em érbita. Embora
O exercito tenha sido o primeiro her6i americano da era espacial, o pessoal do projeto
Vanguard teve a satisfagdo de saber que desenvolveu em tempo recorde (apenas dois



anos, seis meses e oito dias) um veiculo de alta performance, um sistema de tragdo mundial
e uma estacao de instrumentagéo de longo alcance. Mais importante: eles alcancaram seu
objetivo, que era colocar um satélite em rbita durante o Ano Internacional Geofisico.

Em resposta ao sucesso que os Estados Unidos obtiveram com a Explorer e a Vanguard, os
russos langaram o Sputnik 3 em 15 de Maio de 1958.

Cada um dos trés primeiros Sputniks carregavam instrumentos para medir a temperatura e
a densidade da camada superior da atmosfera terrestre. Para completar, o Sputnik 3
carregava o primeiro laboratério espacial, um largo arranjo de instrumentos que podiam
transmitir informagGes sobre o meio ambiente fora do satélite. Energia solar foi usada pela
primeira vez pelo Sputnik 3 para dar energia para os seus instrumentos e seus
transmissores. Desta forma, os russos produziram um extenso clamor que fez os E. U. A.
embarcar num vasto programa espacial. No dia 1 de outubro de 1958, surge a NASA. A
NASA absorveu grande parte da equipe do projeto Vanguard que, ao lado de outros
membros de comunidades cientificas e militares, tornou-se a equipe Goddard, responsavel
pelo langamento da maioria dos programas de satélite pioneiros dos Estados Unidos,
incluindo os primeiros satélites de tempo e de comunicacées do mundo.

Durante esse periodo, o Cabo Canaveral tornou-se uma base de langamentos mais ampla.
O exército continuou testando seus Redstones e Jupiteres e um novo missil de campo
chamado Pershing. A marinha ocupava-se com o desenvolvimento do Polaris, missil que
podia ser lancado de um submarino. A aerondutica desenvolvia o Thor, o Atlas, o Titan e o
Minutemen. O Thor seria, mais tarde, o estagio de propulsdo do Delta, que foi responsavel
pela colocagéo em orbita de mais satélites do que qualquer outro foguete americano. O

Atlas e o Titan seriam usados durante os programas tripulados e nao tripulados da NASA no
futuro.

De 1958 a 1959 a Unido Soviética interrompeu o programa do Sputinik para se
concentrarem na serie de veiculos Luna que foram mandados para a Lua. O programa
Sputnik recomegou com Sputniks 5 até 10, que foram lancados de 1960 a 1961. Os
Sputniks 5, 6, 9 e 10 levavam cachorros, dos quais a maioria reentrou a atmosfera terrestre
seguramente e foram recuperadas. Cada um desses satélites pesava milhares de
quilogramas e foram modelos da espagonave Vostok, o qual viria a levar o primeiro
passageiro humano, Yury Alekseyevich Gagarin, pro espago em Abril de 1961. Os Sputniks
7 e 8, langados em Fevereiro de1961, serviram de plataformas de langamento para a
espaconave Venera, que foi mandada para Vénus. A série Cosmos de espagonaves levou
em frente o trabalho do programa Sputnik a partir de 1961.

1.3) Objetivos deste trabalho: Fazer um estudo da dindmica de atitude de satélites artificiais,
com enfoque nos procedimentos de descricdo do movimento de atitude, na dedugio das
equagdes do movimento, nos tipos de estabilizagdo passiva de atitude (estabilizacdo por
spin e estabilizagdo por gradiente de gravidade). O trabalho apresentarda também uma
discussao sobre as ferramentas de software utilizadas para o estudo da dinamica de atitude.

1.2) Procedimento para a descrever a atitude (angulos, quaternion):



Definem —se dois sistemas de referéncia para o presente estudo. O sistema orbital Ox,Y.Zo,
cujo eixo X, € colinear ao raio vetor que liga o centro da Terra ao Centro de Gravidade do
satélite; Y, é perpendicular a X,, pertencendo ao plano orbital, no sentido do movimento: e
Z, completa o sistema dextrogiro. O sistema Oxyz é fixo no corpo e coincidente com os
eixos principais de inércia do satélite. Ambos os sistemas se relacionam através da matriz

de rotagdo, obtida por meio de trés rotagbes sucessivas de 63, 62 e 61 nos eixos z, y e X,
respectivamente.

2) Conceitos Fundamentais:

2.1) Dinamica de atitude: A dinamica de Atitude é a ciéncia aplicada cujo propésito é
entender e prever como se comporta a orientagdo de uma nave espacial. Desta forma,
atitude de um satélite artificial ¢ a orientagdo de um ou mais eixos do satélite em relagdo a
algum sistema de eixos de referéncia.

Uma parte da tecnologia de aeronaves espaciais procura prever os torques que agem
em uma aeronave especifica e qual atitude do movimento estes torques causarao, incluindo
como minimizar movimentos indesejados através da aplicagdo de estratégias de
concepgoes sutis.

A Dinamica de Atitude, naturalmente néo existe em isoladamente. Ela esta interligada

com muitas outras disciplinas irmas. Algumas das mais importantes interfaces serdo
mostradas a seguir.

>.1.1) Interface Orbit

e Atitude, (dindmica rotacional) e a Dindmica Orbital (dindmica
translacional, ou de translagdo) estdo mutuamente relacionadas. (Isto tende a ser menos
verdadeiro para espagonaves ocasionais, de missdes interplanetarias). Até mesmo se a
gravidade for a unica forga no campo considerado (o problema classico), a dinamica orbital
afeta a dinamica de atitude e vice-versa. Porque a gravidade é uma forca conservativa no
campo, o sistema energético e momento angular sdo conservados. No entanto, o “sistema”
inclui a translagdo e a rotagdo de todo o satélite e é primitivamente gravitacional
(usualmente terrestre). Teoricamente, 0os movimentos translacionais e rotacionais, tanto da
Terra como do satélite sdo mutuamente ligados por interacdes gravitacionais sem
mencionar outros corpos celestiais no sistema solar.

Entretanto, o movimento terrestre é insignificantemente afetado pela presenca de um
pequeno satelite artificial. Apesar disso, permanece a ligagdo entre a translagdo do satélite
(as variaveis orbitais) e a rotagdo de um veiculo espacial (as variaveis de atitude)

Como um exemplo da 6rbita afetando a atitude, os torques que o satélite é submetido
dependem da altitude. Outro exemplo da atitude afetando a 6rbita a navegagdo
interplanetaria solar,utilizando a pressao irradiada e baseada no ajuste de atitude para
produzir a trajetdria descrita.

Apesar destes varios efeitos (indicados pela intersec¢éo da dindmica de atitude de naves
espacnals) e orbitas elipticas, na maioria das andlises dos procedimentos, sdo largamente
|gnorados os efeitos orbitais. Sdo duas justificativas para estes estudos. Primeiro, muitas
naves espaciais sdo também rotacionadas ou guiadas, contendo rotores ou movimentos
giratorios. Para uma boa aproximacéo, estes podem ser analisados como uma convencao,



isoladamente de todas as forgas externas.

O ponto imediato é determinar se ugha deS|gnag basica ddda é estabilizada por
atitude. Se entao, torques externos, se orbitzinente i etrde outro modo, podem ser
admitidos subseqiientemente como distlrbios ou distor¢des. Segundo, para aquelas naves
espaciais as quais contam com um torque circundante para a sua estabilizagdo e para
estender que este torque circundante depende de varidveis orbitais, o efeito da drbita na

atitude € incluido nas andlises. Outros torques sdo novamente considerados como
distor

.1.2) Interface Estrutural

Apesar de corpos reais ndo serem rigidos, a dindmica de atitude de muitas naves
espaciais € estudada em relagdo a um corpo rigido e alguns aspectos da observacdo e
comportamento da orientagdo de veiculos espaciais poder ser explanados nestas bases. A
vantagem de um corpo rigido, para as andlises, é que contribuem, na maioria das partes,
em seis passos do estudo, sendo que somente trés destes séo rotacionais. Um corpo rigido
€ essencialmente uma abstracdo geométrica. Muitos pequenos principios séo
representados. O passo extra e interno do estudo, possuido por um corpo real, contribui
importantemente para a juncédo de efeitos, sendo que o mais importante é a dissipacdo de
energia. A dindmica de atitude a aplica na Segunda Lei do movimento, precisamente
enquanto ignorada a Segunda Lei da Termodinamica. Por outro lado, a andlise estrutural
exata implica num enorme aumento da complexibilidade do modelo matematico, de fato,
para algumas espagonaves, especialmente aquelas de fabricacdo recente e aquelas a
serem brevemente construidas, modelos dindmicos complexos s&o inevitaveis. Porém, um
entendimento dos principios basicos da estabilizagdo passiva requer que somente duas
propriedades gerais da dindmica estrutural que s&o lidadas com: o efeito da dissipagéo da
energia estrutural, sobre a estabilizagdo da atitude de rotagdo (ou rotagéo parcial) da
espagonave e os efeitos adversos dos graus internos de liberdade sobre o eixo maior.

2.1.3) Interface dos Fluidos

A dinamica de fluidos também traz, no assunto de dindmica de atitude de espagonaves
importantes caminhos. A queima de combustivel de propulsdo e o transporte de liquido de
refrigeragéo, para controle térmico sdo exemplos que vem para concentrar nesta conexao.
Desta maneira a dissipagéo de energia é a influéncia mais significativa.

2.1.4) Interface Dindmica

Com relagdo a interface DinAmica, a mesma sera estudada posteriormente, sendo que a
abordagem da Mecénica Vetorial sera feita para analisar a seqiiéncia fundamental de
modelos dinamicos (demonstracdo de importantes principios). Estes modelos basicos sdo

importantes no campo da escolha dos procedimentos dindmicos e as equacgdes do
movimento.

2.1.5) Interface de Estabilidade

Equacdes diferenciais exatas para o movimento de atitude de naves espaciais ndo sdo



lineares e ndo podem ser resolvidas de uma determinada forma. O primeiro passo légico é
localizar o equilibrio, isto €, identificar condigGes sob as quais o sistema ou esta em repouso
ou em movimento uniforme. Cada tal equilibrio sugere um esquema de estabilizacdo
potencial, especialmente se o equilibrio for estavel.

O assunto de Estabilidade é por si mesmo tao sutil, especialmente quando aplicado aos
sistemas mecénicos, onde muitos resultados especificos sdo disponibilizados.

2.1.6) Interface de Controle

Na pratica, ndo ha uma interface reduzida entre a dinamica de atitude de naves espaciais e
o controle de atitude desta nave espacial. As mais modernas espaconaves s&o
estabilizadas através de uma combinagdo de controle passivo (significado dindmico
somente) e controle ativo (significado no sentido de apenas um sensor, um atuador, um
sistema de energia, e controle de ajuste).

2.1.7) Andlises passo a passo por Simulagéo

Muitas das equagdes que regem o movimento de espagonaves nao podem ser
resolvidas analiticamente na sua forma exata. As equagdes cinematicas gerais e equacgdes
gerais de movimento ndo sao propriamente lineares.

Solugdes exatas podem usualmente ser encontradas somente na forma numérica,

atraves de alguns tipos de simulagdo computacional. A saida é essenciaimente numérica,
em qualquer caso.

Rolamento, Arfagem e Guinada sao termos aeronduticos para a rotagdo usando o sistema
de coordenadas Euclideano, (Angulos de Euler), relativos para o local do sistema de
coordenadas de uma aeronave.

2.2) Angulos de Atitude
Quando definimos a orientagdo de um corpo com relagdo a um sistema de referéncia,
uma série de rota¢des puras é usada, e estas resultam em transformacgbes ortogonais. As

rotagbes associadas sdo chamadas de Angulos de Euler, sendo que estas determinam
unicamente a orientacéo do corpo. Por exemplo, representando vetorialmente:

[0 O 0] sera a matriz genérica.

Outros angulos séo representados como segue:
[90 O 0] é arotacdo de 90° no eixo X;
[0 90 0] earotagaode 90%noeixo Y;

[0 O 90]¢é arotacao de 902 no eixo Z.



2.4) Rolamento (Roll) : Movimento da espaconave em torno de seu eixo longitudinal (eixo
Z). Também conhecido por rolagem, bancagem ou inclinagéo lateral, podendo ser feito para
a esquerda ou para a direita.

2.5) Arfagem (Pitch): Movimento da espagonave em torno de seu eixo lateral ou transversal
(eixo X). Pode ser para cima (cabragem) ou para baixo (picagem).

2.6) Guinada (Yaw): Movimento da espagonave em torno de seu eixo vertical (eixo Y),
podendo ser feita para a esquerda ou para a direita.

2.7) Quaternions

O que séo Quatérnions

Quatemions extendem o conceito de rotacdo em trés dimensdes para a rotacdo em quatro
dimensGes. Também sdo denominados Parametros de Euler. As vantagens da utilizacao
dos mesmos séo que estes ndo envolvem fungdes trigonométricas e consomem menor
tempo computacional. Os Parametros de Euler séo definidos por:

q; =e; sen (D/2);

qz = ez sen (D/2),

q3 = ez sen (O/2);

g4 =cos (D/2);

onde:

e;, ez e e3sao as componentes do vetor unitario e, ao longo do eixo de rotacdo e ® o
angulo de rotacgao.

As equacdes cinemadticas, colocadas em fungao dos quatérnions, sdo escritas na forma:
dg/dt = V2 Nq.

Onde:

q=(q1 92 95 q4)"

g1, 92 q3 e q4 satisfazem a relagao

q/2 + q;2 + q32 + q42 =]

e A é dado por:



-q P
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2.9) Quantidade de movimento angular (Angular momentum)

O conceito de momento do momento ou Momento Angular, é outra importante idéia no
desenvolvimento da dindmica da particula e da dinamica do corpo rigido.

Considere uma particula de massa m com momento linear p,

O momento deste momento de um ponto arbitrario O é definido por:

h() = f"me
sendo R=R.+7, entdo vem:

h():l"xmf"f'rmeo



O primeiro termo na direita da equag@o € o momento angular aparente no movimento dos
eixos X, Y, z, e o0 outro termo € a corregao devido ao movimento do ponto O.

A taxa de variagdo de h, é de importancia particular no desenvolvimento das equacdes de
movimento de atitude. Ela esta na forma:

ho =%t(rXInf)—k()er—RDme

Cada termo na direita da equag&o tem um significado fisico. O primeiro é a taxa de variacdo
do momento angular aparente no sistema de referéncia x, y, z. O segundo termo representa
o efeito da aceleragdo do ponto O, e o Ultimo representa a correg¢do devido a velocidade do
ponto O. Esta taxa de variacdo de momento pode ser relacionada com o torque aplicado no
ponto O, definido como Mo. O momento da forga agindo do ponto O até M é definido como:



Mo =rX F
Onde F =mR para este caso. Entdo, M, vem:
M)zl"me =er(R(;+f)

Sendo 7x7 =0, a equacio fica da seguinte forma;

M>=%t(erf)—jéOer

Comparando com a expressao de 4,, fica:

Mo—_—}.l(z‘}‘Roxmi'

Uma importante observagéo pode ser feita imediatamente, com relagéo a este resultado. Se
o ponto O esta fixado no espaco ou r é constante, entédo

Ma—_—}.lo

Se o torque aplicado na equagéo acima é zero, indica que ho é constante, ou seja, o
momento angular do sistema & conservado

3) Equacgdes da Cinematica
3.1) Sistemas de Referéncia

Transformagdes entre sistemas de referéncia séo requisitadas para a resolugéo de muitos
problemas. Tanto os componentes do deslocamento como os da velocidade serdo
expressos em mais de um sistema de coordenadas. Considere a posi¢éo absoluta da
massa m na figura abaixo. Assuma os vetores unitérios para serem I, J, K e i, j, k para 0s
sistemas X, Y Z e x, y, z, respectivamente. Entdo a posicdo de m é R = R, + r, em relacdo ao



sistema x, y, z. Estes vetores podem ser escritos na forma de componentes como:

R=XI+YJ+7ZK
Ro=Xol +YoJ + ZoK
r=xi+yj+k

Cada componente de R pode ser expresa em termos de X, y e z, fazendo o produto escalar
de R e cada um dos vetores unitérios, |, J, e K. Entdo:

RI=X=Xo+xI-i+yl-j+zIk
RJIJ=Y=Yo+xJ -i+yJ -j+zJ k
R-K=Z=Zo+xK-i+yK-j+zK -k

Os produtos escalares I'i, I j, I k, J i, etc sdo os 9 cossenos direcionais representando a
orientagdo de cada eixo de um sistema com relacéo a outro eixo de outro sistema.

Considere uma situagao geral, em duas dimensées, como mostrado na figura. Os cossenos
direcionais sao:

I'i=cosd=Jj

I'j=-senf=-J 1 y -7




SeR=Ro+r, RR)I=XXo=r.ler.I=x.1.i+ylj=xcosd—ysend. Entdo:
X-X, =xcos0 -y senb
De modo analogo:

Y-Y, = xsenf + ycos6

Em notagdo matricial vem:

X-X _ cos@ —gsin@| | x
Y-Y. | |sin@ cos@ b%

Os componentes x e y podem agora ser expressos em termos de X e Y invertendo a matriz
x| | cos@ sinf| | X-X,
y | —sin® cos@| | Y-,

Note que por deslocamento da origem de X, Y, para X,, Y,, uma simples rotagéao
atraves do angulo 8 completa a transformacao.

Desta forma, com este tipo de transformac&o, pode-se transferir de um sistema de
coordenadas ortogonal para outro, através de uma série de puras rotacoes.

de transformacéao:

3.2) Matrizes de Rotagéo — Angulos de Euler

Para definirmos a otientagdo de um corpo, relativo a um sistema de referéncias,
uma série de rotagbes puras é utilizada (matrizes de rotagdo). Estas rotagdes sdo
chamadas de Angulos de Euler. Uma seqliéncia conveniente de sera ilustrada nas
figuras posteriores e podem ser listadas como:



Cada transformag&o é caracterizada como uma transformaco ortogonal:

i cosy seny 0| | X X
7' |=|-seny cosy O |Y|=6-|Y
¢ 0 o 1]z z

1 0 0 g ’

£ £
n|=|0 cos@ senf|- (7' |=y-|7n
{] |0 —sen® cos@| ¢ 4

X cosp seng O | X
y|=|—sen¢g cos¢ O|-|n|=B-7-8|Y
z 0 0o 1]]|¢ Z

Agora € possivel fazer a transformacg&o do sistema X,Y,Z para o sistema X,y,Z por
combinando a seqléncia de rotacgées, isto é:

’

X £ £ X X
y :ﬂ. n :ﬁ. 77' 2,675 Y| =a-| Y
z 4 ¢’ VA 4

Z 4

Vg (T
n
6
n n’
Y Y
X X



(cosg-cosy—seng-cosf-seny) (cosg-seny +seng-cosf-cosy) (seng-send)
o=|(—seng-cosy —cos@-cosf-seny) (—send-seny +cosg-cosd-cosy) (cosd-send)
(sen @ -seny) (—sen@ - cosy) (cos®)

A taxa de variagao dos Angulos de Euler sao dadas por y,6,¢ . O vetor genérico da
velocidade angular pode ser escrito na seguinte forma:

ax

w=|ay
wz

Onde:

a»c=écos¢+y'/sen6?ssen¢
wy:—éssen¢+l//sen9cos¢
a)z:¢+l//cos9

ou

ax senfssen¢g cos¢ Of |y
wy |=| sen@cos¢ —seng O] 6
wz cosé 0 1||¢



1,0,¢ sdo obtidos da seguinte forma:

1

/8 seng cos ¢ 0 ax
0

5 cosp-senfd —seng-send O ||y
) sen —seng-cosf —cos¢-cosf senb| |az

4) Movimento do Corpo Rigido — Equagées da Dinamica
4.1) Quantidade de Movimento Angular (Angular Momentum)

Um tratamento bésico do movimento da particular no espago deveria ser
balanceado com introducéo a dinamica de atitude e as equacgdOes fundamentais do
corpo rigido. Isto sera feito por desenvolvimento de uma expressdo para o
momento angular de um corpo rigido qualquer. Considere a situacéo da figura
abaixo, que o corpo B contém fixado o sistema de coordenadas x, y,Z, € como
centro de massa o ponto O. A particula de massa mi est4 localizada no corpo por
ri e tem velocidade absoluta da forma:

Vi=Vo+ WX+ [Vis

Ro

Onde, Vo= Ro, Vi=Ri e [Vi]s = 0, porque B é rigido. Aplicando a definigdo de
momento angular, para de O até m, fica:



hoi = Vi X mivi =rz><mx(Vo+a)><ri)

Se o corpo esta através de um largo nimero de pequenas massas, © momento
total de O até B é:

ho = zhm = Zrlxmi(Vo+eri)

gue é mais convenientemente escrito como

ho = zrix(a)x ri)mi—VoxEmiri
1 i

Todavia, o centro de massa é definido como um ponto que:
;m,- ri=0

Isto é:

ho = Zir,-x (w x 1) m;

que é verdadeiro se V, = 0, isto &, se o ponto O esta fixado no espaco. Agora, se
mi for uma somatdria de pequenos diferenciais de massa, a expressao fica da
seguinte forma:

ho=jr><(a>><r)dm

B

Isto € valido escrevendo os produtos vetoriais nos componentes x, y,z. Primeiro,
considere o vetor w xr,

wxXr =(wyz — wzy)i+ (wzx — axz) j + (axy — wyx)k

Note que os trés coeficientes sdo os componentes de x, y,z do momento linear de
uma unidade de massa com relagéo a O, respectivamente. Integrando
completamente a expressao, fica:

rx(@xr) =[0: (0 +2) — wy(x3) - 0:(02)]i + [0x(xy) + 0y + 2) — wy(v2)]]
+ [-wx(x2) — w,(vz) + 0% + )]k

Cada coeficiente aqui é o componente do momento angular de x, y ou z. A
integragcdo sobre as dimensGes do corpo é estritamente uma funcdo da
distribuicdo de massas, enquanto os componentes da velocidade angular sdo
independentes da forma do corpo e localizagéo interna. Entdo, qualquer corpo
rigido dado pode ser caracterizado como um grupo de constantes, para o



propdsito de estudo do momento angular e, ultimamente, movimento de atitude.
Estas constantes sao definidas como:

k=ls (y*+2%dm, ly=lg 0C+2})dm, ;=g (@ +y?) dm,

Ixy ,‘-B (Xy) dm, Ixz = IB (XZ) dm, Iyz = IB (yZ) dm,

Onde Iy, ly, I, sdo os momentos de inércia do corpo em relagéo aos eixos X, y,z,
respectivamente, € lyy, Ix, |y, S80 0s produtos de inércia de B. Note que by = lyx, ©
Ixz = lzx, € ly; = lzy, € que os produtos de inércia devem ser positivos ou negativos,
enquanto que os momentos de inércia nunca podem ser negativos. Finalmente, a
equacao do momento angular de B na equagao fica:

ho = hyi + hyj + hk

onde os components deste vetor sdo definidos como:
hy = 1xx — LWy — LW,

hy = - Lywx + lywy — lyw,

hz = -lzWyx =lyzy + 1w,

Na forma matricial podem ser escritos como:

hx I  —-ky —-Dkz||ax
ho=\hy|=|-Lky I bz || oy
hz -Ixz -z I ax

A matriz contendo os momentos e produtos de inércia € denominada I. Da mesma
forma, os outros termos da equagéo sdo denominados h e w. Assim, a equacgao
fica na forma simples:

h=1ow

4.2) Equacéo de Euler (Derivada Temporal da Quantidade de Movimento Angular)



Uma discuss@o de momento do corpo rigido é seguida pelo desenvolvimento

das equacgdes gerais de movimento de atitude. Comecando, referindo-se a
equacao:

M} = ]’.lr)

para reacao de um torque sobre um ponto, a taxa de variagdo do momento
angular relativo a este ponto. O resultado ¢ valido para um corpo rigido quando o

ponto de interesse é também fixado no espago ou o centro de massa. Torques
devem ser aplicados através do centro de massa ent3o:

m=9
dt
M:[—h}+a)xh
dt

M = (b + oh: - @:hy)i + (hy + wohs — axh:) j + (fz: + axhy — wyh:)k

A equagdo acima representa as trés equagdes diferenciais aplicadas aos
componentes X, y,z para 0 momento angular

Mx = hx + wyhz — axhy

My = hy + axhx — axhz

Mz = hz + axchy — wyhx

Estas equagdes sédo conhecidas como equag¢ées do Momento de Euler. Entdo o
movimento geral de atitude de um corpo rigido pode ser modelado por estas trés
equacdes. Entretanto, n&o é uma solugéo geral, porque M n&o esté especificado.

4.3) Estudo do Movimento Livre de Torque

Neste topico sera estudado o Torque Livre de movimento de atitude, somente
em casos em que M = 0. Primeiro, para simplificar as equagées, assuma que o
sistema de referéncia do corpo coincida com o eixo principal:

M1 = Iol + @2w3(13 - 12)
M2 = 1202 + olo3(I1- I3)
M3 = [303 + wlw2(12 - 1)



Entao, iguale todos os componentes do torque igual a zero e considere o simples
caso do eixo de simetria, que requer que |4 = I

Nél+ I3 - Ia2w3 =0
Né2 - (13- Mwlw3 =0
3@3=0

Da ultima equacgéo, w3 = n = constante
Isto permite a linearizagdo das outras duas equagdes:

wl+ w2 =0
@2 - Aol =0

Onde 2 é definido como:

1= 13-11

11
Para resolver estas equagdes simultaneamente, multiplique a primeira por w1 e a
segunda por w2 e some os resultados:

wlol + w202 =0

isto é;:

widw; + wydw; =0
Integrando a expressao:
2 2
w;” + wy" = constante
Isto & reconhecido comoo o quadrado dos componentes w, no plano 1,2, ou seja:
(012 - w/Z + w22
Combinando com a equag&o de w; fica:
o’ = w,;,’ + n’ = constante

Lembrando que h = constante porque M = 0, e note que k; = Liw,, h; = Lw,,
h3 = Lws = Isn, isto evidencia que o componente de hno plano 1,2 é :

hip= Ii(wie; + wzez) = liw;;



e hfica:
h= |1U.)12 + |3003€3

Isto implica que os trés vetores, h, w e e3 se encontram em um plano todas as
vezes, porque w12 & hi2 séo paralelos e ws, hs e e; sdo paralelos. Além disso, h é
fixado no espago, o que requere que este plano rotacione sobre h, a menos que w
seja paralelo a h. Em geral, w e h ndo sédo colineares e 2 cones devem ser usados
para descrever o movimento. A trajetéria de w cria um corpo cénico e um espago

cbnico como representado para um corpo cuja o eixo de simetria coincide com o
eixo maior.

5) Estudo de Estabilidade

7

O objetivo desta parte do trabalho é investigar a Estabilidade do movimento
através de uma aproximagdo analitica. O termo Estabilidade é usado para
descrever o movimento de torque livre.

O movimento é estével se a quantidade de distirbios de amplitudes tiver valores
iniciais. Entédo, se w=wel, com solucdo wi=am,m2=ws=0, esta é a representacao

de um caso geral, onde I;, I; e I; ndo sdo especificados. Se ha perturbagdo no
movimento, entdo wi=awo+ecom @2,w3pequenos em relagdo a ce wmé
constante.

As equacdes do movimento vem:

Lé =(12— I)aws
D2 = (13— IN)(aw + €)ws
Dz =1 — ) + €)an

Termos da ordem de ¢2sdo altos e devem ser ignorados. Entédo, £ é constante.
As equagbes podem ser reescritas da seguinte forma:

Diferenciando fica:

w2+ (= I)(h = ) @2 |2 =0
1213

w3 + 1= D) — I3) - oo |3 =0
1213

Ambas as equagdes representam simples oscilagdes harmdnicas, com a solugdo
geral:



= Q/leiﬂl‘ + Q/Zeﬂj

onde A é definido como:

1o \/(11 ~ YL =13 - w2
VEYE

Se A € imaginario, @y divergird e o movimento serd instavel. Entdo A deve ter valor
real para estabilidade, e j oscilard, satisfazendo os produtos (11-12)(1+-13)>0. O
movimento € estavel, no primeiro eixo, quando 11>/; e /1>/3 ou quando /4</, e I1<ls.
Assim, o movimento sobre o eixo principal maior ou menor é estavel, mas o
movimento sobre o eixo intermediario é instavel.

6) Resultados obtidos até o momento

Foram estudados, os procedimentos necessarios para a determinacao da
Atitude de Satélites Artificiais, deduzindo equacdes e iniciando-se com a
transformagdo do sistema de referéncia inercial para o orbital, utilizando os
angulos de Euler (matrizes de rotagdo) e também quatémnions (Parametros de
Euler). Também foram deduzidas as equacdes da Quantidade de Movimento
Angular (Angular Momentum), Equagdes de Euler (Derivada Temporal da
Quantidade de Movimento Angular) e iniciado o estudo do Movimento Livre de
Torque.

Uma proxima etapa do trabalho seria efetuar uma simulacéo computacional

para a verificacdo dos resultados obtidos através de recursos computacionais
(ambiente Matlab).
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