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RESUMO

Este trabalho trata de algumas solugdes das Equacdes de Einstein: Buracos Negros,
Buracos de Minhoca ("Wormholes") e Motores de Dobra ("Warp Drive"de Alcubierre). Os
aspectos principais sobre a natureza dos buracos negros de Schwarzschild foram estudados,
bem como uma répida revisao sobre a métrica de Kerr e Reissner-Nordstorm.

O projeto, focou-se principalmente em produzir uma modificagdo na métrica dos "Wormho-
les"para um fungdo b(r) = —at =g tal fungdo € uma modificagdo da fungdo dada por (SA-
MANTA,2019); tal modificacido ocorre em €2: o parametro de Densidade dado pela Cosmolo-
gia.



ABSTRACT

This work deals with some solutions of Einstein’s Equations: Black Holes, Wormholes
and the Alcubierre’s Warp Drive . The main aspects about the nature of Schwarzschild black
holes were studied, as well as a quick review of the Kerr and Reissner-Nordstorm geometries.

The project focused on producing a modification in the "Wormholes"metric for a func-
tion b(r) = =g+ such a function is a modification of the function given by (SAMANTA,2019)

; such modification occured with 2: the Density parameter given by Cosmology.
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1 INTRODUCAO

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) foi formulada ha mais de 100 anos atras, em 1915,
pelo fisico alemdo Albert Einstein (EINSTEIN,1905). Muito se fez apds a realizagdo da TRG,
tais como o desenvolvimento do estudo de estrelas e do proprio universo (WEINBERG,1972).
A equag@o mestre da Relativiade Geral é dada entdo por (29), onde suas solu¢des sdo diversas
(STEPHANI,2003) e compreendem entdo as solucdes particulares para o estudo de Buracos
Negros, Buracos de Minhoca e Warp Drives.

Os buracos negros sdo entdao solucdes onde detém interesse astrofisico direto para o
estudo de Quasares e formacdo de galdxias (HARTLE,2014). Em verdade buracos negros,
também, sofrem de problemas intrinsecos (como singularidades) e oferecem o local de estudo
para os limites da TRG.

Os buracos de minhoca surgem da interessante possibilidade de propor uma solucao
particular para as equagdes de Einstein (29) e entdo procurar uma forma do tensor energia-
momento, que deveria ser satisfeita para sustentar tal solucdo. Buracos de Minhoca oferecem,
ulteriormente, a possibilidade tedrica da conexao de duas regides assintoticamente planas, co-
nectadas por uma "ponte".

Por fim, no mesmo espirito dos buracos de minhoca, os "Warp Drives"também oferecem
meios de trabalhar matematicamente e extrair consequéncias interessante sobre a natureza da
gravitacao.

Neste relatério parcial, foi dada €nfase para os buracos de minhoca, pois foi proposta
uma modificacdo em uma funcao particular da solu¢cao de Morris-Thorne (MORRIS e THORNE, 1988),
que possibilitou inserir o pardmetro de densidade €2, para determinar o formato da "ponte"do
Buraco de Minhoca.

O presente relatorio parcial diz respeito entdo a um apanhado geral sobre os principais
pontos da gravitacdo, relatividade especial e relatividade geral; bem como a andlise mais deta-

lhada sobre buracos de minhoca
2 OBJETIVOS

O intuito do presente trabalho € entdo o estudo da Teoria da Relatividade Geral,suas
principais previsoes e a fisica de algumas de suas solucdes: os Buracos Negros, os "Wormho-
les"e o "Warpdrive"de Alcubierre.

Os objetivos especificos sdo entdo tratar de forma precisa (porém introdutéria) interiores
estelares modelados pela solugdo de Schwarschild na presenca de um tensor energia-momentum
nao nulo, o colapso gravitacional, os quatro tipos principais de buracos negros, a estrutura causal

dos espagos-tempos que geram buracos negros e do espaco-tempo de Minkowski, e o carater



exdtico de algumas solugdes da Relatividade Geral com respeito as condigoes de energia.

Para isso, o presente trabalho propde estudar os principais pontos e resultados da Te-
oria da Relatividade Especial (TRE) e da Gravitacdo Newtoniana. Em seguida, a TRG serd
estudada a fim de se analisar suas grandes conclusdes (ndo levando em conta modelos cos-
moldgicos) e a fisica de seis solugdes que satisfazem as Equagdes de Campo de Einstein: a
solucdo de Schwarzschild, a solu¢do de Kerr, a solu¢do de Reissner-Nordstrom, a solugdo de
Kerr-Newman, os "Wormholes"e a solu¢do de Alcubierre no formalismo 3 + 1 ("Warpdrive").

O projeto visa, também, estudar os principais pontos formais da matemdtica utilizada na TRG.
3 METODOLOGIA

Tratando-se de um projeto essencialmente tedrico e, ainda mais, como a teoria que
pretende-se estudar ja € muito bem estabelecida, a metodologia a ser adotada serd entdo es-
tudar o texto tedrico das principais referéncias do levantamento bibliogréfico.

Os materiais necessarios serdo entio os proprios textos das referéncias e eventuais utili-

zacoes de softwares como Maple e Mathematica para o calculo dos tensores geométricos.
4 GRAVITACAO NEWTONIANA

A interacdo gravitacional fora muito bem explicada pela quantidade vetorial chamada

For¢a Gravitacional:

F = —G— 7 (1)

onde G € a constante gravitacional de Newton. O vetor for¢a gravitacional é uma quan-
tidade proveniente da teoria Newtoniana do movimento. Essa quantidade encerra o que € cha-
mada de Lei da Gravitacdo Universal de Newton. A lei da gravitacdo universal nos diz que
uma particula pontual dotada de massa M, no ponto 1 exerce uma forca ﬁg, atrativa, que varia
com o inverso do quadrado da distincia, em uma outra particula de massa m, no ponto 2. Sua
universalidade reside no fato de que todas as particulas dotadas de massa, satisfazem a equagao
acima, ou ainda, produzem naturalmente essa forca.

A partir da equacao (1), define-se o campo gravitacional produzido pela particula dotada

de massa M:

=g 2)

3 |



Essa quantidade definida é a mediadora da forca gravitacional entre as particulas m e
M, isto é a massa M produz um campo mediador da interagdo descrita pela lei da gravitacao
universal. De fato todas as particulas massivas produzem a quantidade que media a interagao
gravitacional pelo universo: o campo gravitacional g. Com essa descri¢do, a no¢do de "forca a
distancia", € substituida pela no¢do de campo mediador desta interacdo.

Agora, como a Forca Gravitacional produzida pela massa M € uma forca conservativa,
tem-se que a equagdo (1) pode ser reescrita em termos de uma fungdo potencial chamada de

Potencial Gravitacional ®:

E, = —mV () 3)

E entdo, utilizando a no¢do de campo gravitacional definida acima, tem-se diretamente

que:

g=—Vo(r) “4)

Como ¢ é um campo radial, ele detém apenas variacdes com respeito a distancia r, e

i1sso implica que (4) € pode ser escrita como:

j= V(i) = i = 5)

= (6)

De modo geral, o potencial € bem mais complicado pois M ndo necessariamente é
pontual, a massa geradora de campo pode estar distribuida ao longo de um volume, o que
implica que o potencial gravitacional é devido a um continuo de massa distribuida ao longo de

um volume:

@z—G//V%dV (7)

Com a nocdo de campo gravitacional devido a uma massa M, pode-se calcular o fluxo

deste campo através de uma superficie S que encerra esta massa geradora de campo :



- yfé (,7)dS ®)

O produto escalar pode ser calculado como:

—GMcos(0)

(7 — 7)1

—

(g,7i) = |g] || cos(0) = )

Entao, o fluxo resulta em:

= 7][& - —GM# cos(f —GM# dQ (10)
[(7% — 71)]

cos(0)

i — )P
A integragao sobre o angulo sélido € igual a 47, por isso, o fluxo fica entdo:

onde df) = 5dS € o elemento de angulo sélido.

I = —GM# dQ) = —GM4r (11)
s

O significado fisico do que foi feito diz respeito ao conceito das linhas de campo do
campo gravitacional,gerado pela massa m, que passam pela superficie que encerra M. Essas
linhas tem a mesma direcao do campo gravitacional, e por isso nos mostram sua intensidade.

Agora, combinando (8) e (11), tem-se:

#(g, 7ydS = —ArGM (12)
S

O resultado desta combinacdo de equacgdes leva entdo a lei de campo fundamental da
gravitacdo (de forma andloga ao campo elétrico gerado por uma carga pontual), a chamada
lei de gauss para a gravitagdo. A interpretacdo fisica por trds de (12) reside em perceber
que o campo gravitacional ¢ é gerado por uma massa (ou carga gravitacional, ou ainda massa
gravitacional) M.

Por outro lado, ao considerar uma distribui¢@o continua de matéria, a quantidade —47G M

deverd ser integrada sobre um volume:

= p(z,y,2)dV = —47TG/// p(r)dV (13)
v

Sendo assim, € possivel escrever:
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y][é (§,7)dS = ///V —ArGp(F)dV (14)

Porém, ao utilizar o teorema da divergéncia em (8), tem-se:

#@,ﬁMS: // V. §dv (15)
S 1%

E assim,

//Vv.gdvz///v—4nap<f)dv — ///V[v.gﬂﬂgpm] V_o a6

Da equacdo (16), conclui-se a forma diferencial da lei de gauss para a gravitacdo, ou

ainda, as equacOes de campo para a intera¢do gravitacional:

V-§=—4nGp(T) (17)

A equagdo (17) € uma equacdo de campo em termos de quantidades vetoriais. Quase
sempre € mais conveniente efetuar-se os cdlculos em termos de quantidades totalmente escala-
res, que no caso da gravitagdo € possivel devido a presenca da fungdo potencial que emerge da

natureza do campo ser conservativo. Sendo assim, utilizando a equacdo (4) em (17):

V.-G=V-(=V®) —47Gp(7) (18)

Utilizando o fato da identidade matematica de que V - (6 f) = V?f, temos entdo que as

equacgdes de campo ficam definidas para o potencial gravitacional:

V2®(7) = —4rGp(7) (19)

A equacdo (19) € a equagdo de Poisson para o potencial gravitacional, e ela nos diz que
dada uma distribuicdo de matéria p, ela altera o potencial gravitacional do espago. Similar-
mente, dado um determinado potencial gravitacional, podemos nos perguntar que distribui¢ao
de matéria p que o gera.

Considerando agora uma regido onde p() = 0, obtém-se as chamadas equagdes de

11



vdcuo da gravitagdo Newtoniana, dadas pela equacdo de Laplace:

V20 () =0 (20)

O significado fisico da equagdo (20) € entdo a de mostrar quais s@o os potenciais para

uma regido afastada da distribuicao de matéria.
S RELATIVIDADE ESPECIAL

Em 1905 Einstein' introduziu a relatividade especial como um meio para reconciliar o
Eletromagnetismo de Maxwell com o principio da relatividade de Galileu Einstein entdo postu-
lou que a relatividade de Galileu deveria ser estendida a todos os fendmenos fisicos. Juntamente
com esse novo principio de relatividade, Einstein também postulou que deveria existir uma ve-
locidade limite: a velocidade da luz. Nao obstante, a velocidade da luz deveria ser independente
do movimento relativo entre os referenciais.

Com esses dois postulados, o grupo de transformagdes que Einstein derivou levava a
uma relagdo conjunta, das grandezas de espago e tempo e isso implicou em uma nova perspec-
tiva da Mecanica. As transformagdes que Einstein derivou sao chamadas de Transformagoes de
Lorentz. Sem perda de generalidade com respeito ao contetdo fisico da cinematica, as transfor-

macodes podem ser dadas como:

( v
x’:v(x——t)
c
Y=y
, (21)
2=z
t’:'y(t—zx>
2

\

€ possivel ainda, deixar as equagdes (14) em termos da mesma unidade de distancia:

'Einstein (1905)
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y =y
, (22)
2=z
v
ct’zy(ct——:c)
c

\

Com as transformacgdes de Lorentz, todas as quantidades dindmicas sdo automatica-
mente transcritas a um dominio de validade por onde a descri¢do correta de fendmenos detém
um fator vy aprecidvel. Essa nova dindmica é chamada de Dindmica Relativistica.

Das transformacdes de Lorentz é possivel mostrar uma propriedade, dada pela expressao
(23), com respeito a invariancia da seguinte quantidade (SARD,1970):

—ct' v+ + Y+ =—cttrty+z (23)

A equagdo (23) define um objeto fundamental para o estudo da fisica relativistica,o

intervalo invariante entre eventos:

As? = —AA + Azx? + Ay? + A2 (24)

Ou ainda, em termos de deslocamentos infinitesimais:

ds® =: —c*dt* + da* + dy? + d2* (25)

A quantidade ds? define o que é chamado de elemento de linha, isto é, a quantidade que
mede o comprimento infinitesimal de um arco.

E possivel ver que o elemento de linha utilizado na Relatividade Especial revela um
carater quadri-dimensional da natureza. Em verdade, o espaco que detém o elemento de linha
(25) cria o conceito de espago-tempo. Um espaco-tempo € o local de todos os eventos. Um
evento € um ponto no espaco-tempo cujas coordenadas sao dadas por trés coordenadas espaciais

e uma coordenada temporal conjuntas em uma quadrupla:

P = P(ct,z,y,z) (26)

13



O espago-tempo utilizado na Relatividade Especial é chamado de espaco-tempo de Min-
kowski.

Em 1908 Minkowski percebeu que poderia traduzir o postulado de Einstein sobre a
invariancia da velocidade da luz de forma mais geométrica, ao notar a equivaléncia entre o
segundo postulado de Einstein e a invariancia do intervalo entre dois eventos definido acima
pela equacdo (23).

O intervalo definido em (24) ou (25) detém a propriedade de ndo ser positivo-definido e

a consequéncia fisica € a separac@o de eventos com respeito ao sinal do intervalo.

As? > 0, Tipo — tempo
As? =0, Tipo — luz
As? < 0,Tipo — espago

Cada um dos sinais define uma regido diferente do espaco-tempo. Os eventos separados
por uma distancia tipo-tempo, sdo eventos que estdo separados de tal maneira que o envio de
sinais entre os dois detém velocidades menores do que a luz, ja os eventos separados por uma
distancia tipo-luz, sdo eventos que estdo separados de tal maneira que o envio de sinais entre
os dois ocorre na velocidade da luz tdo somente, por fim eventos separados por uma distancia

tipo-espago, sdo eventos que estdo separados de tal maneira que o envio de sinais entre os dois

detém velocidades maiores do que a luz.

ct &

LT

Figura 1: Regides do cone de luz. Fonte: Acervo do autor

Com essas regides definidas, pode-se definir o objeto chamado cone de luz. O cone de
luz, é uma superficie definida por trajetorias tipo-luz, que separa as regides tipo-tempo, tipo-luz

e tipo-espago com respeito a um evento (), como mostra a figura 1.
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Esse fato ainda infere uma nog¢ao de causalidade entre eventos. Como os eventos O e A
ocorrem dentro do cone de luz, um sinal enviado de O para A viaja com velocidades menores
que as da luz, logo O antecede a A por um intervalo de tempo, ja um sinal enviado de O a B
viaja com a velocidade da luz e isso também infere que O antecede a A. Por outro lado, um
evento O jamais terd alguma relacdo causal com um evento C' pois necessitaria enviar sinais
com velocidades maiores que a luz.

O conjunto de todos os eventos que podem ser influenciados por O chama-se: Futuro
causal de O; é o ramo superior do cone de luz. Ainda mais, o conjunto de todos os eventos que
podem influenciar O chama-se: Passado Causal de O; é o ramo inferior do cone de luz. Por
outro lado, o conjunto de todos os eventos que ndo podem influenciar ou serem influenciados
por O chama-se?: Um outro lugar.

Por fim, define-se conjunto de todos os eventos que estdo sobre a mesma superficie de

simultaneidade com respeito a O de Presente. Esses fatos podem ser vistos nas figuras 2a e 2b.

ct k ct

Futuro Causal de O

Futuro

Um outro lugar Um outro lugar Causal de O
- 2
T Y Presente
Passado
Causal de O

Passado Causal de O

(a) Regides do cone de luz com a regifo tipo-espaco.(b) Superficie de simultaneidade (presente). Fonte:
Fonte: Acervo do autor Acervo do autor

Figura 2: Regides causais do cone de luz

Dada a nocdo de causalidade acima, conclui-se que, em geral, as particulas massivas
detém trajetdrias dentro do cone de luz dadas pelo tempo proprio (HARTLE,2014):

= [ani- (%) () + (&)

Uma trajetdria de particula massiva no espago-tempo chama-se Linha de Mundo.

5.1 RELATIVIDADE ESPECIAL E GRAVITACAO

Dado o elemento de linha do espaco-tempo de Minkowski uma tentativa de tratar da

gravitacdo Newtoniana no contexto do espaco-tempo € tratar de um espago com o elemento de

2Em traducdo direta do inglés Elsewhere
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linha:

c2

20 20
ds? — (1 n >c2dt2 n (1 + —2> (da? + dy? + d2?) (28)
C

onde ® € o potencial gravitacional que satisfaz a equacgao (13).
6 RELATIVIDADE GERAL

As equagdes de campo de Einstein (ECE)? sdo, atualmente, a forma mais adequada para
tratar da interacdo gravitacional, dadas pelas equagdes (29);

1 G

2Rguu = ?Tuu (29)

G =R, —

onde GG é a constante gravitacional de Newton. As equacdes (29) sdo formadas por duas

partes: o primeiro membro a esquerda,G,,, trata de toda a informagdo geométrica do espago-

tempo. O segundo membro a direita, 7}, trata de toda a informacdo acerca da distribui¢do

de matéria-energia do espaco. Com a igualdade entre os tensores G, e T}, pode-se entdo

codificar o que se entende por interagdo gravitacional: Uma mudanca na geometria do espaco-

tempo dada uma distribui¢cdo de matéria-energia. Por outro lado, dada uma distribuicdo de
matéria-energia pode-se estudar quais geometrias satisfazem tal distribuicao.

As solucdes que satisfazem as equacdes sdo chamadas funcdes métricas*:

g = Judx" @ dx" (30)

Ou ainda, expressas pelo elemento de linha (ou primeira forma fundamental na geome-

tria Riemanniana):

ds?® = Gpdx!dx” (31

As funcdes métricas (de agora em diante chamadas apenas de métricas), definem quais
serdo, de fato, as geometrias do espaco-tempo. Dada uma métrica, € possivel entdo verificar
sua validade como solug@o, por meio das equacdes de Einstein e definir todo o movimento de

particulas com ou sem massa, em um espago-tempo por meio das equacgdes geodésicas:

3Einstein (1915)
4Note que a métrica de Minkowski,(25), € uma solucdo
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u*Vaut = u® <0au“ + F“a5u6> =0 (32)

onde V,u* € a derivada covariante da 4-velocidade e as quantidades de trés indices '3
s@o chamados simbolos de Christoffel de tipo 1, ou ,a grosso modo, simbolos de conexao. Por
convencao temos entdo que os simbolos de Christoffel sdo dados por (WEINBERG,1972):

1
Dy = 56" (aﬁgm + Bugos — aogag) (33)

E possivel ainda reescrever as equagdes (29) da seguinte forma:

G 1
By = =5 (T = 5T ) (34)

Com as equagdes de Einstein reescritas como em (27) tem-se que, quando o tensor
energia-momentum € nulo, isto €, quando ndo existe a presenca de energia, chaga-se as Equa-

coes de Campo de Einstein no Vdcuo (um andlogo da equagdo de Poisson para gravitacdo New-

toniana)
8tG 1
T, =0 = :4 (0 - 509,“,) —
R, =0 (35)

6.1 CONDICOES DE ENERGIA

Conforme, Alcubierre (2008), nada pode ser dito, em principio, sobre a viabilidade fisica
das solugdes das equacdes de campo com respeito as propriedades da matéria que € fonte do
campo gravitacional, pois € possivel que qualquer espaco-tempo seja uma solucao das equagdes

de campo simplesmente definindo um tensor energia-momentum na forma:

c4

TW’ = G’uy%

(36)

A partir da defini¢cdo dada por (36), em geral encontra-se tensores energia-momentum

que correspondem a contetdos de matéria nao realisticos.
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Sendo assim, deve-se impor certos critérios, a cerca do contetido de matéria, chamados
de condigoes de energia. De forma geral, existem 3 principais condi¢Oes de interesse, para o
presente trabalho, que devem ser satisfeitas: Weak Energy Condition (WEC) , Strong Energy
Condition (SEC) e Null Energy Condition (NEC) (ALCUBIERRE,2008). Essas condi¢des sao

relacionadas com o tensor energia-momentum e com o tensor de Ricci das seguintes formas:

o Weak Energy Condition: T,,,v'v” >0 = p >0

e Strong Energy Condition: R, v"v" >0 = p+ ZpA >0
A
e Null Energy Condition: R, ,k*k" >0 = p+pa

Onde p_4 sdo as pressdes principais, A € {1,2,3} é um conjunto de indices que denota
as componentes das pressdes principais, p € a densidade de energia e v” e k7 s@o,respectivamente,
vetores tipo-tempo e tipo-luz.

A WEC, infere que a densidade de energia vista por todos os observadores deve ser nao
negativa para todos os observadores tipo-tempo; a SEC infere que a densidade de energia mais
a soma das pressdes principais deve ser ndo negativa para todos os observadores tipo-tempo.
Por fim, a NEC impde que a densidade de energia mais qualquer uma das pressdes principais
deve ser ndo negativa, para qualquer observador tipo-luz (ALCUBIERRE,2008).

A titulo de ilustra¢do, para um tensor energia-momentum de um fluido perfeito, dado

por:

T = (p + p)uru” + gup (37)

Onde p € a pressdo, p a densidade de energia e u” € a 4 — velocidade do observador. As

condicdes de energia implicam que a matéria deve satisfazer (ALCUBIERRE,2008):

o T, >0 = p=>0
o R,v'v" >0 = (p+3p) >0
o R,EKE >0 = p+p>0

7 BURACOS NEGROS
Uma classe de solugdes que satisfazem as equacOes de Einstein na forma:
Ry, =0 (38)
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Sado chamadas de solugédes de vacuo. Os Buracos Negros sdo solugdes que satisfazem as
equagdes acima. A Relatividade Geral produz duas solugdes que satisfazem as equacgdes acima

e que geram buracos negros : a solucdo de Schwarzschild, e a solugdo de Kerr.
7.1 BURACOS NEGROS DE SCHWARZSCHILD

Em 1916 Schwarzschild conseguiu resolver analiticamente as Equacdes de Campo de
Einstein no vacuo, para uma geometria estatica,esfericamente simétrica, sem momentum angu-
lar e sem carga elétrica e magnética.

Essa geometria revelou entdo qual deveria ser o aspecto do espaco-tempo exterior de um
corpo esférico, tal como uma estrela ou um planeta.

A métrica de Schwarzschild € entio:

2GM

c2r

)c%zt? + (1 - >_1dr2 +r2(d6? + sin*(0)d¢?)  (39)

Onde G é a constante gravitacional de Newton e M pode ser interpretada como a massa.
Nota-se que quando » — oo a métrica de Schwarzschild torna-se igual a métrica de
Minkowski, isto é, a métrica € assintéticamente plana. Isso significa que o espagco-tempo €
plano uma distancia afastada da fonte de curvatura. Abaixo, na figura 3, estd um gréafico que

mostra as trajetdrias tipo-luz e uma trajetdria tipo-tempo’:

SA representacio dos pequenos cones de luz tem apenas cardter didatico para enfatizar o fato de que nas
coordenadas de Schwarzschild, a inclinagdo das retas que definem o cone de luz, muda de foma continua. Quando
r — 00 as retas que definem o cone de luz detém inclinagdo de 7, isto €, igual a situagdo em um espago-tempo
plano.
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Figura 3: Trajetdria tipo-luz nas coordenadas de Schwarzschild. Fonte: extraido de
(D’INVERNO,2014)

riM -

Figura 4: Trajetdria tipo-tempo nas coordenadas de Schwarzschild. Fonte: extraido de
(D’INVERNO,2014)
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Nota-se que existem dois pontos interessantes com respeito a métrica de Schwarzschild,

quando r = 2C§2M e r = 0. Nestes pontos, tem-se que a métrica exibe um comportamento

singular. A métrica de Schwarzschild exibe, de fato, um comportamento singular real apenas
em r = (0. Em verdade, basicamente, existem dois tipos de singularidade: as singularidades
coordenadas e as singularidades fisicas, Hartle (2014), e essa disting@o reside no fato de que
singularidades coordenadas sdo passiveis de remocdo por transformacdes de coordenadas, isto
¢, por um numero suficiente de transformacdes de coordenadas, chega-se a um sistema de coor-
denadas onde € possivel ter um comportamento regular das trajetérias tipo-tempo e tipo-luz na
vizinhanga do ponto anteriormente singular; singularidades fisicas ndo sdo possiveis de serem

removidas do espago-tempo por transformagdes de coordenadas. A superficie r = 2C;M , nas

coordenadas de Schwarzschild, ¢ um ponto singular de grande interesse, esse ponto chama-se

Horizonte de Eventos.

2GM

= com o auxilio da métrica de Kruskal-

E possivel remover o cardter singular de r =
Szekeres® (CARROLL,2003):

2 _ 32G° M° o—T/2GM
r

ds (—dT? + dR?) + r*(d6” + sin®(0)d¢®) (40)

Sendo assim, dada a métrica de Kruskal-Szekeres, € possivel produzir o diagrama de
Kruskal para a solu¢cdo de Schwarschild. Esse diagrama permite tratar de forma mais clara o
espaco-tempo de Schwarzschild com respeito as trajetdrias tipo-tempo e tipo-luz, pois diferen-
temente das coordenadas de Schwarzschild, o raios de luz que definem a abertura dos cones de

m
luz permanecem, em todos os pontos do espaco-tempo, a um angulo de 1

baqui faz-se o uso de ¢ = 1
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Figura 5: Diagrama de Kruskal-Szekeres

Utilizando a métrica (40), verifica-se que o grafico € qualitativamente diferente do pro-
duzido pela solucao de Schwarschild. As superficies de valores contantes de r sdo hipérboles

e as de t constante sdo retas. Entretanto, o cardter das coordenadas temporais e espaciais da

métrica apods regido delimitada pela superficie » = QCCT;M , continua o mesmo: o futuro causal
permanece sempre direcionado ao ponto » = (. Nota-se ainda que, exatamente em r = QCC;QM ,a

superficie € tipo-luz.

O espaco-tempo de Schwarzschild, visto com as coordenadas de Kruskal, produz quatro
regides do espago-tempo: [ e 'V assintoticamente planas; /1 e I1] que sdo regides interiores
ao horizonte de eventos. A regido [/ é chamada de buraco negro e a regido 111 é chamada de

buraco branco.
7.2 BURACOS NEGROS DE KERR

Em 1963 Kerr’ encontrou uma solucdo das equagdes de campo de Einstein para uma
simetria ndo mais esférica, mas sim axial. Essa solu¢@o introduz o momentum angular nos
corpos esféricos modelados pela métrica de Schwarzschild. Essa métrica chama-se métrica de
Kerr e é dada por® (CARROLL,2003):

2Mr g 2Marsin?(0)

2 _
ds*=—|1-— = 7

[dtd + dedt]+

"Kerr (1963)
8Nesta métrica, utilizamos as unidades naturaisc = G = 1
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2 2
+ IOZdTQ + p2d92 + S 2(6.) [(7’2 + CL2)2 . GQASiHQ(Q) dng (41)
p
Onde A e p sdo as seguintes fung¢des
A(r) =r* —2GMr + a® (42)
p*(r,0) = r* + a*cos*(0) (43)
a= % (44)

Onde J é o momentum angular
7.3 BURACOS NEGROS COM CARGA

E possivel ainda adicionar o campo eletromagnético nas equacdes de campo de Einstein.
Ao fazer tal consideracdo, chaga-se a duas outras solugdes que geram buracos negros: a solucdo
de Reissner-Nordstrom e a solugdo de Kerr-Newman. Respectivamente a solugdo estatica com
carga elétrica e magnética e a solu¢do com momentum angular com carga elétrica e magnética
(CARROLL,2003).

Sendo assim, as equagdes de campo consideram um tensor energia-momentum nao nulo

dado por:

1
Ty =F,,F,7 — 1 G Fys F7° (45)

Onde F),, € o Tensor Eletromagnético dado por:

0 —-E,/Jc —E,/Jc —E./c
0 —-B,

_ | Ex/c
Fu=1EJe B. 0o  -B

E,/Jc -B, B, 0

Logo, as equacdes de campo de Einstein ficam:
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1
Gu = —— |Fu F,7 — Z—LgWFW;FV‘S (46)

A primeira solu¢do que envolve o campo eletromagnético e as equagdes de campo de
Einstein, é a solu¢do de Reissner-Nordstrom. Essa solucdo € uma solugdo estética e esferi-
camente simétrica, e por conta do tensor energia momentum ser nao nulo mas nao envolver
nenhum outro campo além do eletromagnético, essa solucao pode ser chamada de solugdo de
Eletrovdcuo.

A métrica de Reissner-Nordstrom é°:

ds? = =Xdt* + X7 dr? + r*(d6? + sin®(0)d¢?) (47)

Onde
(48)

5 (1 _2GM n G(Q:FPQ))
r r
e () ¢ a carga elétrica e P a carga magnética.
De modo similar, existe ainda a solucdo de Kerr-Newman que define um buraco negro
com rotacdo, carga elétrica e magnética. Utilizando a métrica de Kerr, € possivel determinar a

métrica de Kerr-Newman (CARROLL,2003):

_ 2 | p2 _ 2 | P2),ein?
Js? — _<1_2GM7‘ fQ(Q + P ))dt2_2GMr G(QP;-P Jasin?(0) (dtd¢—|—d¢dt>+

sin?(0)

2

P
A
Onde A e p sdo as seguintes fungdes (CARROLL,2003):

+ Edr? 4 p2de® + [(7“2 +a”)? - azﬁsmz(@)} d¢’ (49)

A(r) =r? —2GMr — G(Q* + P?) + a? (50)

p*(r,0) = r* + a*cos*(0) (51

come =1
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a=— (52)
Onde J é o momentum angular
8 ALGUMAS SOLUCOES EXOTICAS DA RELATIVIDADE GERAL

8.1 BURACOS DE MINHOCA

Com os buracos negros de Schwarzschild, é possivel chegar a conclusdo de que na solu-
cdo evidenciada pelo diagrama de Kruskal, existe uma espécie de conexao entre as duas regides
assintoticamente planas. O método para chegar a essa conclusdo € entdo considerar cortes com
respeito a uma das coordenadas angulares juntamente com a técnica matemdtica de mergulho
de superficies (CARROLL,2003):

Figura 6: Cortes no Diagrama de Kruskal (CARROLL,2003)

O que correspondem ao seguinte diagrama de mergulho
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Figura 7: Superficies correspondentes aos cortes no Diagrama de Kruskal (CARROLL,2003)

Entretanto, no caso de Schwarzschild, os dois universos estao causalmente desconecta-
dos, isto é, a formacao do "wormhole"ndo admite curvas tipo-tempo transitarem entre as duas
regides assintoticamente planas. Conforme, Morris e Thorne (1988), é possivel definir uma

métrica sobre a qual € possivel construir um "wormhole"dito atravessdvel:

ds? = —e?®Mqe? + (1 - b(r)/r)ildr2 + (0 + sin®(0)do”) (53)

Onde ®(r) e b(r) sao fungdes arbitrarias da coordenada radial » (MORRIS e THORNE, 1988).
A funcdo "shape"determina o préoprio aspecto do Buraco de Minhoca Atravessavel (Tra-
versable Wormhole (TW)) e, devido a esse fato, pode-se estudar consequéncias tteis, para um
dado b(r), quando é construido seu diagrama de mergulho. O diagrama de mergulho é uma sec-
cdo bi-dimensional ao longo — sem perda de generalidade — do plano equatorial, o que significa
que se considera um momento fixo de tempo, de coordenadas ¢ = 1" e ¢ = 7. Transportando

essas consideragdes para a métrica (53), temos:

-1
ds® = —62¢(T)dt2+{1 — @} dr? +r?|do* + sin2(0)d¢2] =
r
b -1 2
— —62‘1’<’“>d(T)2+{1 - 9} dr? +1? d(%) + sin’ (g) d¢2] —
b -1
Ay, :{ - @} dr® + r*dg?. (54)

A razdo para a forma de (54) se deve, evidentemente, a fatos simples do célculo elemen-
tar, como o diferencial de uma constante é zero: d(c) = 0 e sin(n/2) = 1.
A métrica (54) pode ser visualizada em um espago tridimensional euclidiano em virtude

de uma incorporacao com um elemento de linha cilindrico:
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ds? = dz? + dr? + r?de¢?. (55)

Com (55), pode-se incorporar a métrica (54) da seguinte maneira:

y 2
z
1 bl

Onde em (55) € apenas fatorado o termo dr? na soma (dz?+dr?). Em virtude do aspecto
bidimensional, pode-se igualar (54) a (55), como:

-1 2
b(r) dz
L :{1 — T} dr* + r’d¢® = |1+ (5)

entdo pode-se derivar a equagdo da superficie de mergulho:

p 2
z
1 had

ds® = dz* + dr? + r’d¢? = dr? + r2d¢?. (56)

dr? + r?d¢?, (57)

dr® + r?dg? =

-1
b
ds@m :{1 — @} dr® + r?d¢* =
T

i{l—@}_ dr? =
dz 2_ b(r) -
B2 o

1
@: {1—@} — 1. (58)
dr r

E possivel reorganizar a (58) para um formato mais adequado:

— =t (59)

A forma de z(r) fornece entdo a sec¢ao de TW; pode-se ver sua forma pela integracido
de (59), o que é possivel quando especificamos a forma de b(r). Uma forma simples de b(r) foi

dada como:

27



b(r) = /Tor (60)

Entdo, a forma qualitativa do TW é:

d
dr T _
\/Tor

z T 1
[ o=t [ i
0 7o /\/77:07_1
" 1
z('r’)::t/ ——dr.
70 /W—l

Agora, serd preciso integrar (61) para tracar a forma do TW. O resultado da integragéo
¢é entao,

(61)

4
2(r) = 5 (Vior +2ro)y [~ + \/_\/; (62)

O gréfico € dado pela Figura 8:

10+

zZir)
[=]

-10}+

r

Figura 8: Sec¢do do TW para b(r) = /Tor.

Pode-se ver prontamente o significado de r(: € o raio minimo do TW e, de fato, tal raio
especifica uma regido inteira chamada de Garganta. Rotacionando a sec¢do em torno do eixo
z—, serd obtida a forma caracteristica do TW: a de uma estrutura conectando duas regides do

espago-tempo por uma "ponte":
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Figura 9: Gréfico de revolugdo de b(r) = /7T

A funcgdo b(r) deve satisfazer algumas propriedades fundamentais para ser elegivel a

uma forma para inserir na métrica (53). A primeira delas é:

b(ro) = 70. (63)

O requisito de raio minimo dado por (63) dd origem a outro requisito que b(r) deve

satisfazer; a derivada de (59) deve ser divergente nesse raio minimo . Em simbolos, tem-se:

lim — = oo. (64)
=70 d?”

Isso se deve a um fato geométrico simples: a linha tangente no ponto (rg, b(rg)) deve
ser perpendicular ( Figura 10 ); tal regido divide a regido superior do espago-tempo e a regiao

inferior do espaco-tempo.
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Figura 10: Propriedade do diagrama de mergulho b(r).

Para a forma particular, dada por (MORRIS e THORNE, 1988), tem-se entdo:

. 1 1 1 1
= lim = = - = —
rorg  [_T_ [_ra_ T —

’ ror 1 /ToT0 1 \/ﬁ —1

Outro requisito de b(r) é devido ao comportamento assint6tico do espago-tempo defi-

lim —
r—T0

Q.

dz
dr

nido. Por exemplo, longe de um buraco negro de Schwarzschild, espera-se uma regiao com
pouca influéncia gravitacional. Traduzir esse fato fisico para a matematica significa que, para
valores grandes de 7, a derivada (59) serd zero. De fato, a métrica Morris-Throne é um exemplo
de métrica plana assintética, o que significa que, para valores maiores de r, o espaco-tempo &

um espaco-tempo de Minkowski. Colocando em termos matematicos, temos:

lim — =0. (65)

Para a forma particular, dada por, tem-se entao:

. dz . 1 . 1 ) 1
hm —_— = hm —_— = hm —_— = llm
r—oo AT r—00 r__ r—00 2 r—00
TOT r~ 1 r 1
OT T0

Uma analise cuidadosa do limite do denominador mostra,

. T
lim ,/— = oo.
r—00 TO

Portanto,



lim dz = lim ———==0 (66)

Também devem ser satisfeitas outras condi¢des:
1. Flaring-out Condition:

% (b(r) - rd%[b(r)]) S0, V> 67)
2.
i[b('f’o)] <1 (68)
dr
3.
1-— @ >0 (69)
T
4.

8.1.1 EQUACOES DE EINSTEIN PARA UM BURACO DE MINHOCA ATRAVESSAVEL

Gravidade é uma manifestacdo de curvatura do espago-tempo. A dindmica da interacao
gravitacional é dada pelas Equacdes de Campo de Einstein:

1 8t
§Rg;w = _T,ul/? (71)

G =R, —
nv v C4
Os componentes do tensor de Einstein para a métrica (53), sdo dados por:

€2<I>(T)b/(7“)
7“2

(72)

00 —

2r2®'(r) — b(r)(1 + 2r®’'(r))
r2(r —b(r))

G = (73)

=b(r) (=1 4+ r®'(r) + 2r2®'(r)? + 2r2®" (r) + r(=V'(r)(1 + r®' (1)) + 2r(®'(r) + r®'(r)? + r®"(r))))

Goo =
22 9

(74)

—sin?(0)[b(r) (=1 + r®'(r) + 2r2®'(r)? + 2r2®"(r) + r(=0'(r)(1 + r®'(r)) + 2r(D'(r) + r®'(r)* + r®"(1))))]

Gaa =
33 2r

(75)

Caso seja um tensor de energia-momento de fluido perfeito genérico como :
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T, = Diaglo(r)c®, —x(r), p(r)2, p(r)s), (76)

pode-se determinar a propria natureza da matéria dos buracos de minhoca no espago-

tempo:

O'(T) c? GOO

~ &G
4
r)=—5G
X( ) \ &rG 11 (77)
P2 = gfr_GGQQ
4
(P3 = Sfr—GGss

Em particular, pode-se calcular a massa do buraco de minhoca que integra a densidade

de energia como:

2 2 €2<I>(r)b/(7,)
O'(T‘) =3 GGOO 87 C 2 <~
1 8nG
B0 2 a(r)r? =V (r) <=
1 8rG 9
Vr)= 250) 70(7‘)7“ (78)
Portanto,
1 8rG
db(r) = 290) 2 p(r)ridr <
8rG [T 1
b(r) = b(ro) + 2 /7«0 qu}(r)U(r)err (79)
A equacgdo (79) pode ser reescrita como,
b(r) = 2Gm(r), (80)
onde m(r) é dado por:
ro 4m [T 1 9
m(r) = Yel + = /TO ma(r}r dr (81)

O significado fisico de (79) é o da massa efetiva do Buraco de Minhoca. Portanto,

tem-se, para um modelo especifico dado por (VISSER,1996) , em que ®(r) =0e b(r) = é,

ro 4w [T 1

= — o
2 2x0
26 2 [, e

ro N 4 [T
2G 2

m(r) (r)ridr = o(r)yridr =

To
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4 " 4 TP
o =2 o(r)ridr = ;—é + C_;r/ < Goor’dr =

2G - ¢ J,, , 81G
ro 4w [T 2 e(r) , To [,
2G * c? /,,0 stG 2 T ag * 2G J,, (r)dr
ik 1o
SIS B i) [P B R P
2G T2a ), r] " 2G+2G/m< rz )

_ro o )| (LU o
2G 2G| |r 70 2Gr
Em dimensdes de massa, tem-se
027"8
= — 82
mir) = 520 (52)

8.1.2  BURACOS DE MINHOCA ATRAVESSAVEIS PARA UMA FUNCAO Q)—SHAPE

Estende-se a funcio shape dada por (SAMANTA,2019) para uma "funcao shape"que
contém o parimetro de densidade {2; chama-se esse tipo de funcdo de "(2— shape function"para

buracos de minhoca atravessaveis. A func¢ao é dada por:

b(r) = re”r—roll, (83)

O 2 € dado pela cosmologia padrio. Este parametro pode ser (WEINBERG,1972):

0<Q<1
0=0 (84)
Q>1

A verificagdo do valor real do parametro de densidade definird, portanto, a prépria forma
do buraco de minhoca atravessdvel.

Usando (83) em (53), a métrica se torna:

—[Q(r—r0)]
1 re

~1
ds? — _€2<1>(T)dt2+{ } dr® + r? [d92 + sinQ(Q)dqbQ] (85)

r

Agora, devido a natureza do parametro de densidade, uma constante cosmoldgica que
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ndo desaparece poderia ser considerada nas Equacdes de Campo de Einstein; as equagdes do
campo devem ser corrigidas, como:
1 87
Guu = R;w - §Rguu + Ag;w = C_4Tul/- (86)
As equacdes sdo extremamente simplificadas em uma base ortonormal de 4—vetores,
onde as Equacdes de campo de Einstein sdo reescritas com quantidades "hat", isto é os tensores
reescritos em uma base ortonormal de vetores ou, fetrada (VISSER,1996):
81

1
Gﬂ,} =: Rﬂ,} — §R77ﬂ,9 + A??ﬂ,) = ?Tﬂp. (87)

A interpretagdo de uma constante cosmoldgica pode ser realizada no contexto de um
tipo de tensor de momento-energia (OLIVEIRA,2003):

1 (G
Rpp — 5377;119 = Tho — Ajpp | =
&G &G (G
o | T Ao | = = T+ T | = = T =
1 87G
R[Lf/ - iRnﬂﬁ = 77719 (83)

Agora, a forma do T}, € tal como a equag@do (76); para determinar a forma de Tf%\),

pode-se afirmar que o contetddo energético € zero: considera-se as regides de vacuo. Portanto,

1 &rG 8r(G A
Tﬂ,} =0 = Rﬂ,} — §R77ﬂf, = 77;“; = o 0+ Tléﬁ) <
1 87 A
Rﬂl; — §R77ﬂ,9 = C4 T,E(Lﬁ) (89)

Pode-se considerar uma regido distante da fonte de energia, tendo uma contribuicao

devido ao vacuo. No referencial ortonormal, o tensor Téf,\) ¢ dado por (OLIVEIRA,2003):

4

A0 0 0
(A) 0 -Ags 0 0 90)
TS = ™
o 0 0 —AZs 0
4
0 0 0 —AZ

As equacdes dinamicas para o TW, considerando um tensor energia-momento de fluido
perfeito tal como (76) (OLIVEIRA,2003):

34



Goo = =5~ =5 | T + T 1)

Gy = M) 2P0 2V0) G o)
Gy = (1 bﬂf)) [@"(r>+<<b’< ) - G )

e
Gy = (1 - @) [(I)”(r) (@' ()2 %qm)—

By ] e

Usando as equagdes de campo de Einstein, pode-se determinar o aspecto do fluido per-
feito necessario para suportar o "Wormhole" (OLIVEIRA,2003):

o(r) Z%{b/ﬁ—;)—/\} (95)
() = () = 8;40 {bg) B 2<1>;(r) N 2@/(:)b(r) _ A} 96)

V() + (@) - G ) -

_V(r)r=b(r)  2'(r)
2r2(r — b(r)) + r

+ A} 97

Usando diagramas de mergulho, pode-se tracar sua garganta. Considerando a funcao

integrada:

z(r) ==+

(98)

2tan™! (\/—1 + e[Q(T—To)])
Q

Entdo, usando as solu¢des + de (98), temos:
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Figura 11: Diagramas de Mergulho: (a) 2 = 1,02 . (b) 2 = 0,64. (¢) 2 = 0,076. Para um
raio minimo de ro = 1.

A massa efetiva dessa classe de buracos de minhoca é (para ®(r) = 0),

4 T
(r)ridr = 27% + C—;T o(r)yridr =

To 4 "1

m(r) =55+ 5 | xa’

0

ro 4w [T ro 4w [T 2

2 2
0 dr = -2 4 =2 Goor’dr =
oG T | orrdr=oa TG | grgGordr
ro 4w [T 2 e%(r) , To [,
_ o 7 € VW2 10 2 i dr =
G @) G e T ag g ) VO

/
1 T
Te—[Q(r—To)]] dr = ;_é + ﬁ /TO <€—(T—T0)Q o e—(T—To)QTQ> dr =

To 1 /r
= — 4+ —
2G ' 2G /.,

r 1
eTQ‘FTOQ,,,] _ [6TOQ+TOQT-0] } — % —|— %{

Em unidades do SI tem-se:

_ .2 ﬁ i —rQ4roQ2,.
m(r)-c[QG—l—QG(e r 7’0>]. (99)

Usando as equacdes de campo de Einstein, pode-se observar a tensdo (ou pressao radial)

na regido da garganta b(rg) = 7¢:
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Além disso, também pode-se explorar as condi¢des de energia:

NEC :o+y >0
DEC :o—|x|>0

(101)

-20x10* |
’ -5.0x10%
—40x10"F

0x10% L ~
-10x10%}

o+ x

a— | x|
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Figura 12: (a) NEC para €2 = 1,02. (b) DEC para {2 = 1, 02.

8.2 "WARPDRIVE"DE ALCUBIERRE

Uma das grandes conclusdes da TRE € a de que nada pode transitar mais rdpido do que
a luz. Por outro lado, na TRG o fato é valido apenas localmente. Sendo assim, em 1994 o
fisico mexicano Miguel Alcubierre explorou a possibilidade de uma geometria capaz de levar
informacdo (um astronauta e uma nave por exemplo) de forma a garantir que localmente o
observador se mova dentro do cone de luz (e por tanto com velocidade menor que a da luz) mas
0 espaco-tempo se comporte de tal maneira que seja possivel transitar grandes distancias em
um intervalo de tempo arbitrariamente pequeno (ALCUBIERRE,1994).

A métrica que Alcubierre propos utiliza o formalismo 341 da Relatividade Geral,onde,a
grosso modo, ocorre uma divisdo no espago-tempo quadridimensional em hipersuperficies tipo-

espaco,curvas, tridimensionais e no tempo (unidimensional); indicado na figura 13.
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e Spacelike hypersurfaces

Figura 13: Divisdao do espaco-tempo no formalismo 3 + 1. Fonte: extraido de (ALCUBI-
ERRE,2008)

Conforme, Alcubierre (2008), o tensor métrico neste formalismo fica:

ds® = —dr? = Fpdat'de” =

= —(a® — BiB")dt* + 2Bida’ dt + ~ijda'dad (102)

Onde algumas quantidades particulares deste formalismo sdo: [3; o "shift vector"que
relaciona as coordenadas espaciais nas diferentes hipersuperficies tipo-espaco e « € a fungdo
de lapso que relaciona os intervalos de tempo préprio entre as hipersuperficies tipo-espaco
(ALCUBIERRE,2008).

A métrica proposta por Alcubierre €:

ds? = —dt? + (dz — vaf(rs(t))dt)” + dy? + d2? (103)
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Tal geometria € solucdo das equacdes de Einstein e, grosso modo, tem como propdsito
permitir um observador deslocar-se por distancias interestelares e sem efeitos dilatacdo tem-
poral entre o ponto A e B. Por definicdo um "Warp Drive"(ou, em tradugao livre, Motor de
Dobra Espaco-temporal) € uma geometria curva que obedece localmente as leis da relatividade
especial mas que globalmente, e para um observador assintéticamente plano, viaja de forma
superluminal.

A ideia é que um observador, chamado de Nave, transita entre o ponto A e B, extre-
mamente distdntes (= 1UA), apenas utilizando a curvatura do espago-tempo. Ainda mais,
espacialmente falando, o mecanismo que permite tal deslocamento é dado quando espaco €

contraido a frente da Nave e expandido em sua traseira (Figura 15):
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Figura 15: Elementos de volume espacial expandidos atrds da nave e contraidos a sua frente
criando o mecanismo de "propuls@o"do "Warp Drive".

Ainda mais, essa solucd@o prevé que do ponto de vista tridimensional, a nave estd com-
preendida em uma espécie de regicao esférica chamada de "bolha de curvatura". Tal bolha
determina o aspecto espacial do sistema, isto é: A nave compreendida dentro de uma bolha que
¢ resultado da curvatura do espago-tempo dado pela geometria (103).

Agora, o conceito dado acima é fundamentado, como foi dito, pela Relatividade Ge-
ral. Ocorre que, baseado nesta necessidade de criar o mecanismo de "empurrar a nave", a
métrica (103) cumpre a tarefa de "empurar”a nave ao longo de uma trajetéria x(t) (ALCUBI-
ERRE,1994).

De fato, alguns parametros essénciais d4 métrica sdo entdo: a coordenada radial 7, a

velocidade da "bolha de curvatura"v(t) e a fungdo "top-hat" f(rs). Sendo assim, tem-se que:

r= P+ T 2 (104)
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dxs(t)
dt

(105)

Vg =

tanh(o(rs + R)) — tanh(o(rs — R))
2tanh(oR)

f(rs) = (106)

Onde R € o raio minimo da bolha de curvatura e o é o parametro de "espessura"da bolha
de curvatura.

A fungdo f(rs) obedece entdo a propriedade de que quando o — oo, isto é:

_ )1, rs€[-R. R
lim f(ry) = (107)
o0 0, 7«>R

Onde o grafico da func¢do "top-hat"é dado (Figura 16)

Figura 16: Fungio f(r,). Onde p =: \/92 + 22 <= p? = y? + 22

Nota-se, tabmém, que espago-tempo dado por (103) é plano fora da bolha de curvatura,

isto é, quando f(rs) = 0 tem-se que a métrica "exterior"é a métrica de Minkowski:

ds® = —dt+ (de—v, f(ry(t))dt) +dy?+d2* <= ds? = —dt*+(de—v,-0)dt)* +dy’ +dz> <

ds® = —dt* + da* + dy? + d2* (108)

Ainda mais, para as superficies tipo-espaco dt = 0 < t =k, k € R, tem-se que a
propria geometria espacial é também plana, isto é:

ds3p = yidr'de? = da® + dy* + d2* (109)
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Com tais informagdes € possivel determinar precisamente o0 mecanismo de propulsio da
nave. As supercicies tipo-espaco sdo denominadas Superficies de Cauchy e se tais superficies
detém geometrias planas, entdo toda a curvatura origina-se da curvatura extriseca, dada pelo
tensor (ALCUBIERRE,2008):

1
Kij=3 (@-ﬁj - 33'@') (110)

Dai, em posse de (110), pode-se verificar o comportamento da expansio dos elementos
de volume associado ao movimento da nave. Tal expansdo é, em verdade, uma quantidade
precisa definida como (ALCUBIERRE,1994):

0 = —aTr(K) = —aK', (111)

Mostra-se entdo que para quantidades definidas tais como (ALCUBIERRE,2008):

a=1 (112)
ﬁac = _Usf<7ns) (113)
By=p8.=0 (114)

Tem-se que a expansio fica:

xs(t) df (rs) o x4(t)o | tanh?*(o(rs + R)) — tanh*(o(rs — R))

re dt 27, 2tanh(oR)

(115)

Cujo gréfico é:
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Figura 17: Expansao dos elementos de volume, dados por O.

E possivel ber entio que a expansio volumétrica a frente da nave é negativa, o que
infere uma contragdo; na traseria da nave, a expansao € positiva o que infere uma expansao. Tal
mecanismo gera entdo o movimento da nave.

O grande problema de tal geometria e mecanismo € entdo verificado quando calcula-se ,
por exemplo, a densidade de energia necessdria para sustentar este espaco-tempo. As condicdes
fraca e dominante ndo sdo satisfeitas, pois a densidade de energia é uma quantidade negativa,
sempre (ALCUBIERRE,2008)

LGOO _ _Ug(?JZ +2%)

=T =
P 87 3272

(116)

Um fluido que detém, por exemplo, propriedades tais como (116), é chamado de matéria

exdtica, no caso dos "warp drives", € salutar denominar de "Hyperfuel" ou "Hiper-combustivel".
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9 BURACOS NEGROS ASTROFISICOS: SINAIS QUASI-PERIODICOS E A MASSA
DO QUASAR 3C 273

A teoria apresentada até agora, diz respeito ao modelo puro e simples. Contudo, o
contraponto observacional é de suma importancia. E claro que, as solugdes exdticas nio detém
tal contraponto observacional, mas toda a teoria de Buracos negros € bem aplicada a observagao
dos corpos do universo.

Em especial existe um tipo de objeto astrofisico chamado de Quasar, que faz parte de
um conjunto de objetos denominados de Nucleos Ativos de Galdxias (em inglés: Active Galaxy
Nuclei (AGNs)).

Um quasar, masi geralmente um AGN, detém como objeto central um buraco negro
supermassivo que produz comportamentos diferentes de Galdxias ndo ativas, como por exemplo
explosdes de Raios Coésmicos tais como Raios-X e Raios-7.

A grosso modo, a atividade de um AGN pode ser verificada pelo surgimento de Jatos de
matéria relativistica que "sdo expelidos"por processos de interagdo do disco de acrecdo (cani-

balizacdo de matéria) do buraco negro. O modelo pictérico-didético € dado por:

Black hole

Accretion disk -

Torus of neutral”
gas and dust

Figura 18: Estruturas de um AGN.

Existe um AGN, especificamente o Quasar 3C 273, no qual o estudo de ESPAILLAT et
al, 2006, relaciona sinais quasi-periddicos e a massa do buraco negro de 3C 273.

O ponto central da andlise foi que a massa obtida até entdo determinou um valor de
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7,3 x 10%M, .4 massas solares. Contudo, tal valor entrou em conflito com valores de massa
previamente determinados para buracos negros supermassivos.

Tais modos de oscilagdo sao originados entdo no disco de acre¢do do buraco negro su-
permassivo em um sistema bindrio fonte de raios-X (em inglés: X-Ray Binary (XRB)). Tais
modos de oscilacdo restringem entdo a massa de tais buracos negros.

No caso de 3C 273 tem-se entdo que o modo de oscilacdo determinado pelo periodo de

3, 3ks restringe a massa do buraco negro ao valor de 7,3 x 109M,,;,, massas solares.

Global Power Spectrum and Cross Variance for 3C273 Obs.ID: 126700301
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Figura 19: Quasi-periodo de 3,3 ks.

Ocorre que tal valor ndao concorda com outros métodos tais como o mapa de reverbera-
¢do (KASPI et al, 2000) o qual estima a massa de 3C 273 para um valor de 2,35 x 10°M, 4,
massas solares.

Especula-se entdo que outro processo astrofisico esteja ocorrendo no disco de acrecao

de 3C 273, que nao apenas movimento dindmico.
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10 CONCLUSOES E RESULTADOS OBTIDOS

Foram apresentadas as caracteristicas mais elementares sobre os diferentes assuntos do
objeto de estudo do presente trabalho, isto €, uma analise geral das solu¢des da Relatividade

Geral, de interesse astrofisico: os buracos negros.

Quanto aos "wormholes", um estudo sobre suas caracteristicas elementares (como a
garganta), foi feito. No entanto, péde-se perceber que a solu¢do (53) original (MORRIS e
THORNE, 1988) detém uma fungdo b(r) na qual € possivel propor diversas formas e entdo
precisar exatamente o formato da garganta do "wormhole". Dada essa liberdade, foi proposta
entdo uma nova fungdo b(r) = eﬂ%w, tal funcdo é uma modificacdo da funcdo dada por
(SAMANTA,2019), onde o cardter de nova fungao aparece em {2 ser o parametro de Densidade
dado pela Cosmologia (WEINBERG,1972). Ocorre entdo que tal parimetro detém valores
especificos e para cada valor obtém-se um tipo de gargante diferente. Ainda mais, tais valores
de 2 sao obtidos pela observacao experimental e daif reside um singelo resultado interessante,

pois para um valor atual de 2 = 1, 02, obtém-se um tipo especifico de garganta.
11 PERSPECTIVAS FUTURAS

Muito ainda devera ser concluido com relacio a solugao do "Warp Drive". No entanto,
neste relatério final, tratou-se principalmente de "Wormholes"e pode-se propor uma modifica-
cao ligeira na funcao de (SAMANTA,2019), criando-se assim uma nova estrutura de garganta
para o "Wormhole". Um estudo com viés experimental sobre a interagc@o entre o buraco negro e
o comportamento das particulas numa 6rbita proxima ao horizonte de eventos e observacdes de
raios-x e gama em curvas de luz em Quasares, serd feito, para tentar estudar periodicidades no

movimento de particulas préximas ao buraco negro.
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